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LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE
DANS LES CORPS QUADRATIQUES IMAGINAIRES

par Abdelmejid BAYAD

0. Introduction.

Soit p un nombre premier # 2, et soit S une partie de I}, telle que Fy
soit réunion disjointe de S et —S. Si s € S et a € F}, on a alors

as = €(a, 8)s,, avec €(a,8) ==%1 et s, € S.

Le symbole de Legendre (%) est défini comme suit :

(0.1) (%) = H e(a, s),

s€S
c’est le lemme de Gauss qui donne cela (cf. (7], chap. 1, Appendice). Alors
pour tout g premier # 2 et de p, on a
P\(a\ _ ~1)(g—1)/4
(B -
(0.2) )b (-1)
c’est la loi de réciprocité quadratique dans QQ, due a Gauss.

Dans ce travail, on part d’une courbe elliptique définie sur un corps
quadratique imaginaire et & multiplication complexe par ’anneau des
entiers de ce corps et on construit des fonctions elliptiques.

D’autre part, on fait apparaitre des formules produits relatives a ces
fonctions elliptiques et obtenues grace a ’arithmétique sur cette courbe.

Mots-clés : Loi de réciprocité quadratique — Formule produit — Courbe elliptique —
Multiplication complexe.
Classification math. : 11R04 - 14H52 — 11G15 — 14K22.
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Il est & noter que nos formules produits sont & rapprocher de celles
obtenues par D.S. Kubert [3], §4 pour la fonction elliptique g de Weiers-
trass utilisée pour montrer la loi de réciprocité cubique d’Eisenstein dans
Q(v/=3). En outre, dans le cadre des corps quadratiques imaginaires, nos
formules produits jouent le méme réle que la formule de multiplication de
la fonction sinus, suivante :

2
2™ 1 sin(z) H sin(m + %) sin(a: - Ls)
sesS m m

sin(mz) = (-1)"2

pour démontrer (0.2).

En conséquence, cet article généralise la loi de réciprocité quadratique
de Gauss pour les corps quadratiques imaginaires.

Enfin, ce travail se compose de trois parties. Dans la premiere partie,
on développe notre théorie ci-dessus ou le corps quadratique imaginaire est
de discriminant différent de —4 et —3, dans la deuxiéme partie on traite le
cas particulier oti le corps est Q(v/—1). Dans la troisiéme partie, on traite
le cas ot le corps quadratique imaginaire est Q(y/—3).

Nos principaux résultats sont les théoremes 1.10, 2.9 et 3.7.

Remerciements.

Je tiens a remercier les membres de 'Institut Fourier qui m’ont permis
de réaliser ce travail dans de bonnes conditions; mes remerciements vont
tout particulierement & 1’équipe de théorie des nombres et au Professeur
Gilles Robert qui a corrigé la version préliminaire de cet article.

1. Loi de réciprocité quadratique dans un corps quadratique
imaginaire K différent de Q(i) et Q(j).

On note par Zw,+Zwsy anneau des entiers de K, avec Im(wa /w1 )>0.
Nous associons & Zwi + sz la fonction g de Weierstrass donnée par :

(1.1) p(z) = > [(z—_lg)? - u%]

wEZwl +Zw2

Nous définissons aussi les séries g5 (Zw1 +Zws) et g3(Zw;+Zws) d’Eisenstein
par

1
92 = g2(Zwy + Zuwn) =60 "

wEZwy +Zwy
w#0

et
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1
gs = g3(Zw1 + Zws) = 140 Z R

wEZwy +Zwy
wH#0

D’apres (cf. [4], chap. 1, §2, th. 5), on a
p'(2)? = 4p(2)* — g2p(2) — g5
donc le point (p(z), p'(z)) appartient & la courbe d’équation
(1.2) Y?=4X° — g2 X — g3,
son discriminant est A = g3 — 27¢2.
LEMME 1.3. — La courbe E définie par :
E:Y?=4X3- X — g3

est une courbe elliptique sur une extension algébrique L/K de degré au
plus égal a 6.

Preuve. — Tout d’abord, remarquons que les deux fonctions ellipti-
ques suivantes ont le méme diviseur :

z— p/(2)?

2 (o-0(3)) (o0 (F
En effet,

et

)
3)
o /(-2)-(3)
( +

car la fonction z — /(2) est impaire.

D’autre part, grace & la périodicité de z — p’(2) on a alors

(5) - (5 +) -(3)

w9 H(5) (S )= ()
et p'(_wr;—u&) :—p'(% +wy +w2) =$O/(W1;L«J2)

d’on (1.4) et (1.5) impliquent

'ﬂ_'ﬂzf(“’_lﬂ%)z
p(z)_p(z) P\ 0,
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donc
2y _ ﬂ) w2 wi two)
(1.6) () 2(2 +2(2)+2( . ) - 6(0)
et ’expression (1.6) n’est rien d’autre que le diviseur de la fonction

e (009~ 5(2) (009~ () (- #(22)

Donc ces deux fonctions elliptiques ne different que d’une constante multi-
plicative. Cette constante n’est rien d’autre que 4. En effet, cela se déduit
des égalités suivantes :

lim 2%p(z) =1 et lim 2%p'(2) = —2.
z—0 z—0

Ainsi

0@ =4(p2) - (5)) (02) - 0(F)) (o) - p(ﬂl—;ﬂ));

comme la valence de z — p'(2) est 3 (resp. z — p(z) est 2), alors

p(%), p(%) et ga(wl ;m) sont distincts. Par suite, les racines de

4X3 — g2 X — g3 sont distinctes, ce qui implique que A = g3 — 27¢3 # 0.
Alors, la courbe E est une courbe elliptique.

En outre,
bt =s(=o()) (5 -o(5)(r-H(252)
de ce fait, on déduit que E est définie sur KG’(%)P(%),@(M;L‘&))

et d’aprés la théorie de la multiplication complexe cette extension a un
degré au plus égal a 6.

On définit, maintenant, la fonction elliptique f associée au réseau
Zuwn + Zwso par

S 120(%)° — g2 p(2) — p(21522) :
(1.7) f(z) = \l () — p(2tea) p'z)

on a alors le résultat suivant :

THEOREME 1.8 (Formule produit).
wi _
1) () (2 + ?) =1
2) On a la formule produit, pour v € Zw; + Zws, (v,2) =1 :
fo)=&1@) [ fle+a)

a€Ker v
a#0
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w
oié,=xleté,=v [] f(a+—l).
a€Ker v 2
a#0
Démonstration. — Pour démontrer 1) il suffit de remarquer que la
w N

fonction z — f(2) f(z + 71) est elliptique pour Zw; + Zws et dont le
diviseur est nul, donc c¢’est une constante et pour finir on détermine cette
constante :

. w1
e 1 (+3)
o) e (pme(252)) (o) -e(255))
= m
p(F)-p(252) o2t o) (%)
() 39 (252) (p(9)-0(252))
o(% 9(4—”:“) o (252) e (%)

Montrons le 2) du théoréme 1.8.

D’une part, on remarque que les deux fonctions z +— f(vz) et
2z~ f(2) Tl f(#+ @) sont elliptiques pour Zw; + Zws et ont le méme

a€Ker v
aF#0

diviseur, donc elles different d’une constante &,. D’autre part, comme
(v,2) = 1, il existe X(v), Y (v) éléments de Zw; + Zws tels que :

X(v) - v+2Y(v) =1
f(vz+ %) = f(v(z +X(v)%))

flv- z)f(v (z + X(v)%)) =1, d’aprés le 1) ci-dessus.

Ceci implique
donc

Alors
= 121 (v(z+ X®)%))
=&1@f(z+XxW)5) [I fe+af(z+X0%)

a€Kerv
a#0
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et comme (X (v),2) =1 et f est elliptique pour Zw; + Zws, on obtient

1=¢2f (z)f(z+ ) H fz+a)f (z+a+%);
pri

d’apres le 1) du théoréme 1.8, on a alors :

&=1
On sait méme plus
f(vz)
» = lim
©EFE I feta)
a€Kerv
a#0
ce qui donne
L
Il fla)
a€Ker v
a0

et d’aprés le 1) du théoréme 1.8, on obtient

o 11 A03)
a0

Ce qui termine la preuve du théoréme 1.8.

DEFINITION 1.9. — Pour o, € Zwi+Zws, avec (a,2) = (53,2)
= (a, B) = 1, on définit le symbole quadratique (%)2 par

(%)2 - H &(@0);

0c€Ss
ou ao = g(a,0)v(0) avec e(a,0) € {—1,1}, v(o) € Sz et {Sp, —Ss} est
un systéme complet de représentants de (Zw; + Zws)/B(Zuwr + Zws).

On peut alors énoncer notre premier résultat principal :

THEOREME 1.10 (Loi de réciprocité quadratique dans K). —
Soient o, 8 € Zw, + Zw,, avec (a,2) = (6,2) = (a,3) = 1. On a alors
(3,0 - e

2

2:£02 (1

B
ou &, & € {1,—1} tels que :

o= H f('y+%) et {g=0 H f(’y+%).

yEKer yEKer 8
7#0 Y#0

(67
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Démonstration. — En fait, on peut écrire

g _ f(ao)

v(o) — f(x(0))

gla,0) =
car f est impaire. Donc
A f(ao) f(ao)
(5). 1  700) H 1)
et du théoreme 1.8, on déduit que

(5),=¢ 7 I II fe+orro-o)

oc€Sp a'€S,

(£),=6 % 11 I s +oito -2

0€Sa 0’ES

Par suite, on obtient

(a) (ﬂ)—l N@B) -1 &L N@-1 N@)-
2

3 =6a * (- 1)

ou &, et &g sont donnés par le théoréme 1.8. Ce qui montre le théoreme 1.10.

a/2

2. Loi de réciprocité quadratique dans Q(1/-1).

L’anneau des entiers de Q(v/—1) est 'anneau Z[/—1]. On considere
la courbe elliptique E définie sur Q(+/—1) par le modele de Weierstrass

(2.1) E:Y?=4(X3-X).

Cette courbe a multiplication complexe par Z[v/—1], alors E comme variété
complexe est isomorphe & C/Z[v/—1] et cet isomorphisme est donné par :
C/zlv-1 — E(C)

(2.2 2 — (p(2),¢(2) iz VT

z — 0 si z € Z[v-1
ou g est la fonction de Weierstrass pour le réseau Z[/—1]. Le point M de
coordonnées (p(2), p'(z)) est dit de paramétre z. D’autre part, la fonction
p de Weierstrass associée au réseau Z[y/—1] vérifie :

(2.3) .
p(iz) = —p(z) et son diviseur est (p) = 2(1 -2+- Z) —2(0)

©'(iz) = ip'(2) et son diviseur est (p') = (%)+(%)+(%) - 3(0).
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On considére maintenant la fonction elliptique pour le réseau Z[/—1]
définie par

p(2)p’ (”’)

(2.4) f(z) = m

On a alors le résultat :

THEOREME 2.5 (Formule produit).

1) £(i2) = if(2) et 1)1 (2~ 3) =i
2) Soit v € Z[v/-1], (v,2) = 1, on a alors la formule produit
f2)=&f(z) [] flz+0)

a€Kerv

a#0
ol &, est la racine 4™ de D'unité telle que : & = wvmod p3 et ou
p2 = 2Z[/—1] et Ker v est le noyau de 'endomorphisme de E qui & z — vz.

Démonstration. — D’apres (2.3) et (2.4), il est clair que : f(iz) =
1
if(2). Soit maintenant, la fonction z — f(z) - f (z — 5) qui est elliptique
pour le réseau Z[v/—1]. D’autre part, son diviseur est donné par
1 1+4 1 1 -1 —1+44
4 (1-9) = 0+(5)-(5)-(3)+(F)+()-0-(757)
donc, d’apres la théorie des fonctions elliptiques, la fonctlon qui a

1
z— f(2)f (z - —) est une constante. En outre, pour z = on a

2 . :
1(50) 1G5 -3) =1 () =16 =)

Ceci est égal 3 zf(l4iz—) = 1. Dol f(z)f(z - %) =1.

Montrons le 2) du théoréme 2.5.

On compare les diviseurs des fonctions elliptiques se trouvant de
chaque coté de I’égalité 2) du théoréme 2.5, on remarque que z — f(vz)
et z— f(2) [I f(z+ @) ont le méme diviseur.

a€Kerv
a#0

Plus important, le 1) du théoréme 2.5 implique que

S5+ o)t (G -) = f(z+1 @)i(i- 5 +a)

TG Sl
=1
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1+
donc, on arrange le produit [] f ( +e + a) comme suit :
a€Kerv 4

@0 T1 (o) -1 (55) T a)s(on

acKerv . '
L))

et ou S, est un systéme de représentants modulo v tels que : {0, S,, —S,,
Sy, —1S,} forme un systéme complet de représentants de Z[v/—1]/vZ[-1].

Alors ‘ ' .
LA ) - T ()5
ael:lsv—if(izl-l—a)f(izli-i—a)
(e e
L (e
=1.
On obtient .
) = (v 25 T fete)
et . . "~ .
e R R e R
=6 ) =6 car -8 T ezlv)

ce qui termine la démonstration du théoréme 2.5.

COROLLAIRE 2.7. — Soit v € Z[v/—1}, (v,2) =1, on a alors

1  siv=1modp]
_ . . _J -1 siv=—1modp}

fvz) = &f(2) aEI;!” flzta) ot & = i siv=imodp3
a#0 —i  siv = —imodpj3.

DEFINITION 2.8. — Soient o, 8 € Z[/—1] tels que
(0,2) =(8,2) = (a,0) = 1.
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On définit le symbole quadratique (ﬂ) comme suit :

B/2
a f(ao
G.= 1 Jf(a>)’

o€SgUiSs

ou {0, Sg, —Ss,iS3, —iSg} forme un systéme complet de représentants de
Zlv-1]/8Z[/-1].

Cette définition est une formulation analytique du lemme de Gauss
généralisé ((6]).

On est maintenant en mesure d’énoncer notre deuxiéme résultat :

THEOREME 2.9 (Loi de réciprocité quadratique dans Q(v/—1)).
Soient a, B € Z[v-1], (,2) = (8,2) = (o, 8) = 2. Alors on a

(5), () - 2y
B/2 \a/2

ot N() est la norme de o dans Q(v/—1)/Q et &, et &g sont donnés par le

corollaire 2.7.

Démonstration. — D’apres la définition 2.8 et le théoréme 2.5, on a

ay floa)
(E)z_aegisﬁ f(o)

II & I[ fle+o)

a€SgUis, o’€Ker o
B B o' %0

i

et I I fle+o)fo—io)

0€83UiSp 0/ €SaUiSq
d’autre part,

Gn=6* I I fe+a)

TESLUiSy o’/cKer 8
o/ #£0

N(a)—1
=t I II fle+d)ie-d).
0€ESQUiS, 0/€S3UiSa
En échangeant o et o’ on obtient

D7 =% I I feo+a)se -0

«/2
oc€S5Ui8g 0’ €S,UiS,
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o ,3 -1 N(@B)—1 _ N(a)—-1 f(O'—O")

—_ _ =£a 2 g 2 o

(ﬂ)z(a)z 8 aegisﬁ a/egﬁsa flo!' — o)
el | O | O

UGSgU’iSB g’ €SaULSy

N(B)—1 N(o)-1
2 2

(8),(5), == "

3. Loi de réciprocité quadratique dans Q(+/—3).

L’anneau des entiers de Q(v/—3) est ’anneau Z[j], j = 1:-;/—3 On
considére la courbe elliptique E dont le modele de Weierstrass est donné
par
(3.1) E:Y?=4(X*-1).

Cette courbe elliptique a multiplication complexe par Z[j] et E en tant que
variété complexe, est isomorphe & C/Z[j] et cet isomorphisme est donné
par :

C/Z[j;] — E(C)
(3.2) 2 — (p(2),(2) sz 2]

z — 0 si z € Z[j].

Cette fois-ci la fonction p est la fonction de Weierstrass associée au réseau
Z[j]. Maintenant, on considére la fonction g elliptique pour le réseau Z{j]
définie par

1y, p(2) — p(5%/2)
(3.3) 90 =2/p(3)0 -1 FEEEE

Cette fonction a pour diviseur
-2 .
J 1 J
0+(5)-(3)-(5)
0)+ 2 2 2
Cela se déduit aisément du lemme suivant :
LEMME 3.4. — Les diviseurs de p et ' sont donnés par

@ = (351 + (E5h) 20
@ =(3)+ () +(%)-s0.
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En outre,
p(jz) = jp(z) et ©'(jz) = '(2).
Démonstration. — On sait que
1 1 1
o) =5+ 3 (=)
22 u%;j] ((z —w)?  w?
wF0
donc

@(J'z)=j—zlz—2+ > ((]Z—i;)‘z”al'i)

w€Zlj]
w#0

on change w en jw, on obtient

1 1 1 1

o= Y Ly
wH#0
car la multiplication par j laisse stable Z[j]. De cela, on déduit que les
zéros de p(z) sont Ker(j — 1) \ {0}. De plus, en dérivant les deux c6tés des
égalités p(52) = jp(z) et p(—2z) = p(2) on obtient
p'(j2) = ¢'(2) et p'(~2) = —'(2).

De ce fait, on déduit que si 29 est un zéro de p'(2) alors 2o, jzo0, j?z0 et
—20, —jz0, —j229 le sont. Or zy ne peut étre égal & 0 car 0 est un pole
triple pour p'(z). D’otl zg, jzo et j2zp sont distincts et comme la valence

de ' est égale & 3, on a forcément 29 = —2zg, ce qui donne
2

- (3)+ Q)+ (5)-20

On a alors le résultat suivant :
THEOREME 3.5 (Formule produit).

1) g(~iz) = ~jo(2) et g(z)g (= + 5) = 1.

2) On a la formule produit, pour v € Z[j], (v,2) =1 :
g(wz) =&ug(z) [ 9(z+a), avec & ==£1

a€Ker v
a#0

1
déterminé par &, =v [] g(a + —).
a€Kerv 2

Démonstration. — Comme la fonction g est paire et g’ est impaire,

1
on a g(—z) = —g(z). D’autre part, la fonction z g(z)g(z + —2-) est
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elliptique pour le réseau Z[j] dont le diviseur est nul, donc c’est une fonction
constante. Déterminons cette constante :

,{i“}; 9(2)g (Z+%)

= 4(_7'—1)50(%)2 lim

Dou 1).
Montrons maintenant le 2).

Les deux fonctions 2z — g(vz) et z — g(2) [ g(z + a) sont
a€Kerv
aF#0

elliptiques pour Z[j] et ont le méme diviseur, donc elles différent & une
constante multiplicative dépendant de v, §,. Le calcul de la constante se
fait comme suit :

d’une part

g(vz)g(v(z + %)) = g(vz)g(vz + g)

= g(vz)g('vz + %)

d’autre part,
(vz) (vz+1) =¢£29(2) (z+1) H (z+a) (z+a+—1—)
g g 2 - Ug g 2 aEKerug g 2
a#0

d’aprés 1), cela donne

d’ott
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Aussi (v2)
) g(vz v
& = lim
=0g(z) Il gz+a) I g(a)
a€Ker v a€Kerv
a#0 a#0

et d’aprés 1) du théoréme 3.5, on a

& =v aellwg(omh %)

a#0

Ceci termine la démonstration du théoréme 3.5.

DEFINITION 3.6. — Pour «, 8 € Z[j], (o,2) = (3,2) = (o, 8) = 1.
On définit le symbole quadratique (%)2 par

(%)2= H e(a,0) ot aoc =e(a,o)y(0)

0€Sp

avece(a,0) € {—1,1}, v(0o) € Sg et {S3, —Sa} est un systéme complet des
représentants de Z[j]/BZ[j) ~ {0}.

On peut donc énoncer notre troisieme résultat principal :

THEOREME 3.7 (Loi de réciprocité quadratique dans Q(j)). —
Soient a, 8 € Zj), (o, B) = (o,2) = (5,2) = 1. On a alors
(a) (ﬂ)—l _ &@15&"‘21—_1(_1) Ngo;)—l N(azg—1

2

8 ala * A
1
ot N(a) désigne la norme de o dans Q(j)/Q et &, =  [] g<7 + —2—),
1 'yé’yliega
deméme&s =8 TI g(7+5), avec ta, €5 € {~1,1}.
~v€Ker 8 2
Y¥#0
Démonstration. — La preuve de ce résultat est similaire & celle du
Loy . . ao

théoréme 1.10. En effet, on peut écrire e(a,0) = W. D’autre part,

g(ao) = g(e(a, 0)y(0)) = e(a, o)g('y(q)) car g est impaire; d’ott

_ao _ g(ao)
(09) =20 = 30(0))

glao) g(ao)
g(v(o)) 11 g(o)

o€ESp

Alors

(5),=1I

o€Sp
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on déduit du théoreme 3.5 que

(5),=6 7 II I sto+osto -
o€ESg0'ESa

de méme
N!a —

(§)2:§B = H H g(o' +0)g(o’ — o).

0'€S8q €S

Cela implique

o ﬂ -1 N(a)-1 N(B)-1 N(a)—1 N(B)—1
(,73;)2(5)2 =& * &’ (1) I

ou &, et £g sont donnés par le théoréme 3.5; d’ou le théoréme 3.7.
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