Bases normales d’entiers et corps de classes de Hilbert.

par Abdelmejid BAYAD

Résumé. Soit d € Z* — {1} sans facteur carré. On pose K = Q(V/d).
Pour d < 0 ( resp. d > 0 ) vérifiant I'une des conditions suivantes: (i) composé,
(ii) congru & 2 ou 3 mod 4, (iii) premier congru & 1 mod 4 et ou le groupe des
classes d’idéaux Clk de K n’est pas un 2-groupe ( resp. (i) composé , (ii) premier
congru a 3(mod 4) ) on montre qu’ il existe des extensions N/K abéliennes finies
modérément ramifiées et sans base normale d’entiers. Lorsque d < 0 est composé
ou premier congru & 2 ou 3 mod4 ( resp. d > 0 et admettant un diviseur strict
congru & 1 mod 4) on établit que Hg /K est sans base normale d’entiers et hx est
pair, ou Hg est le corps de classes de Hilbert de K.

Normal integral bases and Hilbert class fields

Abstract. Let K = Q(v/d) be a quadratic number field. In some cases, we
prove in this article that K admits a tame extension L/K without normal integral
basis. In others cases, we show that the class number hy of K is even. We recover

some known results.

1. Introduction et résultats.

Si F' est un corps de nombres, on note Op son anneau d’entiers. Soit E/F
une extension galoisienne finie de corps de nombres de groupe de Galois G; on dit
que O possede une base normale sur O §’il existe un « € O tel que {a” },eq
constitue une base de Og en tant que Opr-module.

Le résultat classique de Hilbert-Speiser classique nous assure que toute ez-
tension L/Q abélienne finie et modérément ramifiée, admet une base normale.
En d’autres termes, O est un Z[ Gal(L/Q)]-module libre de rang 1. Nous nous
intéréssons a la situation relative abélienne. De facon plus précise, nous essayons

d’apporter une réponse positive a la question suivante:

QUESTION(U. — Soit K/Q une extension abélienne finie de degré > 2.
A-t-on une extension L/K abélienne finie et modérément ramifiée telle que: L/ K
est dépourvue de base normale d’entiers?.
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Cette question est motivée par les premieres réponses partielles mais posi-
tives données dans les articles [1],[2],[3],[4],[5],[6],[7],[8] et [9].

Les résultats essentiels de ce travail sont les suivants

THEOREME A. — Soit K = Q(v/d) ot d est entier négatif non nul sans
facteur carré. On suppose que d vérifie I'une des trois conditions suivantes: (i)
composé , (ii) congru a 2 ou 3 mod 4, (iii) premier congru & 1 mod 4 avec Cly n’est
pas un 2-groupe. Alors il existe une extension L/K abélienne finie modérément
ramifiée ne possédant pas de base normale d’entiers.

THEOREME B. — Soit K = Q(v/d) ot d est entier naturel non nul différent
de 1 et sans facteur carré. On suppose que d = dg.d; avec dg > 1 et dy > 1 ( resp.
d premier congru 4 3 (mod 4) ), alors I'extension

K(/d)/K ou K(v/—d;)/ K (resp. K(\/—d)/K>
est modérément ramifiée et dépourvue de base normale d’entiers.

THEOREME C. — Soit K = Q(v/d) un corps quadratique ot d est un
entier relatif non nul sans facteur carré. On suppose que d vérifie 'une des deux
conditions suivantes: (i) d < 0 composé ou premier congru & 2 ou 3 mod 4, (ii)
d > 0 et admettant un diviseur propre congru & 1 (mod 4). Alors Hy /K est sans
base normale d’entiers et hx est pair.

2. Démonstration des résultats .

Démontrons les théorémes A et B :

1). — Sid est composé, d = dy.dy avec |dg| > 1 et |dy]| > 1. Posons K =
Q(Vd) et N = K(y/]d;]) si |d;] =1 (mod 4), i =0 ou 1 (resp. N = K(\/—|d;])
si|d;| =3 (mod 4), i =0 ou 1). Il est clair que N/K est quadratique non ramifiée
partout ( resp. N/K est quadratique non ramifiée partout si d < 0 et non ramifiée
seulement en tout premier fini si d > 0 ). Supposons que N/K admet une base
normale d’entiers {wi,w_}, il existe (z,y) € O x Ok et D € Ok:

z+yVD
2

On a dy(a/x (Wi, w-) = (ry)®.D. Comme {wy,w_} est une base normale

OK(\/E) = OKWJr +OKW7, ou w4 =

d’entiers de N/K alors dy /oy /i (W, w—) = dy( /77, x = le discriminant relatif
de N/K. Or N/Q est biquadratique, alors on aurait D ou —D élément de (O} )?.
Ceci impliquerait que K(vd;) = K(v/—1) ou K. Ce qui est absurde. Donc,
K (Vd;)/K n’admet pas de base normale d’entiers.
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2). — d =3 (mod 4). Posons K = Q(vd) et N = K(v/—d). Donc N/K
est une extension quadratique non ramifée en tout premier fini et comme

(do(y=ay:do(v=1) = L,

alors Oy (/=) = Z[i, @] supposons que N/K admet une base normale, alors
il existe (z,y) € O x Ok et D € Ok tels que :

x +yvVD

OK(\/jd) =Ogws +Ogw_, ot wy = 3

Donc, on a dK(\/jd)/K(er,w_) = (zy)%.D. Comme précédemment, on doit avoir
z,y unités de K et D ou —D élément de (O%)?. Donc, il existe € € O telle que
{LEet; 12€1% est une base normale de K (v/—d)/K. Ceci est faux, car £ n’est pas
un entier algébrique. Ceci acheve la démonstration du théoreme B et une partie
du théoreme A, pour finir reste le cas suivant

3). — d = —p, p premier et d = 1 ( mod 4) avec Clg n’est pas un 2-
groupe, ou encore d = —2 ou d = —4. Posons K = Q(v/d) et montrons que

LEMME. — Si d # —4, alors toute extension quadratique K(y/m)/K non
ramifiée en 2 admet une base normale d’entiers, pour m € Z* sans facteur carré.

Démonstration. — Si K(y/m)/K est non ramifiée en 2 alors m = 1 ( mod
4) car d =1 mod 4 . On peut imposer a m de vérifier: (d,m) = 1. Car si d divise
m on remplace y/m par /%, on obtient % = 1 (mod 4) et (%,d) = 1. Le fait,
qu’on peut choisir m tels que: (d,m) =1 et m = 1( mod 4) , implique que
1++ym
Oxc(yim = Ok Og(ym) = Ox [ 5|
D’ou {%, #} est une base normale pour K(v/m)/K. Donc, dans ce cas
3, pour trouver une extension N/K modérée sans base normale on est amener &
considérer d’autres types d’extensions L/K. C’est ce que nous allons essayer de
développer dans ce qui suit.

i) hx = 1. — Ce sous cas est traité en détail dans le travail [8]. D’apres
ce travail, on sait pour d = —2, —11, —43, —19, —67, —163, qu’il existe une infinité
d’idéaux premiers p tels que: le coprs de classes de rayon K(p)/K est sans base
normale d’entiers. D’apres ce méme ce travail, on sait pour d = —3, —4, —7 on peut
construire des extensions de la forme K (pq)/K est sans base normale d’entiers, ol
p et g sont des premiers dans K.



ii) hxg > 1 et Clig n’est pas un 2-groupe. — On prend L = Hg le
corps de classes de Hilbert de K. On sait qu’il existe a € C telle que: L = Q(«).
L’extension L/Q(a + @) est quadratique imaginaire et bien siir Q(a + @)/Q est
réelle. Donc, L/K est non ramifée abélienne et extensions de corps CM. On se
rameéne aux hypothéses du résultat de J.Brinkhuis [1]. On I'applique et on obtient
que K (1)/K est sans base normale d’entiers. Ce qui acheve la démonstration du
théoréme A.

REMARQUE. — Pour d = p premier et congru a 1 ( mod 4) ou d = 2, on
pose K = Q(v/d). Alors, toute extension quadratique K (y/m)/K non ramifiée en

2 admet une base normale d’entiers, o m € Z* sans facteur carré.

Démonstration. — Soit K = Q(\/E) un corps quadratique réel o d = 1
(mod 4), ou K = Q(+/2). Si K(v/m)/K est non ramifée en 2 alors m = 1 ( mod
4). De plus, on peut imposer & m de vérifier: (d,m) = 1. En effet, si d divise m on
remplace /m par /%, on obtient 2 =1 ( mod 4) et (%,d) = 1. Le fait, qu'on
peut choisir (d,m) =1 avec m =1 ( mod 4), implique que

14++/m
Ox(ym) = OxOq(ym) = Ok [72 }

sy 8 fldy/m ., 1—y/m
Dot {57 —3
d’expliciter, si elle existe, une extension N/K modérée sans base normale d’entiers.

} est une base normale pour K (y/m)/K. 1l serait intéréssant

Montrons le théoréme C: Pour d < 0 non premier, on pose d = do.dy ,
K = Q(V/d) avec |do| et |dy| > 1, et N = K(v/d;) sid; = 1 ( mod 4), pour un i = 0
oul (resp. N = K(y/—d;)sid; =3 (mod4), pour un i = 0 ou 1) et lorsque d < 0
est premier congru & 3 mod 4 on pose N = K(v/—1) ( resp. si d = —2 on pose
N = K(v/2), K = Q(v/=2) ). D’apres 1).-, on a N/K est une quadratique réelle
non ramifiée en tout premier fini. De méme, si d > 0 non premier et admettant un
diviseur propre d; > 0 congru & 1 ( mod 4) alors 'extension N = K (v/d;)/K pour
K = Q(\/Zi) est une quadratique réelle non ramifiée en tout premier fini. Donc,
finalement dans les deux cas on a une extension N/K abélienne non ramifiée
partout. Comme Hp est la plus grande extension abélienne non ramifiée partout
de K, alors N C Hg. Dans la démonstration des théoréemes A et B on montre
que ces mémes extensions N/K sont sans base normale d’entiers. Donc, Hx /K
est sans base normale d’entiers et de degré pair.
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