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Acerca de el marco super lineal



Problemas super lineales Caracteristicas super lineales
V4
Presentacién
Nos planteamos problemas parabdlicos cuyo modelo mas sencillo es
ur —div (A(t, x)Vu|VulP72) = |[Vul9 + f en Qr,

u=20 sobre S,
u(0,x) = up(x) en O,

con QO € RN acotado, @7 = (0, T) xQ, ST = (0, T) x 90, 0< T < .

Estamos interesados en resultados de existencia, de regularidad (decaimiento en
tiempo corto y largo) y de unicidad de soluciones.
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Nos planteamos problemas parabdlicos cuyo modelo mas sencillo es

ur —div (A(t, x)Vu|VulP72) = |Vul + f en Qr,
u=20 sobre S,
u(0,x) = up(x) en O,

con QO € RN acotado, @7 = (0, T) xQ, ST = (0, T) x 90, 0< T < .

Estamos interesados en resultados de existencia, de regularidad (decaimiento en
tiempo corto y largo) y de unicidad de soluciones.

Puntos Claves 1 < p < Ny perdimos homogeneidad.

La matriz A(t, X) estd acotada, es coerciva y con
coeficientes medibles, asi que no tenemos ni teoria de los
semigrupos, ni regularidad de el kernel, jtampoco D?u!

Datos no acotados llevan hasta soluciones no acotadas.

El crecimiento g en el término gradiente es super lineal.
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Problemas estrictamente coercivos

m La teoria L? (i.e. up € L?(Q)) funciona y la L7, o > 1, también (i.e.
up € L7(Q))).
m Hay efecto regularizante y decaimiento en tiempo largo.

Caracteristicas de problemas super lineales

m Necesitamos una condicién de compatibilidad entre g y g con el fin de que el
problema admita una solucién (de cualquier tipo): basicamente, necesitamos
desarrollar una teoria L? adecuada con o = o (q).
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Problemas super lineales Caracteristicas super lineales
Problemas coercivos VS Super lineales
Problemas estrictamente coercivos

m La teoria L? (i.e. up € L?(Q)) funciona y la L7, o > 1, también (i.e.
up € L7(Q))).
m Hay efecto regularizante y decaimiento en tiempo largo.

m Necesitamos una condicién de compatibilidad entre g y g con el fin de que el
problema admita una solucién (de cualquier tipo): basicamente, necesitamos
desarrollar una teoria L? adecuada con

m Pensando en el

ur —Au=ul? con

N H. Brezis & T. Cazenave, (1996).
sabemos que no tiene soluciones globales y hay fendmenos de . Ademas,
ihay contraejemplos de no existencia cuando g > 1y ug € LY(Q) si v < (q)!
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Marco Acotado VS No Acotado

m Si ug € L°(Q)), entonces el decaimiento es facil (principio del maximo). j Que
pasa si up ¢ L°(Q))?

m La unicidad puede fallar hablando de soluciones no acotadas, de hecho

3 u > 0 solucién de uy — Au = |[Vu 2 u(0,x) = 0.

La clase correcta de funciones es la siguiente
(e —1) € L2(0, T; H3 (Q)).

\ B. Abdellaoui, A. Dall’Aglio & I. Peral, (2008).

Como tenemos g < p, la clase natural del nuestro problema tendra la forma

{soluciones u: |ufelr(0,T; WOIP(Q))} con (= p(q).
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Pensamos en .
ur—Au=1|Vu|? in Q7.

Si yy € L2(Q), icuales g super lineales podemos considerar?

Si tomamos u como funcién test, llegamos a

/|u(t)|2dx—|—// |Vu|2dxdt§// |Vu|q\u|dxdt—|—/ |uo|? dx
0 Qr Qr 0
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Pensamos en .
ur—Au=1|Vu|? in Q7.
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/ |u(t)|2dx—|—f/-/ \Vu|2dxdt§c// |u|z=a dxdt+/ |uo|? dx
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Pensamos en .
ur—Au=1|Vu|? in Q7.

Si tomamos u como funcién test, llegamos a

2
/ |u(t)|2dx—|—1/-/ \Vu|2dxdt§c// |u|z=a dxdt+/ |uo|? dx
0 2)Jar Qr 0

gracias a la desigualdad de Young. Entonces, para aplicar Gagliardo-Nirenberg
(G-N), necesitamos que

2 <2 N+ 2
2—q N

Si g < 2 es super lineal, ;jcual uy podemos considerar?

Elegimos u®~! como funcién test y luego fijamos un o = o(q) adecuado que

cierre la estimacion por g super lineales.
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Problemas super lineales Caracteristicas super lineales
Desde el punto de vista de g

La condicién de compatibilidad

La relacién entre la velocidad de crecimiento super lineal g y el dado inicial
up € L7 (Q)) que nos asegura la existencia de soluciones u es

up € L7°(QY) con o= Ngq_—ql)

Citamos
Ny, Ben-Artzi, P. Souplet & F. Weissler, (2001).

que estudiaron el problema de Cauchy super lineal con operador de Laplace.
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Problemas super lineales Caracteristicas super lineales
Desde el punto de vista de g

La condicién de compatibilidad

La relacion entre la velocidad de crecimiento super lineal g y el dado inicial
up € L7 (Q)) que nos asegura la existencia de soluciones u es

N(g—1
up € L7°(QY) con o= L
2—q
Citamos
Ny, Ben-Artzi, P. Souplet & F. Weissler, (2001).

que estudiaron el problema de Cauchy super lineal con operador de Laplace.

Un resultado de no existencia

i Que pasa si eligimos ug € LH(Q) conl < pu<o?
Razonando por contradiccién, se puede probar que tal solucién no existe porque
no encaja en la clase de regularidad necesaria.
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El nivel super lineal

i Que significa la palabra "super lineal” en el nuestro contexto?



El umbral super lineal Hipétesis y plan de los intervalos
Acerca de hipétesis y umbrales

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata)



El umbral super lineal Hipétesis y plan de los intervalos
Acerca de hipétesis y umbrales
Consideramos “Apu=Ff enQr
u=20 sobre ST,
u(0,x) =0  en (),

con f € L?(QT). Eligemos (1 + u)°~! —1, o > 1, como funcién test y
intentamos probar una estimacién del tipo

IVulPliigr) < cllfllfaqp):
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El umbral super lineal Hipétesis y plan de los intervalos
Acerca de hipétesis y umbrales
Consideramos “Apu=Ff enQr
u=20 sobre ST,
u(0,x) =0  en (),

con f € L?(QT). Eligemos (1 + u)°~! —1, o > 1, como funcién test y
intentamos probar una estimacién del tipo

f:\Vu\q

IVl < cllVul?lEgn:
Entonces cerramos la estimacion si y solo si
aq < b. (D)
Ademas, estamos en el marco super lineal si y solo si

wq

> (U)
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El umbral super lineal Hipétesis y plan de los intervalos
Buscando a el umbral super lineal
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Buscando a el umbral super lineal

2
m Si G-Ny f e L?(Qr) entonces N < p < N = echando cuentas...
g
b N+2
IVul™laor) < C||\VU|"HL3 T b= bi(o,a).
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m Si G-Ny f e L?(Qr) entonces N < p < N = echando cuentas...
g
b N+2
+
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2
m Si G-Ny f e L?(Qr) entonces N < p < N = echando cuentas...
g
N+42

bi DN
V6?0 qp) < cllVall 2750, by = by(o,a).

La condici6n de cierre (D) implica o > W

p(N+1)—N
N +2 '

La condicién (U) nos da el umbral de super linealidad g >
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Buscando a el umbral super lineal

2
m Si G-Ny f e L?(Qr) entonces N < p < N = echando cuentas...
g
b e
)
IVul™laor) < C|HVU|"HL3 o) o+ bi=bioa)
La condicién de cierre (D) implica o > W

p(N+1)—N

La condicién (U) nos da el umbral de super linealidad g > N2

m NoG-NyfelLlo(Qr) permiten 1 < p <

2N
N+ y también 1 < p < N...
g
p
Vel ) < VUl gy b= 2o
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Marco

El umbral super lineal Hipétesis y plan de los intervalos

Buscando a el umbral super lineal

2
m Si G-Ny f e L?(Qr) entonces N < p < N = echando cuentas...
g
by a P(Nlﬁ){’\/
V6l 3oy < Vel T, by = bi(o, ).

La condicién de cierre (D) implica o > W
La condicién (U) nos da el umbral de super linealidad g > p(l\IA—;—#

m NoG-NyfelLlo(Qr) permiten 1 < p <

2N
N y también 1 < p < N...
g
b q _P
VUl or) < clllVul®llfe(gp),  b2= 50

La condicién de cierre (D) implica g < P que significa que estamos o bien en el

NN

caso sub lineal g < g o en el lineal g =
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Hipétesis y plan de los intervalos

Marco El umbral super lineal

Hipotesis sobre dados y umbral super lineal

N(g—(p—1
Suponiendo o = (qp(Pq)) (i.e. dado inicial éptimo ug € L7(Q))), sigue que
> 2N = >
P> N +o 9

NS

Concluyendo, el umbral super lineal es
= max{ P 7P(N+1)7N
U= 2 N+2

11 /41
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Hipétesis y plan de los intervalos

Marco El umbral super lineal

Hipotesis sobre dados y umbral super lineal

Nig—(p—1
Suponiendo o = (qp(Pq)) (i.e. dado inicial éptimo ug € L7(Q2)), sigue que
2N

N+ o

q>

NI

p >

Concluyendo, el umbral super lineal es

= max P 7P(N+1)7N
- 2’ N+2 :

i Que pasa con las hipétesis sobre f cuando hay crecimiento super lineal?

fel(0T;L™Q))

Valencia, 12/09/2017 11 /41
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Marco El umbral super lineal

Hipotesis sobre dados y umbral super lineal

Nig—(p—1
Suponiendo o = (qp(Pq)) (i.e. dado inicial éptimo ug € L7(Q2)), sigue que
2N

N+ o

q>

NI

p >

Concluyendo, el umbral super lineal es

= max P 7P(N+1)7N
- 2’ N+2 :

i Que pasa con las hipétesis sobre f cuando hay crecimiento super lineal?
fel" (0, T;L™(Q))

N N(p—2
con (r,m) tg. %—FMgN(p—l)—i—pa.

Valencia, 12/09/2017 11 /41

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata)



M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata)



Elcaso2 < p< N

p q

p(N+1)—N
NT2

e
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En dibujos

Elcaso2 < p< N

L 2 » o—
p(N+1)—N __N p q
TNz P~ w1

e
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Elcaso2 < p< N

NI N N N p q
N4 N P— Wit P~ Wiz

e

o>2

Soluciones con dados iniciales L7 ()

Soluciones con energia acotada: por lo menos ug € L?(QY),
felP(0,T; W-Lr'(Q)).

. ug, f puede que no estén en Lz(Q),
L (0, T; W-LP' (QQ)).
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Elcaso2 < p< N

O O——
N+1)—N N N p q
0 PN p— P— Ntz

o<1 o>2

Soluciones con dados iniciales L7 ()

Soluciones con energia acotada: por lo menos ug € L?(QY),
felP(0,T; W-Lr'(Q)).

. ug, f puede que no estén en Lz(Q),
L' (0, T; W—LP' ().
Soluciones con dados iniciales L' ()

Soluciones con energia no acotada: ug, f puede que no estén en L2(Q)),
LP(0, T; W~LP'(Q))) y dados medidas estan admitidos.
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Elcaso,\?—fl<p<2

0 — O & O
0 p(N+1)-N P _ N N p q
% 2 P— wnt1 P— w2
2N 2N
El caso Az <P NiT
o r— 00— O0—O [ O-
0 N+1)—N _ N p N p q
% P = W+1 2 P— Ny2
2N 2N
El caso Nio <P< w2
0 p(N+1)—N N NP p q
% P=~Ny1 P~ wW+2 2
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El problema y las hipdtesis de estructura

ur —div a(t, x,u, Vu) = H(t,x,Vu) en Qr,
u=20 sobre ST, (P)
u(0, x) = up(x) en Q).

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata) Valencia,



El problema y las hipdtesis de estructura
ur —div a(t, x,u, Vu) = H(t,x,Vu) en Qr,
u=20 sobre ST, (P)
u(0, x) = up(x) en Q).

ma(t,x,u,8): (0, T) x QxR xRN — R es una funcién de Carathéodory t.q.

Ja>0: alP <alt,x u)-E (A1)
AA>0: a(t,x, u, )] < AJulP~L 4 [€]P71 + h(t, x)]
, (A2)
con hell(Qr)
(a(t,x,u,&) —a(t,x,un))-(§—n) >0 V&£ (A3)

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata) Valencia, 12/09/2017 14 / 41



El umbral super lineal Hipétesis y plan de los intervalos
El problema y las hipdtesis de estructura
ur —div a(t, x,u, Vu) = H(t,x,Vu) en Qr,

u=20 sobre ST, (P)
u(0, x) = up(x) en Q).

ma(t,x,u,8): (0, T) x QxR xRN — R es una funcién de Carathéodory t.q.
Ja>0: alP <alt,x u)-E (A1)
AA>0: a(t,x, u, )] < AJulP~L 4 [€]P71 + h(t, x)]
con helP(Qr)

(a(t,x,u,§) —a(t. x,um)) - (§—n) >0 VEFn; (A3)
m H(t,x,u,8): (0, T)x QO xRY - R es una funcién de Carathéodory t.q.

Jy>0: |H(t x, &) <7|€|7+ f(t,x) con

H)
p pP(IN+1)-N (
max{2,N+2 <qg<p.
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El umbral super lineal Hipétesis y plan de los intervalos
Hipotesis sobre los dados

m Si max{g,p— N—|—1} < g < p fijamos
w e L°(Q) with o— Ma=(P=1) (IDo)
pP—q
y
fel'(0,T;L™(Q))
_ (Fr.m)
con (m,r) tq. No + Nip=2)+po < N(p—1)+ po.

m r
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Resultados de Existencia

Soluciones de energia acotada y renormalizadas



Herramientas y estrategias
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Resultados principales I argumento o en 6 Crecimi
Herramientas y estrategias

Las funciones truncada & de conjunto de nivel

Tk(v) = max{—k, min{k, v}}
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Herramientas y estrategias

Las funciones truncada & de conjunto de nivel

Gi(v),
Ti(v) = max{—k, min{k, v}} L

kt--n
Gk (v) = (lv] = k)+sign(v) —k k/

v = Ti(v) + Ge(v) / K
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Resultados principales El argumento o en 6 Crecimientos sublienales
Herramientas y estrategias

Las funciones truncada & de conjunto de nivel

Gi(v),
Ti(v) = max{—k, min{k, v}} L

kt--n
Gk (v) = (lv] = k)+sign(v) —k k/

v = Ti(v) + Ge(v) / K

Enfoque no lineal standard

Vamos a emplear métodos de aproximacién (i.e. u,), entonces necesitamos

m una cota (en alguna norma) sobre up;
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Resultados principales El argumento o en 6 Crecimientos sublienales
Herramientas y estrategias

Las funciones truncada & de conjunto de nivel

Gi(v),
Ti(v) = max{—k, min{k, v}} B

kt--n
Gk (v) = (lv] = k)+sign(v) —k k/

v = Ti(v) + Ge(v) / K

Enfoque no lineal standard

Vamos a emplear métodos de aproximacién (i.e. u,), entonces necesitamos
m una cota (en alguna norma) sobre up;
m las convergencias c.p.p. de up = uy Vu, = Vu;

m la convergencia fuerte en L1(Q7) del r.hs..

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata) Valencia, 12/09/2017 17 / 41
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Resultados principales El argumento o en 6 Crecimientos sublienales
El resultado de existencia

Teorema

Supongamos las condiciones de Leray-Lions (A1)-(A2) y la de crecimiento en (H).
» Supongamos que los dados f y ug satistacen (Fym), (ID,) si

p N -
max\ P T NE1[ ISP

» Entonces hay por lo menos una solucién renormalizada u de (P) t.q.
g—2
C([0. TI;L7(Q)) y (L+ul) 7 u € LP(0, T; WeP(Q)).
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{p p(N+1)—N
2’ N+ 2

N

}<"<P‘N+1-
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Existencia Resultados principales El argumento o en 6 Crecimientos sublienales

El resultado de existencia

Supongamos las condiciones de Leray-Lions (A1)-(A2) y la de crecimiento en (H).
» Supongamos que los dados f y ug satistacen (Fym), (ID,) si
P N
max{z,p— N—I—l} q<p.
» Supongamos que los dados f y ug satisfacen (F1), (ID1) si
p p(N+1)—N
{2’ N+ 2

N

N+1

» Entonces hay por lo menos una solucién renormalizada u de (P) t.q.
C([0. TIL7()) y (1 +]u) 7 u € LP(0, T; WgP(Q)).

» Entonces hay por lo menos una solucién renormalizada u de (P) t.q.
C([o, TJ; LY(Q)).

}<q<p—
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Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales
La cota a priori

Definimos w = e~ *tu, de manera que ganamos un término mas en la ecuacién
we + Aw —div a(t, x, w, Vw) = H(t, x, Vw)

que nos va a permitir evitar condiciones de pequefiez sobre los dados.
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we + Aw —div a(t, x, w, Vw) = H(t, x, Vw)

que nos va a permitir evitar condiciones de pequefiez sobre los dados.

Tomamos |Gy (w)|?~2Gy(w) como funcién test, obteniendo

—2
/|Gk |de+c1// IV[Ge(w)] "% |P dx ds

—i—)\// |G (W) "2 Gy (w)w dx ds < cz// |V G (w)]9]G(w)|~L dx ds
Qt Qt
+c3 //Q FIxqiF1<ky | G (w) |7 dx ds
+C3//Q |f|X{|f‘>k}|Gk(W)|J_1 dXdS+/Q|Gk(uo)|JdX.
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Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales
Tratando con el r.h:s.

El término gradiente super lineal:

pP—q

& // IV Gi(w) 9] Gy (w)|° dx ds
Qt

—2 z (g—(p—1))
& |deds)p (/ (G (w)| [P+ ESE dxds) ’
Q

[ (e
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Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales
Tratando con el r.h:s.

El término gradiente super lineal:

& / / IV Gi(w) 9] Gy ()| dx ds
Q:t
p—q

H.+S. t -2 Mazlp=1)) N
< Cs/ (/ [V[Gk(w)]» |Pdx ds) (/ |G (w)] dx ds) .
0 Q (@]
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Resultados principales El oend Crecimi
Tratando con el r.h.s.

El término gradiente super lineal:
> [ 196w Gulw)1” de

H.+S. —(p—1
< cseall 6w 1= b oy ([ 1916

p—2
P |Pdx ds) :
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Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales
Tratando con el r.h:s.

El término gradiente super lineal:

2// IV Gie(w)]9] Ge(w) 7Y e it

H.+S. _ 1 p—2
< csaall G IE= G o ([ 916w 57 p ).
El término que involucra |f|x{|f|>ky}:
a3 //Q FIX (17> ky | Gk (w) |7 dx ds
t
G-N+Y. p—2
S 6wl g () W16 p o)

+as|IF g5 k3 12 0, 7:0m(c2))-
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Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales
Conclusion

y 2 a—(p=1) cl .
Fijamos &g t.q. 2max{C45(j’ ,€5C205 7 } =5 y ko que satisface
16k (u0) 1 7o (ca) + s lIIf x> Izr (0, 7om(cry)y <00 Yk = ko

y también

T :=sup{r € [0, T]: |Gx(w(t))l|]o() S do VE< T} >0 Vk = ko
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Conclusion

a a—(p—1)
Fijamos &g t.q. 2max{C456’ ,€5C205 7 } = % y ko que satisface

16k (1) 172y + s llIfx ek 1o, 7im(cyy < %0 Yk = ko
y también

T :=sup{r € [0, T]: |Gx(w(t))l|]o() S do VE< T} >0 Vk = ko

/\Gk |"d+1// IV[G
Q:t

S C5|||f‘X{‘f|>k}|HL’(O,T;L’"(Q)) +/Q |Gk(UO)|U dx Vit S T*

Entonces

p—2
P |Pdxds

Un argumento de contradiccién nos permite extender la desigualdad arriba en
todo el intervalo de tiempo [0, T] vy, por fin, la cota a priori de toda la funcién u
se recupera a través de estimaciones mas sencillas sobre la Ty (u).
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Resumiendo...
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Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales
Resumiendo...

El hecho de que haya un término super lineal en el the r.h.s. implica que

m tenemos que eligir up en un espacio de Lebesgue adecuado vy € L7(Q2),
0 = o(q) de manera que u exista;
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0 = o(q) de manera que u exista;

m necesitamos funciones test de tipo potencia que se concentren en el conjunto
donde u es grande, por ejemplo| Gy (u)|7 2 G (u);
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Resumiendo...
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0 = o(q) de manera que u exista;

m necesitamos funciones test de tipo potencia que se concentren en el conjunto
donde u es grande, por ejemplo| Gy (u)|7 2 G (u);

m |la constante en la cota a priori depende de los dados a través de una relacion de
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equi-integrabilidad, es decir M = M( Gy (up),
parametros del problema;
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Resumiendo...

El hecho de que haya un término super lineal en el the r.h.s. implica que

m tenemos que eligir up en un espacio de Lebesgue adecuado vy € L7(Q2),
0 = o(q) de manera que u exista;

m necesitamos funciones test de tipo potencia que se concentren en el conjunto
donde u es grande, por ejemplo| Gy (u)|7 2 G (u);

m |la constante en la cota a priori depende de los dados a través de una relacion de
equi-integrabilidad, es decir M = M(Gy(uo), |f[x{f/>«}) ademas que de los
parametros del problema;
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Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales
Resumiendo...

El hecho de que haya un término super lineal en el the r.h.s. implica que

m tenemos que eligir up en un espacio de Lebesgue adecuado vy € L7(Q2),
o = o(q) de manera que u exista;

m necesitamos funciones test de tipo potencia que se concentren en el conjunto
donde u es grande, por ejemplo| Gy (u)|7 2 G (u);

m |la constante en la cota a priori depende de los dados a través de una relacion de
equi-integrabilidad, es decir M = M(Gy(uo), |f[x{f/>«}) ademas que de los
parametros del problema;

m la clase de regularidad es
og—=2
{u resolviendo (P): (14 |u|])» we LP(0, T; W&'p(Q))}. (CR)

Caracteristicas parecidas han sidos observadas previamente en
Ny, Grenon, F. Murat & A. Porretta, (2014).

en el caso estacionario.
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Existencia Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales

El caso g = p—NLJr1
N N(g—(p—1))
a=p N—|—1:> 7 p—q

Sin embargo, igual que en el caso estacionario [GreMuPo], necesitamos mas que
dados L.
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El caso g = p—NLJrl
N N(g—(p—1))
a=p N—|—1:> 7 p—q

Sin embargo, igual que en el caso estacionario [GreMuPo], necesitamos mas que
dados L.

Dos enfoques 5 Consideramos ug € L1T%(Q)), f € LT (Q7). De esa manera,
podemos razonar como en el caso q > {g p— NLH}

La unica diferencia es que, ahora, la constante M en la cota a
rriori ya no depende de Gy (uo), |f|x{jf|>k} Sino de ol ().
fller o, 7:Lm())-
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Existencia Resultados principales El argumento o en § Crecimientos sublienales

El caso g = p—NLJrl
N N(g—(p—1))
a=p N—|—1:> 7 p—q

Sin embargo, igual que en el caso estacionario [GreMuPo], necesitamos mas que
dados L.

Dos enfoques 5 Consideramos ug € L1T%(Q)), f € LT (Q7). De esa manera,
podemos razonar como en el caso g > 1 5, p — NLH}

La unica diferencia es que, ahora, la constante M en la cota a
rriori ya no depende de Gy (uo), |f|x{jf|>k} Sino de ol ().
fller o, 7:Lm())-

Podemos considerar dados en espacios de Orlicz in
L(log L)8, B > 1.

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata) Valencia,



Resultados principales El argumento o en & Crecimientos sublienal
El caso sub lineal con 1 < p < 2
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El caso sub lineal con 1 < p < 2

Estamos aquf

N N
P~ w+1 P— Wtz

[Sle ]
<e

0 p(N+1)-N
N+2

. p . iy
El umbral g cambia en g = > y ahora no necesitamos emplear una funcién test

como la de tipo Gk(+) y eso por lo del el comportamiento sub lineal de el r.h.s..
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Existencia Resultados principales El argumento o en 6 Crecimientos sublienales

El caso sub lineal con 1 < p < 2

Estamos aqui

N N
P~ w+1 P— Wtz

<e

0  p(N+1)-N
N+2

[Sle ]

. p . iy
El umbral g cambia en g = > y ahora no necesitamos emplear una funcién test

como la de tipo Gk(+) y eso por lo del el comportamiento sub lineal de el r.h.s..
En particular, hemos mejorado el umbral g considerado en

N R. Di Nardo, F. Feo & 0. Guibé, (2011).
N M. oM. Porzio, (1999).
donde los autores tuvieron en cuenta problemas sub lineales con

2
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Efectos regularizante,
Decaimiento en tiempo corto y largo cuando f = 0

Trabajo junto con A. Porretta



i Que podemos esperar?

Objectivo: Probar efectos regularizante y decaimiento en tiempo largo para (P)
cuando f =0, i.e.

Jy>0: |H(t x &) <v|€]9, q super lineal.
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i Que podemos esperar?

Objectivo: Probar efectos regularizante y decaimiento en tiempo largo para (P)
cuando f =0, i.e.

Jy>0: |H(t x &) <v|€]9, q super lineal.
iNO ES TAN OBVIO!
De hecho
N M. M. Porzio, (2011).
ur —div a(t,x,u, Vu) =0 in Qr with uy € L°(Q), o >1
y
N, Porretta, (2001).
up —div a(t,x,u,Vu) = |u|?in Qr with g>1, u € L°(Q), o >(q)

satisfacen

+ +c¢ lvoll o
lu(t)ll o) < e=luollioq) (0 >2) and [lu(t)]| =) < e‘CtT()-
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
Hay decaimiento...jo explosién?
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
Hay decaimiento...jo explosién?

Una condicién de pequeiiez
Hay un valor 6o = do(N, q) t.q. para cada k > 0y & < dg que satisfacen
Gk (uo)ll Loy <6 Vk>0

entonces
G (u(t)) o) <0 Vte[0,T], k>0.
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
Hay decaimiento...jo explosién?

Una condicién de pequeiiez
Hay un valor 6o = do(N, q) t.q. para cada k > 0y & < dg que satisfacen
||Gk(u0)||La(Q) <d Vk>0

entonces

G (u(t)) o) <0 Vte[0,T], k>0.

La contraccién en L*°(Q))

Siup € L*(Q) y k = |uol| o0 (n). entonces

[u(t)][Loe () < uolloo() c-p-p- t € (0, T).
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N g LO'
Regularidad L7 —

Jugando con la pequefiez de ||Gxu(t)| - () <  para k bastante grande y para
cada 0 <t < T, logramos probar que la norma L(Q)) de la cola
m converge a zero con velocidad polinomial si 2 < p < N

1

_(p— T p—2
Gl < (IGutwo) I fa? +et) 7 vezo,
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m converge a zero con velocidad polinomial si 2 < p < N

1

_(p— T p—2
Gl < (IGutwo) I fa? +et) 7 vezo,

m converge a zero con velocidad exponencial si p =2

Gk (u(t) o) < € “lIGk(uo)llo () Yt =0;
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1 g LO'
Regularidad L7 —

Jugando con la pequefiez de ||Gxu(t)| - () <  para k bastante grande y para
cada 0 <t < T, logramos probar que la norma L (Q)) de la cola

m converge a zero con velocidad polinomial si 2 < p < N

1

Gl < (IGutwo) I fa? +et) 7 vezo,
m converge a zero con velocidad exponencial si p =2
Gk (u(t) o) < € “lIGk(uo)llo () Yt =0;
m se extingue en tiempo finidosi 1 < p < 2

Ge(u(t)) =0 Vt>T,;

y también que...
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
L% — L*°: el efecto regularizante

...la cola converge a zero en norma L*°(Q))
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
L% — L*°: el efecto regularizante

...la cola converge a zero en norma L*°(Q))

m con velocidad polinomial si 2 < p < N:

po

v ____ N
G (u(t)) o= () gc||ck(u0)||[§g52)>+wt N(p=27p  para t< 1,

1
1Gk(u(t))|lpoo(qy < ct™ P2 para t>1;

siempre para k> 1.
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
L% — L*°: el efecto regularizante

...la cola converge a zero en norma L*°(Q))
m con velocidad polinomial si 2 < p < N:

po

s - N
Gk (u(t)) [l o) < C||Gk(uo)||£’§’252))+pot N(p=2)tpe  para t< 1,
1
1Gk(u(t))|lpoo(qy < ct™ P2 para t>1;
m con velocidades polinomial y exponencial p = 2:
_N
Gk (u(t)) oo () < cllGk(uo)|lo(qyt 20 para t<1,

|Gk (u(t))| oo () < ce ™™t para t>1;

siempre para k> 1.

=~ La cola Gi(u) decae como si fuera un problema coercivo! <3
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
L% — L*°: el efecto regularizante

...la cola converge a zero en norma L (Q)

m con velocidad polinomial si 2 < p < N:

po

Ny '
Gk (u(t)) [l o) < C||Gk(uo)||£’§’252))+pot N(p=2)tpe  para t< 1,
1
1Gk(u(t))|lpoo(qy < ct™ P2 para t>1;

m con velocidades polinomial y exponencial p = 2:

N
Gk (u(t))ll o () < cllGi(uo)llo ()t~ 20 para t <1,
Gk (u(t))|1oo(q) < ce™™t para t3>1;

siempre para k> 1.

=~ La cola Gi(u) decae como si fuera un problema coercivo! <3

N
En particular [[u(t)|| o (q) < ¢t NP=27p7 en tiempo corto.
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Punto de inflexidn

Combinando el decaimiento de || Gx(u(t))|| oc() con la condicién de pequefiez

|Gk (u(t))|[Lo () < do y con la contraccién [|u(t + 7)o () < lu(T) ]l ()
logramos probar que

[u(t)l[Loo(y =0 por t— oo.
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logramos probar que

[u(t)l[Loo(y =0 por t— oo.

lleva a

—
|Gk (u(t)) |l o) <O u(t)ll ooy <w

sik>1 sit>1
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Combinando el decaimiento de || Gx(u(t))|| oc() con la condicién de pequefiez
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logramos probar que
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lleva a
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sik>1 sit>1
—
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Regularidad

Punto de inflexidn

Combinando el decaimiento de || Gx(u(t))]| () con la condicién de pequefiez

|Gk (u(t))|[Lo () < do y con la contraccién [|u(t + 7)o () < lu(T) ]l ()
logramos probar que

[u(t)l[Loo(y =0 por t— oo.

lleva a
/N
|Gk (u(t)) |l o) <O u(t)ll ooy <w
sik>1 sit>1
—
en [ugar de

Al fin y al cabo...

: . : R RE RS
...el problema (P) se porta como si fuera coercivo para tiempos largos. &= 5= &
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
Desde la cola hasta la solucién
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Regularidad Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1

Desde la cola hasta la solucién

Teorema (M. M. & A. Porretta)

Supongamos que (A), (H) con f =0, o (ID,), (Fr.m) ¥ (RC) o (IDy1), (F1).
Entonces, para T bastante grande, las soluciones de (P)

m decaen con velocidad polinomial si2 < p < N:
_ N
Hu(t)”LOO(Q) < gyt Ne=2+pe para t <1,

__1_
2

Ju(t)|lLoo () < Crupt P2 para t>T;
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
Desde la cola hasta la solucién

Teorema (M. M. & A. Porretta)

Supongamos que (A), (H) con f =0, o (ID5), (Fr,m) y (RC) o (ID1), (F1).
Entonces, para T bastante grande, las soluciones de (P)
m decaen con velocidad polinomial si2 < p < N:

_ N
Hu(t)”LOO(Q) < gyt Ne=2+pe para t <1,

_ 1
2

Ju(t)|lLoo () < Crupt P2 para t>T;

m decae con velocidades polinomial y exponencial si p = 2:
N
Ju(t)llpoo () < Cupt™ 20 para t <1,

At

[u(t)]l oo () < Croupe™ para t>> T;
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Comentarios  La pequefiez de la cola  Pequefiez cuando t > 1
Desde la cola hasta la solucién

Teorema (M. M. & A. Porretta)

Supongamos que (A), (H) con f =0, o (ID,), (Fr.m) ¥ (RC) o (IDy1), (F1).
Entonces, para T bastante grande, las soluciones de (P)

m decaen con velocidad polinomial si2 < p < N:
_ N
Hu(t)”LOO(Q) < gyt Ne=2+pe para t <1,

__1_
2

Ju(t)|lLoo () < Crupt P2 para t>T;

m decae con velocidades polinomial y exponencial si p = 2:
N
Ju(t)llpoo () < Cupt™ 20 para t <1,

At

[u(t)]l oo () < Croupe™ para t>> T;

m se extingue en tiempo finito sil < p < 2, i.e.

IT: wt)=0 Vt>T.
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Resultados de Comparacion y Unicidad

Dos enfoques diferentes

Trabajo junto con T. Leonori



Problemas La estrategia de linealizacion El argumento convexidad
Problemas de las técnicas de comparacion

Objectivo: Si u, v son sub/super soluciones tales que u < v sobre S, u(0) < v(0)
con u(0), v(0) € LY(Q) y v = max{1, 0}, entonces u < v en Q.

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata) Valencia, 12/09/2017 33 /41



Problemas La estrategia de linealizacion El argumento convexidad
Problemas de las técnicas de comparacion

Objectivo: Si u, v son sub/super soluciones tales que u < v sobre S, u(0) < v(0)
con u(0), v(0) € LY(Q) y v = max{1, 0}, entonces u < v en Q.

Pb. 1: El marco no acotado.

Tenemos que escribir las ecuacidnes principales en u en términos de su parte
acotada u, mas un resto Ry cuantificado.
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Problemas de las técnicas de comparacion

Objectivo: Si u, v son sub/super soluciones tales que u < v sobre S, u(0) < v(0)
con u(0), v(0) € LY(Q) y v = max{1, 0}, entonces u < v en Q.

Pb. 1: El marco no acotado.

Tenemos que escribir las ecuacidnes principales en u en términos de su parte
acotada u, mas un resto Ry cuantificado.

Pb. 2: El r.hss..

Tenemos que poner hipdtesis adecuadas sobre la diferencia
H(t, x,Vu)— H(t, x, Vv) ademas que |H(t, x,&)| < |£]9+ f, g super lineal.

N . Barles & A. Porretta, (2006).
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Problemas La estrategia de linealizacion El argumento convexidad
Problemas de las técnicas de comparacion

Objectivo: Si u, v son sub/super soluciones tales que u < v sobre S, u(0) < v(0)
con u(0), v(0) € LY(Q) y v = max{1, 0}, entonces u < v en Q.

Pb. 1: El marco no acotado.

Tenemos que escribir las ecuacidnes principales en u en términos de su parte
acotada u, mas un resto Ry cuantificado.

Pb. 2: El r.hss..

Tenemos que poner hipdtesis adecuadas sobre la diferencia
H(t, x,Vu)— H(t, x, Vv) ademas que |H(t, x,&)| < |£]9+ f, g super lineal.

N . Barles & A. Porretta, (2006).
Pb. 3: 1 < p < N y operadores generales en forma de divergencia.

Tenemos que distinguir entre el caso 1 < p <2y 2 < p < N, tanto en problemas
como en estrategias.

N g, Porretta, (2008).
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Problemas La estrategia de linealizacion El argumento convexidad
Solucién 1: el marco no acotado

Solucién 1: Definimos la versién regularizada de T (-) como

L
Uk—/ (Ok(s))pT

donde
Ok(s)
1 |s| < k, 1
2k_ | |
O (s) = p IS < 18 < 2k /| N\
0 Is| > 2k. —2k —k k 2k S
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Problemas La estrategia de linealizacion El argumento convexidad
Solucién 1: el marco no acotado

Solucién 1: Definimos la versién regularizada de Ty (-) como

L
Uk—/ (Ok(s))pT

donde
Ok(s)
1 |s| < k, 1
2k_ | |
Oi(s) = p Sl g < s < 2k, /| N\
0 |5| = 2k. —2k —k k 2k S
Entonces

—div a(t, x, Vu) = H(t, x, Vu)

se vuelve en
(ug)r —div a(t, x, Vug) = H(t, x, Vug) + Ry.
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Soluciones 2 & 3: el r.h.s. y la ecuacién principal
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Soluciones 2 & 3: el r.h.s. y la ecuacién principal

3t [H(tx, )] <A1l + F(£,x) (H)

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata) Valencia, 12/09/2017 35 /41



Soluciones 2 & 3: el r.h.s. y la ecuacién principal

Iy ta. [H(tx O <IE]7+ (£, x) (H)
La estrategia de linealizacion (p = 2)

ur —div a(t, x, Vu) = H(t, x, Vu);

37> 0: [H(tx, €)= H(toxm)| < 716 —nl [g(60 + 16177+ Inl*
(eH)

N
con 1<g<2——+.
N+ 2
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Problemas La estrategia de linealizacion El argumento convexidad
Soluciones 2 & 3: el r.h.s. y la ecuacién principal

Iy ta. [H(tx O <IE]7+ (£, x) (H)
La estrategia de linealizacion (p = 2)

ur —div a(t, x, Vu) = H(t, x, Vu);

37> 0: [H(tx, €)= H(toxm)| < 716 —nl [g(60 + 16177+ Inl*

N (¢H)

con 1<g<2——+.

N+ 2

El argumento de convexidad (p = 2)
ug —div (A(t, x)Vu) = Hi(t, x, Vu) + Ha(t, x, Vu);
Hy (t,x,e6 + (1 —e)n) < eHi(t, x, &) + (1 —e)Hu(t, x,m), (cH1)
c
Hi(t,x,&) comoen (H);
FL>0: [|Ha(t, x,§)— Ha(t, x, < L|¢—mn|,

|Ha(t, x, &) — Ha(t, x,m)| < LI§ = (cH2)

Ha(t, x, (1 —€)¢) — (1 —e)Ha(t,x, &) <0
con 1< qg<2.
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Problemas La estrategia de linealizacién El argumento convexidad
La estrategia de linealizacién (p = 2)

Teorema (T. Leonori & M. M.)

Supongamos que u/v sean sub/super soluciones de

us — div a(t, x, Vu) = H(t,x,Vu) in Qr,
u=20 on ST,
u(0, x) = up(x) in Q,

tales que u < v sobre St, u(0) < v(0) con u(0), v(0) € LY(Q) y v = max{1,0}.
Supongamos (H), ((H) y

m (ID,), (Fr.m), (RC) y g € LN*2(Q7) si

N
<o N
N1 9= Ny

m (ID1), (F1) yge L4Qr) pord > N+2si

2 —

1<qe<2——"_
S9<cT NI

Entonces u < v en Q.

M. Magliocca (Univ. de Roma Tor Vergata) Valencia, 12/09/2017 36 / 41
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Problemas La estrategia de linealizacién El argumento convexidad
Generalizaciones y observaciones

Cons

Perdemos el intervalo de super linealidad

N q<
PNz <d<p

cuando 1 < p < 2! Necesitemos una regularidad mejor con respecto
a el gradiente
Vul e LN(q—(p—l))+2q—p(QT)

que seria innatural en este intervalo porque

Nig—(p—1))+2g—p>p si o>2.
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Generalizaciones y observaciones

Cons Perdemos el intervalo de super linealidad

N q<
PNz <d<p

cuando 1 < p < 2! Necesitemos una regularidad mejor con respecto
a el gradiente

Vul e LN(q—(p—l))+2q—p(QT)

que seria innatural en este intervalo porque
Nig—(p—1))+2g—p>p si o>2.
Pros Mantenemos la ecuacién principal
up —div a(t, x, Vu) = H(t, x, Vu)

asi como (¢H),sil<p<2.
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Problemas La estrategia de linealizacién El argumento convexidad
El argumento convexidad

Teorema (T. Leonori & M. M.)

Supongamos u/v sean sub/super soluciones de

ur — div (A(t,x)Vu) = H(t,x,Vu) in Qr,
u=20 on ST,
u(0, x) = up(x) in Q,

tal que u < v sobre S, u(0) < v(0) por u(0), v(0) € LY(Q)) y v = max{1,c}.
Supongamos (H), (cH1), (cH2) y

m (ID;), (Frm) y (RC) si

2 — < 2;
N1 9

m (IDy) y(F1)si

N
1 o N
S9<cTNT1

Entonces u < v en Q.
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Generalizaciones en el caso 2 < p < N
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Generalizaciones en el caso 2 < p < N

Cons Planteamos u; — div (A(x)Vu|VulP™2) = H(t, x, Vu) porque tenemos
que rescalar en el tiempo por lo de la no homogeneidad.
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Generalizaciones en el caso 2 < p < N

Cons Planteamos u; — div (A(x)Vu|VulP™2) = H(t, x, Vu) porque tenemos
que rescalar en el tiempo por lo de la no homogeneidad.

N+1)—N
Perdemos el intervalo % < q < p—1 porque necesitamos

potencias de el gradiente que sean (p — 1)—convexas:
H(t,x, &) —(1— s)P1H<(1 — )P ¢ x, 1’7€>

1—q q 2 2
< ce'TI¢ ] +LI£—77|(\£I 7 +n >+EM con p—1l<qg<p.
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Generalizaciones en el caso 2 < p < N

Cons Planteamos u; — div (A(x)Vu|VulP™2) = H(t, x, Vu) porque tenemos
que rescalar en el tiempo por lo de la no homogeneidad.
p(N+1)—N

N 42
potencias de el gradiente que sean (p — 1)—convexas:

H(t, x,€) — (1— s)P1H<(1 — )P %t x, ")

1—¢

Perdemos el intervalo < q < p—1 porque necesitamos

1—q q 2 2
< ce'TI¢ ] +LI£—77|(\£I 7 +n >+EM con p—1l<qg<p.

Necesitamos v(0) < vy < 0o, f < M < oo también.
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Generalizaciones en el caso 2 < p < N

Cons Planteamos u; — div (A(x)Vu|VulP™2) = H(t, x, Vu) porque tenemos
que rescalar en el tiempo por lo de la no homogeneidad.
N+1)—N
u < g < p—1 porque necesitamos

N 42
potencias de el gradiente que sean (p — 1)—convexas:

H(eox,©) - (- (1= tx )

1—gq q p=2 p=2
< ce'TI¢ ] +LI£—77|(\£I 7+ nl 2 >+EM con p-1<qg<p.

Perdemos el intervalo

Necesitamos v(0) < vy < 0o, f < M < oo también.

Pros Recuperamos el intervalo de super linealidad 2 — N2 <qg<?2.

Valencia, 12/09/2017 39 /41
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“I think you should be more explicit here in step two.”
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