
CALCOLO

CONOSCENZE DI BASE

INSIEMI: A, B, C insiemi.
A ⊆ B A è contenuto in B
A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} , A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}
A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C = A ∩B ∩ C
A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C = A ∪B ∪ C
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) , A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
A \B = {x : x ∈ A, x /∈ B} , se A ⊆ B ⇒ Ac = {x ∈ B : x /∈ A} = B \ A
A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} , A× A× . . .× A︸ ︷︷ ︸

n

= An

PROPRIETÀ DELLE FUNZIONI: f : Df −→ Imf ⊆ Codf , g : Dg −→ Img funzioni
f suriettiva: ∀y ∈ Codf ∃x ∈ Df : y = f (x) (Codf = Imf)
f iniettiva: f (x1) 6= f (x2) ∀x1 6= x2, x1, x2 ∈ Df

f biettiva: ∀x ∈ Df ∃!y ∈ Imf : y = f (x) e viceversa
funzione composta: (f ◦ g) (x) = f (g(x))

funzione inversa:
(
f−1 ◦ f

)
(x) = x,

(
f ◦ f−1

)
(y) = y

f (strettamente) crescente: ∀x1, x2 ∈ I ⊆ Df con x1 < x2⇒ f (x1) ≤ (<)f (x2)
f (strettamente) decrescente: ∀x1, x2 ∈ I ⊆ Df con x1 < x2⇒ f (x1) ≥ (>)f (x2)
f pari: f (x) = f (−x), f dispari: f (x) = −f (−x)

POTENZE E RADICALI: a, b ∈ R, n, m ∈ N
a0 = 1 con a 6= 0, anam = an+m, an/am = an−m, (an)m = anm, anbn = (ab)n
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N.B. se il radicale ha indice pari, allora la base deve essere positiva; se il radicale
ha indice dispari, la base può anche essere negativa.

ESPONENZIALI

ax ben definito se

{
a > 0 ∀x ∈ R
a = 0 ∀x ∈ R+

a < 0 ∀x ∈ Z
, a0 = 1 ∀a ∈ R+

LOGARITMI: logb a b > 0, b 6= 1, a > 0
logb b = 1, logb 1 = 0, logb a + logb c = logb ac, logb a− logb c = logb a/c
c logb a = logb a

c, logs a = logc a/ logc s

FUNZIONI TRIGONOMETRICHE: sinx, cosx, tanx = sinx/ cosx
sinx = sin(x + 2kπ), cosx = cos(x + 2kπ) con x ∈ R e k ∈ Z
tanx = tan(x + kπ) con x ∈ R \ {x = kπ/2} e k ∈ N, sin2α + cos2α = 1,
sin(α± β) = sinα cos β ± sin β cosα, cos(α± β) = cosα cos β ∓ sin β sinα

sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2α− sin2α = 2 cos2α− 1 = 1− 2 sin2α

sinα/2 = ±
√

(1− cosα)/2, cosα/2 = ±
√

(1 + cosα)/2

DOMINI DI FUNZIONI: f (x), g(x) funzioni, n ∈ N, k ∈ Z, b ∈ R+

y = f (x)/g(x)⇒ g(x) 6= 0, y = 2n
√
f (x)⇒ f (x) ≥ 0,

y = logb(f (x))⇒ f (x) > 0, y = tan(f (x))⇒ f (x) 6= π/2 + kπ
y = arcsin(f (x))⇒ −1 ≤ f (x) ≤ 1, y = arccos(f (x))⇒ −1 ≤ f (x) ≤ 1

SUCCESSIONI E LIMITI

{an}n, n ∈ N, successione

an (strettamente) crescente: an(<) ≤ an+1
an (strettamente) decrescente: an ≥ (>)an+1

lim
n→+∞

an =


+∞ se a > 1
1 se a = 1
0 se − 1 < a < 1
@ se a ≤ −1

, lim
n→+∞

nb =

{
+∞ se b > 0
1 se b = 0
0 se b < 0

lim
n→+∞

n
√
nb = 1 ∀b ∈ R

lim
n→+∞

sin an = 0 se an→ 0, lim
n→+∞

cos an = 1 se an→ 0

lim
n→+∞

sin an
an

= 1 se an→ 0, lim
n→+∞

1− cos an
a2n

=
1

2
se an→ 0

lim
n→+∞

ban =


+∞ se an→ +∞
1 se an→ 0
ba0 se an→ a0
0 se an→ −∞

, lim
n→+∞

logb an =


+∞ se an→ +∞
0 se an→ 1
logb a0 se an→ a0
−∞ se an→ 0+

lim
n→+∞

(
1 +

1

an

)an
= e se an→ ±∞, lim

n→+∞

ean − 1

an
= 1 se an→ 0

lim
n→+∞

log (1 + an)

an
= 1 se an→ 0

lim
n→+∞

(1 + an)
α − 1

an
= α se an→ 0, α ∈ R \ {0}

loga n ≤ nc ≤ bn ≤ n! ≤ nn per a, b, > 1, c > 0

ELEMENTI DI ALGEBRA LINEARE

VETTORI: v, z ∈ Rn v = (v1, . . . , vn), z = (z1, . . . , zn)

lunghezza: |v| =
√
v21 + . . . + v2n

αv + βz = (αv1 + βz1, . . . , αvn + βzn), α, β ∈ R
v · z = v1z1 + . . . vnzn = |v||z| cosα, α angolo compreso tra v, z

MATRICI: A = {aij}i=1,...,n,j=1,...,m ∈Mn×m, B = {bij}i=1,...,p,j=1,...,q ∈M p×q

αA + βB = {αaij + βbij}i=1,...,n,j=1,...,m se n = p, m = q, α, β ∈ R

Av =

 m∑
j=1

a1jvj, . . . ,

m∑
j=1

anjvj

 ∈ Rn per v ∈ Rm

se n = m = 2 allora |A| = a11a22 − a12a21
se n = m = 3 allora
|A| = a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a12a23a31 − a11a23a32 − a12a21a33
LIMITI DI FUNZIONE

LIMITI DI FUNZIONI ELEMENTARI: n ∈ N, a, b ∈ R+

lim
x→±∞

x2n = +∞, lim
x→±∞

x2n+1 = ±∞, lim
x→+∞

2n
√
x = +∞, lim

x→±∞
2n+1
√
x = ±∞

lim
x→0+

loga x = +∞ se 0 < a < 1, lim
x→0+

loga x = −∞ se a > 1

lim
x→+∞

loga x = −∞ se 0 < a < 1, lim
x→+∞

loga x = +∞ se a > 1

lim
x→−∞

ax = +∞ se 0 < a < 1, lim
x→−∞

ax = 0 se a > 1,

lim
x→+∞

ax = 0 se 0 < a < 1, lim
x→+∞

ax = +∞ se a > 1,

lim
x→π±/2

tanx = ∓∞, lim
x→±∞

arctanx = ±π/2

lim
x→+∞

log x/xa = 0, lim
x→+∞

xa/bx = 0

LIMITI NOTEVOLI: a ∈ R+

lim
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=
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(
1 +

1

x

)x
= e, lim

x→0

loga(1 + x)

x
= loga e
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ax − 1

x
= log a, lim

x→0

(1 + x)a − 1

x
= a

DERIVATE

REGOLE DI DERIVAZIONE: f (x), g(x) funzioni
(f (x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x), (f (x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f (x)g′(x)

(f (x)/g(x))′ = [f ′(x)g(x)− f (x)g′(x)]/g2(x), (f (g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x)

DERIVATE FONDAMENTALI:a ∈ R+, b ∈ R
b′ = 0, (xb)′ = bxb−1, |x|′ = x/|x| = |x|/x, (log x)′ = 1/x
(loga x)

′ = 1/(x log a), (ex)′ = ex, (ax)′ = ax loga e, (sinx)′ = cosx

(cosx)′ = − sinx, (tanx)′ = 1/ cos2 x = 1/(1 + tan2 x), (arcsinx)′ = 1/
√

1− x2

(arccosx)′ = −1/
√

1− x2, (arctanx)′ = 1/(1 + x2)

INTEGRALI

PROPRIETÀ: f (x), g(x) funzioni, k ∈ R∫
kf (x) dx = k

∫
f (x) dx,

∫
f (x)± g(x) dx =

∫
f (x) dx±

∫
g(x) dx

REGOLE DI INTEGRAZIONE: f (x), g(x) funzioni, [a, b] ⊂ R, F (x) primitiva di f (x)

integrale definito:
∫ b

a

f (x) dx = F (b)− F (a)

integrazione per parti:
∫
f (x)g′(x) dx = f (x)g(x)−

∫
g(x)f ′(x) dx

integrazione per sostituzione:
∫
f (x) dx =

∫
f (h(t))h′(t) dt posto x = h(t)

INTEGRALI FONDAMENTALI: a ∈ R+, b ∈ R∫
f b(x)f ′(x) dx =

f b+1(x)

b + 1
+ c con b 6= −1,

∫
f ′(x)

f (x)
dx = log f (x) + c∫

ef (x)f ′(x) dx = ef (x) + c,

∫
af (x)f ′(x) dx = af (x)/ loga e + c∫

f ′(x) sin(f (x)) dx = − cos(f (x)) + c,

∫
f ′(x) cos(f (x)) dx = sin(f (x)) + c∫

f ′(x)

cos2(f (x))
dx = tan(f (x)) + c,

∫
f ′(x)

1 + f 2(x)
dx = arctan(f (x)) + c∫

f ′(x)√
1− f 2(x)

dx = arcsin(f (x)) + c = − arccos(f (x)) + c

BIOSTATISTICA

CALCOLO COMBINATORIO

permutazioni semplici di n oggetti: Pn = n!
permutazioni di n con ripetizione: PR

n,n1,...,ni
= n!/(n1! . . . ni!)

disposizioni semplici di n oggetti in k posti: Dn,k = n!/(n− k)!
disposizioni con ripetizione di n oggetti in k posti: DR

n,k = nk

combinazioni semplici (raggruppamenti di k su n): Cn,k =
(
n
k

)
= n!/(k!(n− k)!)

PROBABILITÀ

(S,A, P ) spazio di probabilità, S spazio degli eventi campione, A σ-algebra,
A, B eventi, s ∈ S

0 ≤ P (A) ≤ 1, P (∅) = 0, P (S) = 1, P (A) = 1− P (Ac)
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),
A, B incompatibili: P (A ∪B) = P (A) + P (B)
indipendenti: P (A ∩B) = P (A)P (B), dipendenti: P (A ∩B) = P (A)P (B|A)
formula di Bayes: P (A|B) = P (A ∩B)/P (B)
probabilità uniforme: P (s) = 1/|S|, P (A) = |A|/|S|
successione di n prove indipendenti: se s = (s1, .., sn) e p = P (si) allora
P (s) = pk(1− p)n−k con k numero di volte in cui accade si

formula binomiale: P ({j = k}) =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k, n numero di prove

VARIABILI ALEATORIE

V. A. DISCRETE: F v.a. definita su (S, P ) con spazio indotto (SF , pF ), pF (x) densità,
k, m ∈ R, j ∈ N

valor medio: E(F ) =
∑
x∈S

xpF (x), E

(
n∑
i=1

Fi

)
=

n∑
i=1

E(Fi), E(kF ) = kE(F ),

se F (ω) = k ∀ω ∈ S allora E(F ) = k, min
ω∈S

F (ω) ≤ E(F ) ≤ max
ω∈S

F (ω)

scarto dalla media: F̂ = F − E(F ), E(F̂ ) = 0
disuguaglianza di Chebishev P (F > k) ≤ E(F )/k con k > 0, F ≥ 0

varianza: V ar(F ) = E(F 2)− (E(F ))2, V ar(kF +m) = k2V ar(F )

deviazione standard: σF =
√
V ar(F )

F ∼ B(n, p) : P (F = j) =

(
n

j

)
pj(1− p)n−j, E(F ) = np, V ar(F ) = np(1− p)

F ∼ P (ρ) : P (F = j) = e−ρρj/j!, E(F ) = V ar(F ) = ρ

V. A. CONTINUE: F v.a. definita su (R, p) con spazio indotto (R, pF ), pF (x) densità,
J ⊂ I ⊂ R

P (I) =

∫
I

p(x) dx, P (F ∈ I) =
∫
I

pF (x) dx, E(F ) =
∫
R
xpF (x) dx

V ar(F ) = E(F 2)− (E(F ))2 =
∫
R
x2pF (x) dx− (E(F ))2

F ∼ U(I) : pF (x) =
1

|I|
∀x ∈ I, P (F ∈ J) = |J |

|I|

E(F ) =
1

|I|

∫
I

x dx, V ar(F ) =
1

|I|

∫
I

x2 dx−
(

1

|I|

∫
I

x dx

)2

Z ∼ N(0, 1) : E(Z) = 0, V ar(Z) = 1, densità g(x) = e−
x2

2 /
√
2π

G = σZ +m ∼ N(m,σ2) : E(G) = m, V ar(G) = σ2, densità g(x) = e−
(x−m)2

2σ2 /
√
2πσ


