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Résumé. Nous étudions une équation de point fixe multilinéaire dans une boule d’un espace de Banach
ol 'application est 1-lipschitzienne : existence, unicité, approximations, régularité.

Abstract. We study a multilinear fixed-point equation in a closed ball of a Banach space where the
application is 1-Lipschitzian : existence, uniqueness, approximations, regularity.
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Nous nous proposons de résoudre le probleme de point fixe suivant :

Théoréme 1. —
Soit k > 2. Soient E un espace de Banach et T}, est une application k-linéaire continue sur E

I Tk(z1,- - z0)llEe < Collzalle - - |zl -

On pose
1 k-1 k
ry = (Cok)™*1 et Ry = ——r.
k = (Cok) % b=k
By, désignera la boule fermée By = B(0,Ry). Soit enfin xg € E avec ||zo||lg < rr. Alors léquation
x=x9+ T(x,...,z) a une et une seule solution T, dans By.
Le cas ol [|zq]| < & < ry est classique et facile : I'application F' :  + zo+7(z, . .., ) envoie continument

la boule fermée B(0, z£:6) sur elle-méme et y est contractante de facteur (%)k_l. Nous nous intéressons

donc au cas limite § = 7. Dans le cas k = 2, Auscher et Tchamitchian [1] ont montré qu’il y avait existence
et unicité de la solution dans la boule B(0, 2r3) pour ||zg||z < ro. Nous généralisons ce résultat au cas k > 2,
en donnant une démonstration élémentaire. De plus, nous étudions la convergence de plusieurs méthodes
de résolution et nous établissons un résultat de régularité qui généralise au cas limite § = ry les résultats de
persistance de Furioli et al. [2] et de Zahrouni [4].

1. Inégalités élémentaires pour les applications k-linéaires.

Dans cette section, nous formulons des inégalités immédiates permettant de comparer le comportement

d’une application k-linéaire & I’application polynome z*.

Lemme 1. —
Soit k > 2. Soient E un espace de Banach et Ty est une application k-linéaire continue sur E

Tk (z1,- - z)lle < Collzalle - - |zl -
On note DTy, la différentielle de application x — Ty(z,...,x) :
DTy (z)y = Tr(y,z,...,2) + Tp(z,y,2,...,2) + ... + T(x, ..., z,y)-

Alors, si A et B sont deux réels positifs et x et y deuz vecteurs de E tels que ||z||g < A et ||y||le < B, on a
les inégalités suivantes :
i) ITi(z,...,2)l|lp < CoA*



. -
i6) | Ti(z, - .., 2) = Ti(y, - -, 9)lle < Collz — ylls45=5

e
iii) pour z € E, || Ty (z,...,2,2) = Tk(y,-..,v,2)||lg < Col|z||ll|lz — yllr;%
w) ||DTx(y)-z|lp < CokB*~'A

k_pk_ gpk—174_
v) |Th(@, .., 2) = Te(y, - y) — DTu()-(z = v)lls < Collz — yl|p 24— 222

Démonstration. — 1) est immédiat. Pour démontrer ii), il suffit d’utiliser la multi-linéarité pour écrire
k .
Ti(z,...,2) =Te(y,---y) = 250 Th(@j1,-- -, Tjk) avec zjp =y pour k < j, xj; = —y et T, =z pour
k > j. On a donc

k k
ITk(@, .., 2) = Ti(y, -9z < Colle =yl Dyl Izl < Collz —ylls Y B A%

j=1 j=1

k k
et donc | Tk (,- .., 2) = Te(y, - --,9)ll& < Colle —yllp 255
iii) est une conséquence directe de ii), par (k — 1)-linéarité de (x1,...,2x-1) = Tk(x1,...,Tp—1,2). iv)
est immédiat. Enfin, v) est immédiat par multi-linéarité : Ty (z,...,x) — Tx(y,...,y) — DTk (y).(x —y) =
k k
Zj:l Tk(mj,h"'axj,k) _DTk(y)(x_y) = Zj:l (Tk(ya"'7y7$_y7$7"'ax) _Tk(ya'"7y7$_y7y7"'7y))

_ k—1 k—j
= Zj:l Zl:l Tk(.’L'j,l, PR R PRUY NS NS PR ;xj-',-l,k)- On a donc

< Colle =yl X500 st Nyl el
< k—1 k—j -l — i
< Collz - ylI% Ej:l Zl:lj Bi+t=2 Ak=il

A*_B¥_gB*~1(A—B
:COH-Z'_y”%E‘ (A—B)Q( )-

2. L’équation réelle.

Pour résoudre ’équation dans F, on se rameénera a comparer celle-ci & ’équation polynomiale ¢ =
TE + Cotk.

Lemme 2. — .
Soit k > 2. Soient r, = (C’ok)_mk;1 et R, = kkjrk. Ry est la seule racine réelle positive de

I’équation polynomiale t = ry + Cot*. De plus, les suites itératives suivantes convergent vers Ry, :

i) siag =0 et apt1 =rx + C’oa’ﬁb, alors 0 < ap < apy1 — Ry et app1 —ap ~ z—’_ﬁ;#

i) si Bo =0 et Bny1 =T + CoBE™ Bry1, alors 0 < By < Bpi1 = R et Bny1 — Bn ~ 2 L.
i) 85 ¥0 = 0 et Vo1 = 1 + CovE + kCovE~ (vnr1 —n) alors 0 < v, < Yny1 — Ry et il existe une constante
C telle que yp41 — v ~ C27™.

Démonstration. — Il est immédiat par récurrence que o, < Rj. Enfin a; > o et par récurrence «,, est
croissante. Elle converge donc vers Ry, qui est la seule solution réelle positive de ¢ = r, + Cot*. Enfin, on
pose €, = Ry — an; de 'égalité any1 = Ry, — CoRE + Coak, on tire

€ (k—=1)
:CRk].— ].——nk: — 2 02
€nt1 o R (1 —( Rk) ) =€n 9R; €, +0(€3,)
et il est alors classique que €, ~ %% et donc a1 — ap ~ %#

On montre par récurrence que [, reste inférieur ou égal & Ry : Bpy1 < 1% + CoRl,z_lﬂnH, d’ol
(1- COR',z_l)ﬂnH = kk;lﬂn_l,_l <r,= %Rk. Par ailleurs, 81 = r > B = 0 et par récurrence la suite
Bn+1 = 1(;# est croissante; elle converge donc vers Ry.Enfin, on pose 1, = Ry — B,; de 'égalité

—Lo0Pn

Brnt1 = Ry, — CoRE + CoBE~1 Bpy1, on tire

n — kl_ l_n_"k—ll_nn-i-l
i = CoRE(1— (1= 211 = Tt



d’ott (puisque CoRf = f&)

Nn+1 (k - 2) k
1 = N ( o 2, ol ) = 5z, o )
et il est alors classique que 1, ~ 21,:’“ %
On vérifie par récurrence sur n que 0 < 7, < Ri. En effet, on a = re=Colk=L)yy _ k-1 _Ri—vy
p q < Vn k- ) Tntl = U7kt T R R kT

_k - .
et la formule des accroissements finis pour la fonction ¢ +— ¢*7T sur ['yffl,R,'z 1 nous donne bien que

Ynt1 < Rg. De plus, la fonction ¢ — 75T étant convexe, on voit que la suite v, est croissante et converge
donc vers Ry,. Enfin, on pose Ry — v, = (. De lidentité Ry — vn4+1 = Co (R,’i — % — kvE 1 (v11 = 7m)), on

Co(RE—AR kYN (Ri—yn)) _ (RE—vN—kyE ™ (Ri—7a)) 35 + _ 1 2
1—kCovn - (BT k) , d’oll Cry1 = 5C, + O(C;). Cela prouve

10 pene G < 00 1 e G ~ 276 [[2 255

tire Ry, — Ypt1 =

3. La méthode de Picard.

Comme dans l'article d’Auscher et Tchamitchian [1], existence et I'unicité du point fixe sont démontrées
par le fait que toutes les suites de Picard de terme initial dans la boule B(0, Ry) convergent vers la méme
limite.

Théoréme 2. —
Soit k > 2. Soient E un espace de Banach et T}, est une application k-linéaire continue sur E

ITx(z1,...,2z1)lle < Collzille - - - |zl &

On pose
k—1 k
A etRk——k_lrk.

By désignera la boule fermée By, = B(0, Ry). Soit enfin xo € E avec ||zo||r < r. Alors :

re = (Cok) 7

i) Uéquation x = xg + Ti(x,...,x) a une et une seule solution xo, dans By,.

i1) (Méthode de Picard) Si (yn)necw est définie par récurrence par yo € By et Yyni1 = o + Tk(Yny-- -, Yn)
alors lim sup,, .. n||yn — Tool|z < 0.

Démonstration. — On pose ag = 0 et apt1 = To + Tk(an,---,an), ap = 0 et apy1 = rx + Coak. 1l est
immédiat que ||a,||E < ap.-

Par ailleurs, ||a; — aolle = ||zol|lg < 'k = a1 — ap et (en utilisant Iinégalité ii) du Lemme 1)

ak _ ak
lants = antille = |1Tk(@nts - s ang1) = Tolan, - - an)||m < Collants — anllp—"H2—"
Qpy1 — Op

k. __k o
@0t [lan 2 — antallp < Collant — anl[p 252 = (anys — apyy) leti=tele

[lant1 — anl|lE < @nt1 — ay,. Cela entraine que a,, converge vers un point fixe Zoo.

et donc par récurrence on a

Considérons maintenant la suite (y,)nen- Il est immédiat que ||y,||r < Ri pour tout n. De plus,
llyo — aolle = ||lvolle < R = R, — ap. On écrit alors (en utilisant l'inégalité ii) du Lemme 1)

Rk _ak
||yn+1 - an+1”E = ”Tk(yn; cee ;yn) - Tk(am .- -aan)“E' < COHyn - an”E#
k — On

k__k _ i
d’ot ||ynt1—ant1lle < Co||yn—an||E% = (Rk—an+1)% et donc par récurrence on a ||y, —an||p <

Rj, — ap. En particulier, ||2oo — yn|| < 2(Rr — an). Cela entraine 'unicité du point fixe.
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4. Une méthode implicite d’approximation.

Il peut étre parfois utile d’utiliser d’autres méthodes d’approximation pour exploiter certaines propriétés
de 'application multi-linéaire T}. Par exemple, nous allons voir qu’un schéma implicite élémentaire converge
encore vers le point fixe.

Théoréme 3. —

Sous les hypothéses et notations du théoréme 1, on a également le résultat d’approximation suivant :
Si 20 € By et si zpp1 € By est solution de équation linéaire 2,11 = o + Tk(2n,---,2n,2n+1) alors
lim sup,,_, o 1l|2n — Zoo|lE < 0.

Démonstration. — On pose by = 0 et byy1 = 2o + T(bn,-.-,bpybpt1), Bo = 0 et Bpy1 = T +
CoBE~1Bpt1. On montre par récurrence que ||b, || et ||2,]|r sont inférieurs ou égaux & Ry, : par exemple,
[bntille < 1k + CoR ™ |bntillE, A0t (1 — CoRy™ ) |bntille = E2 butalle < re = 22 Ry

Par ailleurs, ||by — bol|lg = ||zolle < 7k = B1 — Bo et

||bn+2 - bn+1||E = ”Tk(bn—i—la ) bn—i—la bn+2) - Tk(bn, vy bn, bn+1)||E'
STk ®ntis - - -5 bnt1,0n12) — T (bnt1, - - -, but1, but1) | B
+||Tk( n+1--- bn+17 bn+1) - Tk(bm ooy b, bn+k1)|1|E'
Bui1—Bn "
< COIBn+1||bn+2 n+1||E‘ + COﬂn—i-l”bn—i-l - bn”E‘ ﬁ:il_ﬂn
I b ﬂﬁli—ﬁ’i‘l _ [bn41—bnllE t d 4
< W n+1 — n”Em = (,Bn+2 — ,Bn+1)m [S] onc par recurrence
on a ||bpt1 — bulle < Bay1 — ﬁn Cela entraine que b,, converge vers le point fixe .

d’ott [|bpy2 — bny1llE <

Considérons maintenant la suite (z,,)nen- On a ||zo — bol||lE = ||20]|le < Rk = Ry — Bo- On écrit alors

llzn41 = brsalle = [|Tk(2n; - - - 20, Zn41) = Ti(bn, - - - b, bga )| 2
< ”Tk(zn; te ;zn;zn—i-l) - Tk(zn; <e ey Rn; n—i—l)”E
Tk (2ns - -+ 20, bug1) — Ti(bn, - - -5 bmbn+1)||{:7
_ R - k—1
< CoRy ™ M|zn41 — bngalle + CoBnyallzn — bn ”ET?Z
A0l ||Zng1 — bngillE < —5—||2n — bal| B b (R, —p )M et donc par récurrence on a
n+1 n+1(|E > l—CoR:_l n n||E Ri—Pn — k n+1 Ri—Bn p

”zn - bn”E < Ry — By. En particulier, ”xoo - zn“ < 2(Rk - Bn)
5. La méthode de Newton.

Théoréme 4. — (Méthode de Newton)
Sous les hypothéses et notations du théoréme 1, on a également le résultat d’approximation swivant : si

wo = 0 et si wpp1 € By est solution de l’équation linéaire wyr1 = xo+Tk (W, - - -, wn )+ DTk (wy)-(Wnp1 —wy)
(ot DT}, est la différentielle de Uapplication w — Ty (w, ... ,w)) alors limsup,,_, ., 2"||wn, — Teo||E < 0.
Démonstration. —

On pose Yo = 0 et Y1 = 7 + Covt + kCov =1 (vnt1 — ¥n)- On montre par récurrence que ||wy,41 —
Wp|lE < Ynt1 — Yn et donc aussi que ||wpt1||lE < Ynt1. On remarque d’abord que c’est vrai pour n = 0
puisque ||lw1 — wol|E = ||zollE < Tk = 71 — 0. Pour passer au rang n + 1, on remarque que || DTk (wn41|op <
Cok|lwnia bt < Cok'yﬁﬁ < 1, de sorte que wy42 est bien défini. On écrit alors

lwny2 — wnialle
= ”Tk(wn-i-la yon 7wn+1) + DTk(wn+1)'(wn+2 - wn-‘rl) - Tk(wna ce ,’U)n) - DTk(wn)-(wTH—l - wn)”E
< IDTk(wnt1)-(Wnt2 — wntr)||E + | Te (W1, - - s Wnt1) = Te(Wns - - -, wn) — DTk(wn).- (W1 — wn)||E
On utilise alors les inégalités iv) et v) du Lemme 1 pour obtenir

DTk (wnt1)-(wnt2 — wny1)lle < Cokviyillwnte — waplle

4



et

Tk (Wnt1,- - - Wng1) = Th(wn, - -l;awn)k_ DkT{c(wn)-(wn—i-l —wn)|lE
ma1= Y=k (Ynt1—Vn)
< Collwnss — wy||} sttty 0
d’ou par '’hypothese de récurrence
1 k k k—1
lwny2 — wnialle < WCO (Yhs1 = Ym = krn (Vg1 = ")) = Yotz — Ynta-
— YO p41

6. Amélioration de la régularité.

On se place toujours dans les hypotheses du Théoreme 1. Si on suppose de plus que, pour un autre espace
de Banach F', ’application k-linéaire envoie continument (x1,...,2;) dans F lorsque les z; appartiennent
a ('adhérence de F'N E dans) E et que I'un au moins des z; appartient également & F' (ce qui s’écrit qu’il
existe une constante C telle que pour tous z1,...,Tr € F on ait

IT (@1, ze)lle < Cr min ((lzille +llzillz) ] lesllz) )
- J#i
alors on va montrer que si g € F et ||zo||g < 7 la solution z dans By de z = zg + Tk (z,. .., z) vérifie
encore I, € F (ceci sans aucune condition de taille sur ||zo||r). De plus, les suites itératives considérées
dans les théoremes 2, 3 et 4 convergent vers z, dans F' également.
Pour alléger les notations (quitte a remplacer F' par ENF’), on peut supposer que F' s’injecte continument
dans E.

Théoréme 5. — (Amélioration de la régularité.)
Sous les hypothéses et notations du théoréme 1, si F' est un espace de Banach qui s’injecte continument
dans E et st pour tous x1,...,25 € F on a

7, 20l < O i, (lale TT eyl
FE)

alors si xg € F et ||zo||lg < 7k la solution o dans By de x = xg + Ty (z, ... ,x) vérifie xoo € F.

Plus précisément, on a :
1) S (Yn)new est définie par récurrence par yo € ByNF et ypt1 = To+Tk(Yn,- - -,Yn) alors pour tout n € IN
on ay, € F et de plus limsup,,_, . nl|yn — Tool|E < 00.

i) st 29 € By N F et si 2,41 € By est solution de l’équation linéaire zpt1 = o + Tk (2n, - -5 2n, 2n+1) alors
pour tout n € IN on a 2z, € F et de plus limsup,,_, . n||z, — Zo||r < 0.
i11) si wo = 0 et $i wpy1 € By, est solution de Iéquation wni1 = xo+ Tre(Wn, - - -, wpn) + DTk (wy)-(wpt1 —wy)

(ot DTy, est la différentielle de lapplication w — Ty(w,...,w)) alors pour tout n € N on a w, € F et de
plus limsup,,_, o 2"||wn — Zoo||F < 0.

Démonstration. — Comme pour le théoréme 2, on considere d’abord la suite (a,,)nen définie par ag =0
et ant1 = xo + Tk(an,...,a,). Il est immédiat par récurrence que a, € F pour tout n. De plus,

lante = any1llF = [Tx(ant1,-- s an41) — Ti(an, - -, an)l|E .
_2
< Cil|an+1 — anlle ksup(|lanllr, l|an+1ll7) (sup(llanl| e, lantil )

Or on sait que ||a,||r < Ri pour tout n et que limsup,,_, . n%|lant1 — anllp < %. Tl existe donc une

constante C» qui ne dépend pas de n telle que |lant2 — any1|lr < Cozz sup(|lan||F, [|@nsi||lF). Si My =
sup;<p, [lal|F, on a Mpi2 < (1+ %)MHH. Comme [[,~, 1+ % < 00, on voit que sup,,cpn Myp < 0o et donc
Suppen P2]|ant1 — an||r < 0o. Cela prouve que a,, converge dans F' et donc que z € F.

5



Considérons maintenant la suite (y,)nen. Il est immédiat par récurrence que y,, € F pour tout n. De
plus,
lynt1 — Too P = [|Tk(Yn, - --,Yn) = Tk(Too - - -» Too )| F
< Cillyn — 2ol ksup(llynll 7, |lzsolF) (sup(llynll 2, l7ool)
< Cillyn — 2oollE E(llyn — ToollF + l|zoollF) R 2

Or on sait que que limsup,,_, ., 7||¥n — Too||E < 00. Il existe donc une constante C3 qui ne dépend pas de n
telle que [[yn41 — ZoollF < Cs=([lyn — ToollF + [|Zo[|F)- On choisit alors ng tel que %g < 1 et on choisit T
tel que 2Cs||zoo||lF < T et nol|Yne+1 — Zool|lF < T'. 1l est alors immédiat par récurrence que pour n > ng on
a [|ynt1 — ToollF < L. Le point i) est donc démontré.

Pour démontrer le point ii), on commence par vérifier que z,, appartient bien & F. Mais c’est immédiat
par récurrence puisque si z, € F et 2,41 € FE on a bien Ty (zp,- .-, 2n, 2n+1) € F.
On écrit alors

||zn+1 - xoo”F = ”Tk(zna s aznazn+1) - Tk(xocn .- '71'007'7700)”17
< ”Tk(zna s 7zn7zn+1) - Tk(zna . -aznaxoo)”F
+||Tk(zn; - -7Zn7$oo) - Tk(xooa B 71.007'1.00)”17'

< C1R?||znllpllznt1 — Zoolle + C1(k = 1) sup(||zallp, |zcollp) 12n — zoo |l Ry~

Or on sait que que limsup,,_, o, 7||2n — Zoo||E < 00. 1l existe donc une constante Cy qui ne dépend pas de n
telle que ||zn41 — Tool|F < C4%(||zn — Tool|lF + ||Zoo]|F) €t on conclut comme pour la suite (Y, )nen-

Pour démontrer le point iii), on commence par vérifier que w,, appartient bien & F. Mais c’est immédiat
par récurrence puisque si w, € F et w, 1 € E on a bien DTy (wy,).wny1 € F.
On écrit alors

lwnt1 — Teol|F
= |Tk(wn, , - - -, wn) + DTk (wn).(Wnt1 — wn) — Tp(Too, - - -, Too) || F
S ||DTk(wn)-(wn+1 - wn)”F + ||Tk(wna .. -awn) - Tk(xoo; v axoo)”F
< CLkRy ™ JwpFllwnt1 — wnlls + CrkRy ™ min(|[wn|| 7, [[2oo[|2) Dl|wn — Zoollm

Or on sait que que limsup,, ., 2"||w, — Zo||E < 00. Il existe donc une constante Cs qui ne dépend pas
de n telle que [|[wpt1 — ToollFr < C527"(||wn — Zool|F + ||Zo||F) €t on conclut facilement : on choisit ng tel
que 2%50— < 1 et on choisit T tel que 2Cs||z|lF < T et 2™ ||wpet1 — Too|lp < T. 11 est alors immédiat par
récurrence que pour n > g on a |[Wnt1 — ToeollF < 2.

7. Cas d’un contrdle plus faible.

Les résultats du Théoréme 5 restent valables méme si on suppose qu’il faut contréler la norme dans F
de tous les arguments x; (au lieu d’un seul dans le Théoréme 5), pourvu que l'influence de tous les termes
sauf un ne soit que partielle :

Théoréme 6. —

Les résultats du Théoréme 5 restent valables sous Uhypothése plus faible que, pour un 8 €]0,1[ et une
constante Cy, on a pour tous Ty,...,Tp € F

IT (@1, @x)llr < Cy min ( lzille T leille + ) leillfllesGllzills ez TT lzde )
== 1#i i 1#i,

La démonstration du théoreme 6 suit le modele du théoreme 5. La principale difficulté est de justifier
que z, et w, appartiennent bien & F'. Cela se vérifie par le lemme suivant :

Lemme 3. —



Soient E et F deuz espaces de Banach tels que F s’injecte continument dans E. Soit L un opérateur
linéaire continu de E dans E et de F dans F tel que
i) la norme d’opérateur de L sur E soit strictement plus petite que 1 : ||Lz||g < A1||z||g avec 41 < 1
i) pour un 0 €]0,1[, L soit continu de [F,E]g 1 dans F : ||Lz||p < Ag||z||5?||]|%-

1
Alors Id — L est inversible sur F. (Plus précisément, on a limsup,,_, ||Lk||E(F P < Ap).

Démonstration du lemme 3. — Siz € E, ona (Id— L)'z = Y, L*z. Or,siz € F, on a
|IL*1z||p = ||L(LFz)||r < As||Lrz||% P (A¥||2||£)?. Si on choisit T assez grand pour que As||z||% < A;T?
et ||z]|r < T, on obtient par récurrence que ||L¥z||r < TA¥. En particulier, on a (si ||z]|r < As||z||F)
”LkHE(F,F) < (1 + A3(%)%)A’f-

Démonstration du théoréme 6. —
Comme pour le théoréme 5, on consideére d’abord la suite (a,),enw définie par ag = 0 et ap41 =
2o + Tk (an,-.-,a,). On a

lante — @ny1llF = |Tk(ant1,--->an41) — Ti(@n, - - -, an)l|F .
2
< Cik([lant1 — anlle sup(llanllF, l|ans1ll7) (sup(llan |z, llans1ll£))

—0 k—1—0
Hllant1 = anll% llant1 = anllz* sup(llanlle, [lantalle)? (sup(llanll e, [lantllx)) )

% Il existe donc une

Or on sait que |la,||lz < Rk pour tout n et que limsup,,_, . n%||ant1 — anlle < k.,

constante C> qui ne dépend pas de n telle que

1 1 -
lan+> = antallr < Co (=5 sup(llanllr, llantallr) + —55 sup(llanlle; lantalle) llants = anllz™)-

En utilisant I'inégalité de Young, on voit que pour tout € > 0 il existe une constante D2(€) qui ne dépend
pas de n telle que

1
llan+2 = antillr < €llants = anllr + Da(e) 5 sup(llan||F, lan+illr)-

On prend e =1/4. Si M, =YL, |lai — ai—1]|F et W, on a

Wn D-
Wbl S Tt s
Pour n > 3, on a donc n®wnpq1 < Dy + %(n — 1)%w, et donc wpy1 < S“p(w[:l% = % Cela donne
Mo < (1- %)_anH. On a donc sup,,cn M, < 00 et donc sup,cn 1n?||ant1 — an||r < 0. Cela prouve

que a, converge dans F' et donc que z, € F.

Pour estimer y,,, on écrit

lYnt1 — Toollr = [Tk (Yns -1 Yn) = Tk (Toos - - -, Too) || P .
-2
< Cik(llyn = ool sup(llynllr, |2coll#) (sup(llynll&; ool s))

—9 k—1-—0
Hlyn = zooll% 1yn = 2ol sup(llynllr, lzoollr)® (sup(llynlle, 1zl £)) )

Or on sait que que limsup,,_, . 7||Yn — Zool|E < 00. 1l existe donc une constante Cs qui ne dépend pas de n
telle que

1 1 -
1gn 41 = zeollr < Cs (— sup(llynllr, [17eolr) + -5 sup(llynll s ool ) llyn — ool )

En utilisant I'inégalité de Young, on voit que pour tout € > 0 il existe une constante D3(e) qui ne dépend
pas de n telle que

1
[Yn+1 = Zoollr < €llyn = zoollr + Dale) ~(llyn — zoollr + |20l F)-
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On prend € = 1/4. On choisit alors ng > 2 tel que % < i et on choisit I tel que 4D3||zo||lFr < T et

10[[Yno+1 — Toollr < T. 1l est alors immédiat par récurrence que pour n > ng on a [[Ypt1 — ZToo||r < L.

Pour estimer z,, on écrit

||zn+1 - moo”F = ||Tk(2!n, .- 7zn7zn+1) - Tk(mOO7 - '7:1:007'7:00)”17
< ”Tk(zna EE 7zn7zn+1) - Tk(zna .- 'aznamoo)”F
+||Tk(zﬂ7 .- '7zn7m00) - Tk(mooa .. 7mooymoo)||F

k-2
< Ci(llzn41 = zoolle sup(llznllr, lzoollr) (sup(llzalle [|@oo | 2)
Hlznr1 = 2ooll% lznt1 — 2ol supllzallr, lzoollF)’ (sup(lizalle, lzoollE))
k-2
+C1(k = 1) (|lzn = zoollz sup(ll2nllr, lzsoll7) (sup(l|zall 2, 2o |l )

— k—1-0
Hizn = 2oollf 120 — oollz " sup(llzallr, llzsoll7)® (sup(llzallp, 2ol 2)) )

k—1-0
)

Or on sait que que limsup,,_, ., 7||2n — Zoo||E < 00. 1l existe donc une constante Cy qui ne dépend pas de n
telle que

(sup(llznllF,llwoollF) +(sup(llznllF,llwoollF))a(

L L o = oo 5 + 21 = 7ol577)).

[|2n+1 — Too|lF < C4

En utilisant I'inégalité de Young, on voit que pour tout € > 0 il existe une constante D4(€e) qui ne dépend
pas de n telle que

1
[2n+1 = ZoollP < €(l[2n — ZoollF + (12011 — ToollF) + Dal€) = ([|l2n — ToollF + [|7oollF)-

n
On prend € = 1/5. On obtient alors

1 5 1
lznt1 = Zoollr < Jllon = Zoollr + 7 Da(llzn — wocllr + llzeollr)

et on conclut comme pour la suite (y,)neN-

Pour estimer w,, on écrit

lwnt1 — ZoollF
= ”Tk(wna PR an) + DTk(wn)‘(wTH-l - wn) - Tk(xooa s axoo)”F
< ”DTk(wn)(wn—i-l - wn)”F + ||Tk(wn; tee :wn) - Tk(xoo; s axoo)”F
< CLkRy ™2 |[wn|pllwni1 — walls + CrkRE™ min(|lwn|#, [|2]|#)|)[lwn — zoolls
< CikRy* ([lwnir = wallg wallr + lwnsr = wallf lwnr = wallz® lwallf lwallz?)
+C1 kR (lwn = ool sup(l|wnllr, |20o] I F)

— 1-40
Hlwn = 2ol llwn — 2ol sup(llwalle, 2o ll#)’ (sup(llwnlle, lzsll£)) )

Or on sait que que limsup,,_, ., 2"||w, — Zo||E < 00. 1l existe donc une constante C5 qui ne dépend pas de
n telle que

sup(||wn||p, ||m00||F) (Sup(”wn”Fa ||$oo||F))a(”

—0 —6
on on Wp — 33'00“}7‘ + ||wn+1 - woo”}? ))

lwnt1 — ZoollF < Cs (

En utilisant I'inégalité de Young, on voit que pour tout € > 0 il existe une constante Dj(e) qui ne dépend
pas de n telle que

1
lwnt1 = zoollp < €([lwn = 2oollp + lwnsr = Toollr) + Dale) o (lwn — oollr + [lwooll)-



On prend € = 1/5. On obtient alors

1 1
lwnt1 = ZoollF < Zllwn = Zoollr + 7 Ds o (lwn = Zoollr + 2o F)

et on conclut facilement : on choisit ng tel que %DM%O < % et on choisit T" tel que %D5||£L'OO|| Fr <
2" ||lwpy41 — Zoo||F < T. 1l est alors immédiat par récurrence que pour n > ng on a [[wpt1 — Zeo||F < 57

8. Exemple.

Dans [2], Furioli, Lemarié-Rieusset, Zahrouni et Zhioua étudient la régularité des solutions de Koch
et Tataru pour les équations de Navier—Stokes. Ils considerent donc les équations suivantes sur (t,x),
t €]10,00[, z € R? :
Qi=AG—-TPV-(G®d), V-4=0
ou IP est le projecteur orthogonal sur les champs de vecteurs a divergence nulle. La résolution du probleme
de Cauchy associé & la valeur initiale g revient & étudier les solutions de ’équation intégrale

t
7= ety — / =AY (7 @ ) ds.
0

On définit donc l'opérateur bilinéaire B par
¢ —
B(@,5)(t) = / (=AY (7 % ) ds.
0

Le résultat fondamental de Koch et Tataru [3] est alors le suivant :

Théoréme 7. —
L’opérateur B est bilinéaire continu sur l'espace E = £3 ou £ est l’espace des fonctions f définies sur
10, 00[xIR? telles que :
i) Vt f(t,x) € L=(]0, 0o[xIR?)
“) SUPo<t,z0€R? ﬁ% f0<s<t,\x—mo\<\/i |f|2 ds dz < 00
iii) supo.cy If (| ot < 00
Le probléme de Cauchy sera alors bien posé si @, vérifie la condition de Koch et Tataru : e!*@, appartient
a E avec une norme petite (Théoréme 1). Si de plus @, vérifie une condition d’intégrabilité ou de régularité,
cette condition est préservée en tout temps (Théorémes 5 et 6): si iy € (S)® vérifie la condition de Koch et
Tataru et si @ est la solution associée a g, si de plus @y appartient & I'un des espaces de Banach G suivants
i) espace de Lebesgue G = LP,1 < p < 00
ii) espace de Besov homogene G = Bf,*q, 1<p<o0,1<g<o0,s>—-1
alors si @p € G® on a i@ € L>(]0, oo[, G?).

Dans [2], la démonstration de ce résultat de persistance de régularité passe par la démonstration que @y
et @ appartiennent 3 un certain espace de Banach F = X3 :
i) Cas des espaces de Lebesgue :

Si G = LP, on choisit X = L*(]0,00[, LP). Il suffit de remarquer qu’on a ||fgll, < [|fllp 9]l €t

1 *gllp < Ifllp llglli- Il est alors immédiat que B est continu de E x F vers F et de F' x E vers F. Par
o t o 7 o 3
exemple, ||B(@,B)llp < C fy 77=7zV5l1d()llos 18(s)llp ds < C'supysg VEIE(H)lloo supyso 1B(E)]p-

ii) Cas des espaces singuliers (G = B;"I, §<0):
On choisit

X = {5 / 7 f(t.2) € 40, o0, %, IP(da)}

Il est encore facile de vérifier que B est continu de E x F vers F' et de F' x E vers F.
iii) Cas des espaces de régularité nulle (G = B,?%,5 = 0) :
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On remarque que B3N B3> C 32;1/2’(’0. On peut alors choisitr X = {f / sup;sqt'/*(|f(t,.)||2p < 00}
iv) Cas des espaces réguliers (G = B;’q, s>0):
On choisit )
X = 10, o0], By").

On part de I'inégalité bien connue

179l e < 1l gallglloo + 1 llcollgl e

Elle permet de démontrer que B est continue de (ENF) x (ENF) vers F. Mais pour appliquer le théoréme 6,
il faut affaiblir le role de la norme ||g||}-3;,q. Pour cela, on montre dans [2] que, pour s > 0, si s/(s+1) < A < 1,

sife B’Z’q N Bgol"x’ et g€ B;,’q N L*°, alors on peut décomposer fg en fg =u+ v ol
lull s < Cr [1Fl1g300 llglloc

et
[0l gs-xa < Co (Il Nglloo) ™ (Il =1 llgllgza)™.

On obtient alors

-

1B(d, B

goa < C3A+ CyB
P

avec ‘
11 . -
A= [ =T VAl 1505 ds
et .
B :/ (t— S)—I/Z—)\/2S—1/2+/\/2 LU(S) ds
0
ou

w(s) = 1B gea I 1864 (V3lA0),

r=1/1-AX) etr'=1/A Dou

1B, B)llpe.o < Cs(l@lsllBlle + 1B 1B @™ Nald").
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