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Résumé : Nous donnons une preuve élémentaire de la non-existence de solutions auto-similaires de Leray
d’énergie localement finie au voisinage du point d’explosion, en réécrivant la preuve de Tsai & 'aide des
espaces de Lorentz.

Abstract : We prove that there exists no non-trivial self-similar Leray soution with locally bounded energy
in the neighbourhood of the blow-up point. We just rewrite Tsai’s proof with help of Lorentz spaces.

L’étude des équations de Navier—Stokes sur ]0, +oo[xIR? :

) {atﬁzm—v(*@ﬁ)—ﬁp
Vi=0

est pour 'essentiel menée dans la cadre des solutions faibles de Leray [LER 34] ou des solutions milds de
Kato [FUJK 64] [KAT 84]. L’inconnue auxiliaire p est la pression, dont le role est de maintenir la divergence
de @ égale & 0.

Le résultat classique de Leray exprime ’existence en tout temps d’une solution faible de ces équations
associée & une donnée initiale de carré intégrable :

Théoréme 1 : (Leray [LER 34])

Soit @y € (L*(IR®))3 telle que V.dy = 0. Alors il existe une solution (au sens des distributions)
@ des équations de Nawvier-Stokes sur ]0,00[xR® telle que @ € L*((0,00), (L?)3) N L2((0,00), (H')3) et
limy_,o+ ||@ — @o||]2 = 0. De plus, on peut imposer d cette solution @ de vérifier I'inégalité d’énergie de Leray

t
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Ni l'unicité ni la régularité de ces solutions faibles n’ont pu encore étre établies.
En 1934, Leray [LER 34] proposa I’étude des solutions auto-similaires des équations de Navier—Stokes
pour essayer d’exhiber des solutions qui développent une singularité en temps fini. Ces solutiogs auto-

similaires avec explosion au temps T™* sont données sur [0, T*[xIR® par la formule @(t,z) = A(t)U(A(t)z)
R SN : .
avec \(t) = oPreTy (ot la constante a est strictement positive).

Ce n’est que récemment que le probléme de ’existence ou non de solutions auto-similaires non triviales
a été résolu. En 1996, Necas, Ruzicka et Sverdk [NECRS 96] ont montré que la seule solution U € (L3(IR%))3
était la solution triviale U = 0. (On remarquera que si la solution auto-similaire @ est une solution faible de
Leray - avec @ € L°((0,T*), (L?)3)NL2((0,T*), (H)3), alors U € (H')3 C (L3)3.) Ce résultat a ensuite été
étendu par Tsai [TSA 98] au cas U € (Co(IR®))* ainsi qu’au cas des solutions @ dont on contrdle localement
I’énergie au voisinage du point d’explosion :



Théoréme 2 : (Tsai [TSA 98])
Soit T* > 0 et soit @ € (D'(J0, T[xIR?))? telle que :
(A) @ est solution des équations de Navier—Stokes sur]0, T*[xIR? :

Ip € D'(]0, T[xIR?)
(B) p et @ sont auto-similaires :
30 e (D'(R%))? Ip € D'(R®) {

avec A(t) = \/ﬁ ol a est une constante strictement positive

(C) Vénergie de i est controlée au voisinage det = T* et x =0 : il existe Ty < T* et ro > 0 tels que

I
sup / l@(t, z)|? do < oo et / / IV ®d(t,z)|? de dt < oo
lz|<ro To Jlz|<ro

To<t<T*
alors @ = 0.

Le but de ce texte est de donner une démonstration “élémentaire” des résultats de Tsai, en évitant tout
recours & la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg [CAFKN 82] mais en utilisant massivement les espaces
de Lorentz LP1.

1. Le lemme d’Yves Meyer.

Mon attention sur le role des espaces de Lorentz dans 1’étude des équations de Navier—Stokes remonte
3 la démonstration par Yves Meyer du théoreéme d’unicité L3 que j’avais obtenu avec Furioli et Terraneo :

Théoréme 3 : (Unicité L* [FURLT 00])
Si @ et @ sont deuz solutions (au sens des distributions) des équations de Navier-Stokes sur 0, T[xIR?
telles que @ € C([0,T), (L3)%), 7€ C([0,T), (L3)?®) et =7 ent =0, alors @ = @ sur [0,T[ tout entier.

La démonstration que j’en avais donnée en 1997 avec Furioli et Terraneo dans [FURLT 00] se basait sur
les espaces de Besov et 'utilisation des paraproduits (dans la lignée du livre de Cannone [CAN 95]). Peu
apres, Meyer [MEY 99] proposa une démonstration plus simple en utilisant I’espace L** de Lorentz.

Nous allons utiliser dans la suite a plusieurs reprises le lemme d’Yves Meyer, qui était I’outil principal de
sa démonstration du théoréme d’unicité. Pour 1 < p < oo, on convient d’appeler L (]0, oo[, LP:*°) I’espace
des fonctions mesurables (pour la mesure de Lebesgue) sur ]0, +0o[xIR? telles que pour presque tout ¢ > 0
on a f(t,.) € LP*®(IR?) et telle que t > ||f(t,.)||Ls. soit une fonction essentiellement bornée. Le lemme
d’Yves Meyer était alors le suivant :

Lemme 1 : (Lemme d’Yves Meyer [MEY 99])
Soient p €]1,3[ et 1/g=1/p—1/3. Alors :

Vf € L°(0, 0], P /m V=R f(r, ) dr € LT
0

Nous allons donner deux démonstrations du lemme 1, en nous basant sur des propriétés d’interpolation
élémentaires des espaces de Lorentz.



2. Propriétés élémentaires d’interpolation.

Si deux espaces de Banach Ay et A; continument plongés dans un autre espace de Banach As, AgNA; =
{a € A / a€ Agetac Al} et Ag + A1 = {a € A, / dag € Ag da1 € A1 a = a0+a1} sont bien définis.
Ils sont normés par ||a||AoﬂA1 = max(”a”Aoa ||a||A1) et ||a||A0+A1 = Milg=qag+ay ”aO”Ao + ||a1||A1' On vérifie
facilement que ce sont des espaces de Banach et que l'on a les injections continues Ag N A; C A; C Ag+ 4
pourt=0eti=1.

Si B est un espace de Banach et si T est un opérateur linéaire de B dans Ay N Ay, alors T est continu
de B dans Aj et de B dans A; si et seulement si T' est continu de B dans Ag N A;. De méme, si B est un
espace de Banach et si T' est un opérateur linéaire de de Ag + A; dans B, alors T est continu de 4y dans B
et de A; dans B si et seulement si T est continu de Ay + A; dans B.

Définition 1 : (Espaces d’interpolation d’exposant )

Soient deur espaces de Banach Aqg et A1 (continument plongés dans un autre espace de Banach). Soit
0 € [0,1]. Un espace de Banach X est un espace d’interpolation de Ay et de Ay d’exposant 6 s’il vérifie les
trois conditions suivantes :
i) ApN Ay C X C Ag + Ay (injections continues)
i1) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout espace de Banach B et tout opérateur linéaire continu
T de B dans Ag N Ay, les normes d’opérateurs de T vérifient

ITlleqs,x) < ONTIED A 1T 1500

ii1) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout espace de Banach B et tout opérateur linéaire continu
T de Ay + Ay dans B, les normes d’opérateurs de T vérifient

ITllcex,z) < CUTIS S, T ar )

Dans ce qui suit, on suppose toujours Ag et A; continument plongés dans un autre espace de Banach.
On a alors le résultat élémentaire suivant :

Lemme 2 : (Minimalité de [Ag, A1]g,1)
Pour 0 < 0 < 1, on définit l’espace

a= Zje% aj
[Ao, A1]p = {a € Ao + A1 / I(aj)jem € (Ao N Ar)% Yiex 2__]0||aj||Ao <oo }
e 2 ajlla, < oo

muni de la norme _ _
||a||[A07A1]6,1 = Inin Z 27]9”0’1'”‘40 + Z 2](170)”01]_”‘41.

=2 ez jeX JEZ

Alors pour un espace de Banach X tel que Ag N Ay C X (injection continue), les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

(A) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout espace de Banach B et tout opérateur linéaire continu
T de B dans Ao N A1, les normes d’opérateurs de T vérifient

1Tl eem,%) < ClITIEH a0 ITNZ(5,41)
(B) 1l existe une constante C > 0 telle que pour tout a € Ag N Ay on a
llallx < Cllallls,’llall,

(C) [Ao, A1]o,1 C X (injection continue)



L’équivalence des propriétés (B) et (C) dans le lemme 2 provient de la décomposition atomique de
[A05A1]0,1 :

Lemme 3 : (atomes de [Ag, A1]s,1)
a € [Ag, A1]o si et seulement si a peut se décomposer en

a= Z AnGp avec sup ||an||i1_06||an||f4l <1let Z [An| < 0.
nelN ne€N neN

De plus, la norme ||al|[y,4,1,, €st équivalente a

m1n(Z |)\ | / a = Z /\nanu Sup ”an“Aoa“an”gh S 1)

neN nelN

L’intérét des décompositions atomiques est le suivant :

Lemme 4 : (décompositions atomiques)

Soit E un espace de Banach et soit A une partie de la boule-unité fermée de E.

L’espace atomique engendré par A est l’espace F' défini par a € F' si et seulement si a € E et a peut se
décomposer en a =3 . AnGn avec a, € A pour tout n et Y |An| < 00. F est normé par

lallr = min(} " [Aal / a= " Anan,an € A).

nelN nelN

Alors F' est un espace de Banach, F s’injecte continument dans E (on a plus précisément ||a||g < ||a||lr). De
plus, si B est un espace de Banach et si T est une application linéaire définie sur l’espace des combinaisons
linéaires finies des éléments de A a valeurs dans B, alors T s’étend en une aplication linéaire continue de
F dans B si et seulement si sup,c 4 ||T(a)||B < oco.

Si E est séparable, alors l’espace L*(IR,F) des fonctions a valeurs dans F et intégrables au sens de
Bochner admet une décomposition atomique basée sur A :

YR, F) —{Z)\nxn Jan / Z|)\|<oo aneAet/|Xn )| dt <1}

n€eN neN

et
1z = min (D Al / F(E) =D Aaxa(t)an pp. )

neN nelN

Un autre résultat élémentaire d’interpolation utile est le suivant :

Lemme 5 : (Maximalité de [Ag, A1]p,00)
Pour 0 < 0 < 1, on définit l’espace

a= Zje% aj
[Ao, A1]p,c0 = {a € Ao+ Ay / Iaj)jem € (Ao N A)% SUpjez 279 |aj]|a, < 00 }
supjez 2709 aj]l4, < 00

muni de la norme

||a||[A0aA1]G,1 = min sup 2~ 7 ”a]”Ao + sup 2](1 e)HaJ”fh
a= z % JEZ

Alors pour un espace de Banach X tel que X C Ag + A1 (injection continue), les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :



(A) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout espace de Banach B et tout opérateur linéaire continu
T de Ay + Ay dans B, les normes d’opérateurs de T vérifient

1Tz x,8) < C||T||1LZ,ZO,B)||T||%(A1,B)

(B) 1l existe une constante C > 0 telle que pour tout a € X et tout A > 0 il existe ag € Ag et A; € Ay tels
que
a=ag+ai, [laolla, < Cllalx A7, llai|la, < CllallxA~*

(C) X C [Ao, A1]g,0 (injection continue)

L’équivalence des propriétés (B) et (C) dans le lemme 5 provient de la propriété de meilleure approxi-
mation des éléments de [Ag, A1]g,00 :

Lemme 6 : (meilleure approximation)
a € [Ag,Ai]pq si et seulement si a peut se décomposer pour tout A > 0 en a = ax + by avec
SuPxso [|laall 4o A ™% + [|balla, A7 < 0o. De plus, la norme llall{a,41]6... €St équivalente a

sup min |laol|ap A0 + [Jar]|a, A7,
A>0 @=ao+a1

3. Le lemme de Meyer : premiére preuve.

La preuve la plus simple du lemme 1 est basée sur le résultat classique d’interpolation [BERL 76] [LEM
02] :

Lemme 7 : (LP* comme espace d’interpolation)
L3/2,oo = [L17L2]2/3,oo et L3> = [L27Loo]1/3,oo

Nous utiliserons alors comme seuls ingrédients les estimations LP — L? pour le noyau de la chaleur :

Lemme 8 : (Noyau de la chaleur)
Liopérateur e2/? est un opérateur de convolution avec un noyau appartenant ¢ L' N L. L’opérateur
—Ae?/? est un opérateur de convolution avec un noyau appartenant & L. En particulier, /—Ae® est
continu de LP dans L7 pour tous 1 < p < q < 0o et compte tenu de ’homogénéité des normes LP et LY on
a, pour tous 1 < p < q < o0,

(3) sup [lv _ACSA||L(LP(IR3),L‘1(R3))3%+%(%_%) < oc.
El

Démonstration du lemme 1 :

On applique (3) Ag=2pour p=1et p=2: on a ||e®XvV=Af|l2 < C||fll1s7* et ||e**vV=Af||2 <
C||f|l2s~/2, d’ou par interpolation ||e*2*v/=Af|ls < C||f||rs/2.~5"%/%. De méme, en appliquant (3) 2
g =oopourp=1T1etp=2 onaeV=Af[leo < Clfllis 2 et [le*V=Afllc < C||fllas */*, ot
le*AV=Aflloo < ClIfllpsrzcas /2

On estime alors facilement [~ e**/=Af ds : pour A > 0, on écrit

A A
/ lle*AV=Ag||z1 ds < c/ (5, ) psr2.0083/* ds < ACAYA|| £l oo 372,00
0 0 e

et
/ le*AvV=Ag|| s ds < 0/ £ (8, )lpsrzees /% ds < 2CA72|| | e /200 -
A A L

5



Comme ces inégalités sont valables pour tout A, on obtient bien fooo e*AV/—=Af ds € [L?,L>), /3,00 = L3>,
O

4. Le lemme de Meyer : deuxieme preuve.

Une autre preuve du lemme 1 se fait par dualité & partir des résultat classiques d’interpolation [BERL
76] [LEM 02] :

Lemme 9 : (LP*° comme espace dual)
Z) L3/2,1 — [L17L2]2/371 et L3,1 — [L2,L°°]1/371
i) L3/2°° = (L31)" et L3> = (L3/21),

Pour prouver le lemme 1, nous définissons F' = f0°° e’2v/—=Af ds. Pour prouver F' € L3 nous utilisons
la décomposition atomique de L3/%! = [L*, L%, /5 ; et nous chechons & prouver I’existence d’une constante
Cr telle que

vgeL'nL?| [ Fydsl < Crlgli gl

Par ailleurs, 'opérateur e*2v/—A est auto-adjoint et la dualité L31, L3/2:° permet d’écrire
o
| [ Fo del < Clfll e [ eV =Bglson ds
0

. Ainsi, le lemme 1 est clairement une conséquence du lemme suivant :

Lemme 10 :
1l eziste une constante C telle que

oo
VgeL'nL’ / le**v/=Aglls ds < Cllglhllgly".
0

Démonstration du lemme 10 :

Nous utilisons & nouveau les estimations LP? — L7 pour le noyau de la chaleur. On applique (3) &
p=1pourg=2et qg=o0: onalleV=Agl < Cllgllis */* et [le**v=Aglloc < Cllgllis>, dot par
interpolation ||e*2v/—Ag||Ls1 < C|lg|lis~3/%. De méme, en appliquant (3) & p =2 pour ¢ = 2 et ¢ = o0, on
a [le*®v/=Agll> < Cllgllas™'/? et [|e**v/=Aglloo < Cllgllas™/%, ot [le*2v/=Ag]|s1 < Cllgll2s™3/4.

On estime alors facilement [;° [|e**v/—Ag||s1 ds : pour A > 0, on écrit

A A
|| et V=s dsl <€ [ lgls™/* ds = 4c41* g,
0 0

et
I / A V=AS dslleo < C / lgllis=/* ds = 2CA™2lg]l.
A A

On conclut en choisissant A = (}IZII;)4/3_ .
Par la décomposition atomique de L*/%" et de L Li/m, le lemme 10 se réécrit en :

Lemme 11 : (Version duale du lemme de Yves Meyer)
11 existe une constante C telle que
i) pour tout g € L3>/>'(IR?), on a

o0
/ >V "Bgllzon ds < Cllgl|poras

0
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i) pour tout g € L*([0, +o0[, L3> (IR?)), on a

t
/ =2/ Ag(s,.) ds € L'([0, +oo[, L*/>*(IR?))
0

et

(] t
/ I / =D TRy (s, ) dsl|gas dt < Cllgll, s oo
0 0 e

Par une preuve exactement similaire, on obtient également ce lemme qui nous sera tres utile :

Lemme 12 :
1l existe une constante C telle que
i) pour tout g € L>*(R?), on a

/0 e V=Rglloe ds < Cllgllusn

i) pour tout g € L'([0,+oo[, L>'(R?)), on a

/ =918 TR (s, ) ds € L ([0, +o0], Co(R?))

0

et

oo t
/0 I /0 =92 V= Ag(s, ) dslloo dt < Cllgll g2

5. Solutions auto-similaires et principe du maximum.

Les preuves de Necas, Ruzicka et Sverak [NECRS 96] et de Tsai [TSA 98] reposent sur le principe
du maximum de Hopf. Nous allons énoncer le résultat de non-existence dans un cadre particulier, qui
se démontrera immédiatement par le principe du maximum, puis dans les sections suivantes on montrera
comment se ramener au cas particulier.

On considere donc une solution auto-similaire des équations de Navier—Stokes (1). Nous nous plagons
a priori dans le cadre de solutions faibles : nous demandons que @ soit un champ de vecteurs localement de
carré intégrable sur ]O,T"‘[x]R3 et qu’il existe une distribution p € D'((0,T*) x IR?) telle que, au sens des
distributions, on ait

(4)

Dire que 4 est une solution auto-similaire de Leray, c’est demander que # soit de la forme

1

(5) i(t, ) = MOT (D)) with A1) =~z

pour une constante a > 0 et un champ de vecteurs U € (L7 .(R*))3. (4) et (5) donnent une équation sur
p: Vplt,z) = AMt)3FAt)z) ou @ = AU = V.U @ U —al — a(X.V)U. Cela entraine que p est de la
forme p(t, z) = A(t)2P(A(t)z) + q(t) pour deux distributions P € D'(IR?) et g € D'((0,T*)). Nous pouvons

supposer ¢ = 0, puisque seul le gradient (en z) de p intervient dans 1’équation (4).

7



Finalement, on voit que les solutions auto-similaires (@, p) sont données par les équations

(6)

Le théoréme fondamental de [NECRS 96] et de [TSA 98] est alors :

Théoréme 3 : (Solutions auto-similaires réguliéres & croissance lente)
Soient U € (C2(IR?))3 et P € C2(R®) des solutions des équations de Leray :

{Aﬁ:aﬁ+a()€.ﬁ)ﬁ+ﬁﬁ®ﬁ+ﬁp
0

ul:;(i”z)l =0 alors U est constante.

aveca>0. SiU et P vérifient de plus lim,_, =0 etlim,_,

Démonstration : La démonstration repose sur 'introduction de la fonction II = %|(7 2+ P+aX.U et de
Popérateur différentiel £Lf = Af — (U + aX).VJ.

Etapen°1:£ﬂ20. L Y L.
On commence par remarquer que (X.V)U est de divergence nulle puisqu'on a V.((X.V)U) = V.U +
(X.V)(V.U). Cela permet d’écrire

3 3

3
AP == "% 0;0:(UUx) = = > Y UsdU;

j=1k=1 J=1k=1

(en prenant la divergence des équations de Leray). Par ailleurs, A(X.U) = X.AU + 2V.U = X.AU et
A3|0))? = U.AU + |V @UJ?. Cela donne ATl = [V @ U = Y3, Y4, 8;Us0kU; + (U + aX).AU. Enfin,
on calcule facilement

— - = —

(U +aX).VI = (U + aX).(VP + aU + (U + aX).V)U) = (U + aX).AU

et donc

3 3

3 3
X o 1
(7) LU= VU= Y 0Usdl; = 3 > > 10;Uk — 0kUs|* > 0.

j=1 k=1 j=1 k=1

Etape n° 2 : Le principe du maximum.
Le principe du maximum de Hopf est démontré ensuite dans une variante qui correspond & notre
probleme :

Lemme 13 : (Principe du maximum)
SoientT1, by,. .., by des fonctions & valeurs réelles telles que TT € C2(R?) et, pourj = 1...,3, b; € C(R?)

avec lim,_, b5@) — 0. Soient a > 0, b= by,...,b3) et soit X le champ de vecteur identité sur R® :
|z]

X(x) = (1,...,23). Sous les hypothéses

- —

ATl — (b+aX).VII >0 et lim =0,




II est constante.

Démonstration du lemme 13 : On définit Popérateur différentiel £ par Lf = Af — (l_;+ af).ﬁf. On a
donc pour hypothese que LIT > 0.

Supposons que II ne soit pas constante : pour deux points Xg et X3 on a II(Xy) < II(X7). Soient alors
Ry et Ry deux réels strictement positifs tels que Ry < |Xo — X1| < Ry ou R; est choisi assez grand pour
garantir que aR? > 6 et que, losrque |z — Xo| > Ry, on a |b(z) + aXo| < a|z — Xo|/2 et ot Ry est choisi
assez petit pour garantir que, losrque |z — Xo| < Rp, on a II(z) < (II(Xo) + 1I(X1))/2. On considére alors la
fonction V(z) = II(z) + oz(e_m””_x0|2 — 7|z — Xo|?), ot les nombres réels strictement positifs «, 3 et v sont
choisi de la maniere suivante :
i) on choisit en premier lieu 3 suffisamment grand pour garantir que la fonction ¢g(z) = e=# 2=Xol* vérifie
Lpp > 0 lorsque |z — Xo| > Ry. Un tel choix est toujour possible :

Lo = e Ple=Xol B((48 + 2a)|z — Xo|2 — 6 + 2(b + aXo).(X — Xo));
comme |b(z)| peut se majorer par C(Ro)|x — Xo| pour |z — Xo| > Ro, il nous suffit de choisir 8 > 0 avec
4B +2a > C(Ro) + 6Ry % + a| Xo| Ry *.
ii) on choisit ensuite v suffisamment petit pour garantir que la fonction ¥ (z) = |z — Xo|? vérifie I'inégalité
Y SUP Ry < |2—Xo <Ry |LY(®)| < MiNg, <)z xo<r, Lp(T)-
iii) finalement, on choisit ensuite « suffisamment petit pour garantir que

a sup |pg(z) — 9 (z)| < (IL(X1) — I(Xo)) /4.
|z—Xo|<R:

La fonction V est de classe C? ; de plus, V(z) ~ —ay|z|? quand z — oo, donc V atteint son maximum
en un point X5 ; en ce point, on a nécessairement VV (X5) = 0 et AV (X3) < 0, et donc LV (X3) < 0. Or
* | Xy — Xo| < Ry est impossible : losque |z — Xo| < Rp, on a V(z) < II(Xo) + 2(TI(X1) — II(Xp)) < V(X1).
e Ry < | X2 — Xo| < Ry est impossible : pour Ry < |z — Xo| < Ry, on a y|Ly(z)| < Log(z) et LII(x) > 0,
d’ou LV (z) > 0.
¢ Ri < |Xy — Xo| est impossible : pour |z — Xo| > Ry, on a Log(xz) > 0, LII(x) > 0 et Ly(z) =
6 — 2(b + aX,).(X — Xo) — 2alz — Xo|2 < 6 — alz — Xo|2> < 0, d’olt LV (z) > 0.

Donc, IT doit étre constante. O

Etape n° 3 : Fin de la démonstration.

Le lemme 13 donne donc que la fonction II est constante et donc que LII = 0. L’égalité (7) donne alors
que 0;Uy = OxU; pour j,k € {1,...,3} ; comme U est a divergence nulle, on a donc U=VF pour une
fonction harmonique F. Ainsi, pour 1 < j < 3, U; est une fonction harmonique sur R? qui est o(|z|) &
I'infini ; en particulier, U; est une distribution tempérée harmonique, donc un polynéme harmonique, et sa
trop faible croissance a 'infini entraine alors qu’elle est constante. |

6. Le premier théoreme de Tsai.
Nous pouvons maintenant démontrer le premier théoreme de Tsai [TSA 98] :

Théoréme 4 : (Solutions auto-similaires bornées)

—

Si 4@ = AR UA(t)z) est une solution auto-similaire de Leray des équations de Navier—Stokes avec
U € (Co)3, alors @ = 0.

Démonstration : Du fait que @ s’annule & I’infini, nous savons [FURLT 00] [LEM 02] que nous pouvons
utiliser le projecteur de Leray IP pour calculer la pression p en fonction de 4 : @ est solution des équations
de Navier—Stokes :

&l = Al — PV.(7 ® u)
® { v

<l

b=

©



et p se calcule & partir de Vp = (Id—IP)(V.@® @). Par ailleurs, le théoréme de régularité de Serrin entraine
que toute solution bornée de (8) (c’est-a-dire toute solution @ € (L®((0,T) x R?®))3) est de classe C* : pour
tout Tp < T et tout k € IN on a @ € (L®((Ty, T1), B%:>°(IR?)))3. En particulier, U est €. Tl reste & vérifier
que P est réguliere et reste o(|x|?) & linfini. Par homogénéité, il suffit de montrer que, pour un certain #, fixé,
ﬁp(to,x) est réguliére et reste o(|z|) a infini. On utilise pour cela la décomposition de Littlewood-Paley
Id= S0+ > cz Aj- La partie haute fréquence de p se controle aisément : (Id —IP)(Id — Sp) envoie Bhyeo
dans B%:>, de sorte que (Id — So)ﬁp appartient & tous les espaces de Besov B>, donc est réguliere et
bornée. Par ailleurs, Soﬁp(to, .) est réguliere (sa transformée de Fourier est & support compact) et bornée :
1(Id — )V 8o (i & @)oo < C2. ] ]

_, On peut donc appliquer le théoréme 3 et obtenir que U est constante. Comme U s’annule & Dinfini, on
alU=0. |

7. Le théoréme de Necas, Ruzicka et Sverik.
Nous démontrons maintenant le théoréme de Necas, Ruzicka et Sverdk [NECRS 96] :

Théoréme 5 : (solutions auto-similaires L?)
Si @ = M) U\({#)z) est une solution auto-similaire de Leray des équations de Navier-Stokes sur
10, T*[xIR? avec U € (L*)%, alors @ = 0.

Démonstration : Le résultat de Necas, RuZicka et Sverdk est une conséquence directe du théoréme de
Tsai et des résultats de Furioli, Lemarié-Rieusset et Terraneo [FURLT 00] : @ s’annule & l'infini au sens
de [FURLT 00] et @ est donc solution des équations de Navier—Stokes (8). De plus, il y a unicité pour le
probléme initial de Cauchy des solutions de (8) dans la classe (C([0,T], L?))? ; or lalgorithme de Kato [KAT
84] fournit pour un certain 7' > 0 une solution qui appartient & (C([0,T7], L?))® N(C((0,T],Co))%. On a donc
U € (Co)? et, par le théoreme 3, U = 0. O

8. Le second théoréme de Tsai.

Si la solution auto-similaire @ vérifie les conditions d’énergie de Leray @ € (L°°(]0,T*[, L?(IR?)))* N
(L2(]0,T*[, H'(IR%)))3, on a en particulier que @ € (L*((0,T*), L3(L?)))3, et donc U € (L3)3, de sorte que
le théoréme 5 donne % = 0.

Tsai [TSA 98] a prouvé que ce résultat restait vrai lorsqu’on supposait seulement un contréle local de
Pénergie de @ au voisinage du point d’explosion (7*,0) :

Théoréme 6 : (Solutions auto-similaires d’énergie localement finie)
Soit it une solution auto-similaire des équations de Navier-Stokes sur 10, T*[xIR? :

1 . "y . .
avec A\(t) = T ot a est une constante strictement positive. Si de plus, pour un Ty < T* et unrg > 0,
i satisfait les estimations d’énergie
T .
sup / |d(t,z)|? doz < oo et / / |V ®i(t,z)|* do dt < oo
To<t<T* J|z|<rg To |z|<ro

alors @ = 0.
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Démonstration : Rappelons qu’en définissant IT = %l(jl +P+aXUetLf=Af—(U+aX).Vf ona

l\DI»—l

3 3
ZZ |0;Uk — 0xU;|* > 0.
j=1 k=1

-
La stratégie a suivre est alors claire : montrer que U est P sont régulieres et estimer leur taux de croissance
a l’infini, pour pouvoir appliquer le Théoréme 3.

Etape n® 1 : Régularité de U et de P.
Si f € D'(R?) vérifie Af € Hf (IR?) pour un o € R, alors f € H{"?(IR®). Or, les hypotheses sur @
entrainent que U € (H]. (IR®))3. On écrit alors

{ AP =35, Sy 0;00(U;Uk)
AU =aU +a(X.V)U +V.UQU + VP.
(R%) x H}

loc

(IR?) dans Hli)c : (IR3) donc,

- -1 H®
une estimation U € (Hf . (IR*))? avec s > 1 implique que P € H, > (IR®) et finalement Ue( lotz (IR?))3.
On en conclut que U est P sont de classe C°.

I1 est facile de voir que, pour s > 1, le produit ponctuel envoie H}

Etape n° 2 : Estimations globales pour U.
Soit A = supr, <i<1+ [B(0,r0) |@(t,z)|? dz et B(t) = ftT JB(0.10) |V ® (s, )2 dz ds. Pour ¢t > Tp, on a

/ (e, ) de = A(t) ! / T ()2 da
B(0,r0) B(0,A(t)ro)

et donc fB(o R) |TU(2)? dz < A& pour R > \(Tp)ro. De méme, on a

T* =3 —
B(t) = [, As) fB(O,A(s)ro) IVeU(z)]® do ds
> (T = DA [poniym |V © U@ dz
et donc [ p [VOU(2)|? do < 22B0E pour R > A(Ty)re and T* —t = 5. Cela donne que ||| .2 5(0,5)

est o(v/R) quand R tend vers +oc.

Etape n° 3 : Estimations globales pour P.
Montrons d’abord que la formule

définit bien une fonction Py. Pour étudier Py sur une boule B(0,R), on fixe w € D(IR?) égale & 1 sur
B(0,1) et a 0 en dehors de B(0,2) et on définit, pour R > 1, wr(y) = w(fg). Pour z € B(0,R), on peut

écrire Py(z) = Pi(z) + Pa2(z) avec P, = 2221 2?21 Ry R (wrUiUp). Le noyau distribution de +0;9; est
borné par C|z — y|=2 en dehors de la diagonale z = y, de sorte que |Py(z)| < Cf\y\24R ﬁﬁ(y)? dz <
C'Yen f4"R<|y\<4"+1R 43nR3 dz < C"R™?. En particulier, ||P2||zs.1(p0,r) < CR™'.Par ailleurs, les

transformations de Riesz sont continues sur L%, et donc ||P;||zs1 < Cllwr|U|?||zs2 < C||U]|2, 2(B(08R)) <
C"a(R)R avec limg_,o, a(R) = 0. Py est donc blen définie et on a ||Pyl|.3.1(B(0,r)) = 0(R).
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En outre, 0; P = Q1 + Q2 avec Q1 = Eizl 213:1 R, R;(wr0;(UxU;)). On a d’une part ||Q1]|ps/20 <

CllwrlT| [V @ U] |lgsr2a < C'l|Ulze2s0sm) IV @ Ull}a(p0sm)) < C"BR)R avec limp o0 B(R) = 0.
D’autre part, pour = € B(0, R), on a

Lo )| [§ 00
@@i<c[ L oiie) Felwlascy [ TV TGN 4y < crp2,
|>4R |z — yl nelNy /4" R<|y|<am+1R 4R

de sorte que ||Q2||L3/2 1(B(0,R)) < C. On a donc ||§P0||L3/2 1(B(0,R)) — O(R)
1l reste & comparer P et Py. On a AP = AP, ; de plus, P et Py sont des distributions tempérées. Donc,
P — P, est un polynéme harmonique. Ecrivons 0;(P — Ry) = 2 |a|<N Ca,jT®. Pour la|] < N, on con51dere

¢a € D telle que [2%p, dz =1 et, pour |3| < N avec B # a, [2P¢p, dz = 0 et on considére de plus une
fonction 1, € D telle que ¥, = 1 sur un voisinage du support de ¢,. On a alors

/soa( )(8;P(z) — 9;Po(x)) dx = cq ;R*T.
Or on a les estimations
x 2 r ,
| ‘Pa(ﬁ)ajpo(iv) dz| < ”LPC“(E)”LS""’”W(E)VPOHLWJ — o(R?)
et

((a+ d)llea(F)ll2 + 7z (Apa) (B2 1Ya(§)T]l2

+ 51 lIVeallso(la(E) o] [Tl + IYa(E)ITPIL)
= O(R?),

|f‘/7a% P(z) dz|

IA

ce qui entraine ¢, ; = 0. Donc P — Py est constante, et nous pouvons supposer que P = P (puisque seul le
gradient de P intervient dans les équations de Leray).

Etape n° 4 : Estimations locales pour U.
On pose T = T*/2. On fixe w € D(IR®), égale & 1 sur la boule B(0,1) et & 0 en dehors de la boule
B(0,2), et on définit, pour |z| > 1, la fonction w, par w,(y) = (4|w|) Pour |z| > 1,0n a

{ supg<i<r 18t Y)l Lo.2(B(0,8/2))) < oz)|z|/?
supg<i<7 [IP(t; ¥)||L3.1(B(0,8]2])) < ()|

avec limg_,o, a(z) = 0. En écrivant

By (w, @) = Awo i) — 235 0;((0jwa)id) + (Aw, )il
+ (@.Vwy)@ — V(wy P) + PVw,

on obtient pour ¢ €]0,T]

3
wa (y)il(t,y) = & (wsd(0,.)) + / DG, (7,) = 3 8
Jj=1

avec ﬂ; = (Aw, )i + (ﬁﬁww)ﬂ'-{- PVuw, et Yz = 2(0jwg)U + wyu;@ + wyPej. Notons B, = B(0,8|z|). On a
alors
1Bzl zarn < C(ll@l| po2m.) 212122 + (@13 625,y + 1PI|L31(5.)) |2 7))
Fjellzss < C(1@llpea(s,) |z a2 + 1@l 7oz, + 1Plrsis.))

Ainsi, supg<i<r |82 (t; )| L3210 = o(|z]) et supo<i<r [|Vj,2 (¢, )|l Lsr = o(|z])-
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On utilise alors le Lemme 12. Comme \/i—A envoie L3/%1 vers L3, la fluctuation locale définie par

W (t,y) = wa (y)i(t,y) — e (w,d(0,.)) vérifie

C Jy IBe(t, ||L3/21+Z] 1 W2 (8, )llpsa dt

<
< CTsupgeyer ”/Bz( sl psren + Z;:l 17,2 (¢, e
< fr(z)|x]

avec lim,_,o Br(2) = 0. La tendance locale e*® (w,(0,.)) vérifie quant & elle

T, =
Jo 142 (t,9)lloo dt

T
/ 14 (w2 @(0, ) lloo dt < CT"*[|w,(0,.)[2 = o).
0

On a donc obtenu fOT lwz@(t, )loo dt = o(|z]). Sur [0,T], A(0) < A(t) < X(T) = v/2X(0), et donc

_ o M) LMD M)

oo dt = o(|z|). Or A(T) est une constante, et un simple changement

PPN = T
o [TNT))| < 7y i ot
U(@)| _ .

|U
|z

)| —

de variable donne que lim,_,

Etape n° 5 : Estimations locales pour Vel.
On conserve les notations T' = T%/2 et wy(y) = w(%) On a, pour ¢ €]0,7],

9 (ww(y)ﬁ(t: y)) = E)letA (wz(0,.)) + /t e(tiT)Aalgw(Ta ) dr

0

avec b, = B, — 2?21 0i%j.e = —(Awz)T+ (@.NVwy)T — (Vwy. @) — we (@.V )T —wy VP —2 Z 1 Ojwg0;t. On
note B, = B(0, 8|z|). On a

Bollzaras < C(I@lzoplol21al*’2 + 12025, 21~ 2]
+H@ll o2 (B IV ® @l L2(B,) + IVPllpss21(8,)
+|Ve® 17||L2(Bm)|$|_1|33|1/2)-

Cela donne supy<;<r ||<5 (t, )lpsrz1 = o(|z])-
En utilisant le Lemme 11, on voit que la fluctuation locale définie par

Wy (t,y) = wa(y)@(t,y) — e (w, 1(0,.))

vérifie T -
Jo N0p@z (t,9)[| s dt < Cfy 102 (2, )l s/ dt

< CTsupocrar 5.t oo < 37 (@)l

tA

avec lim,_, o 67(x) = 0. Par ailleurs, e*® envoie H~! sur L%! avec une norme d’opérateur 0(t~3/4), et donc

T
/ 18pe"® (we@(0, )l o1 dt < CTY*||w,@(0, )12 = o|).
0

On obtient donc [ |18, (w,@(t,.))|lzs. dt = of|z]). Or sur [0,T] x B(0,2|z|), on a

1 A(T) 1

Tl 30| < @

)\(0)2 |ap (wwﬁ(ta )) (WZD':

0,0 ATyl = 5
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et donc ||8p(—j||L3)1(B(O,Z/\(T)\w\)) < ﬁ fOT A0y (wzd(t, )| z3.1 dt = o(|z|). On a donc obtenu I’estimation

IVRUIlL3.1(500,r)) _ 0
—Fx =0

limR—wo

Etape n° 6 : Estimations locales pour P. L
En écrivant w, P = % (A(w,P)) = £ (—PAw, + w, AP + 2V.(PVuw,)), on obtient

llwe Plloo < CllAweP)l| ar2a < C'(I1Pllzsas)lel ™ + 1AP]| sz (s, + IV Pl o2 s, el );
puisque AP = — Z?Zl Zizl 0;Ur0rUj, on a
IAPll sz, < CIF © U2en s, = oll2P)

- P
et donc on a bien lim,_, ﬁ‘%l =0.

Etape n° 7 : Fin de la démonstration. . .
On peut maintenant appliquer le théoreme 3 et donc on obtient que U est constante. Or ||U]|z2(B(o,r)

reste O(V/R) lorsque R tend vers +o0, ce qui implique que U=0. |
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