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Résumé. Nous donnons une preuve élémentaire de I'analyticité en espace des solutions milds des
équations de Navier—Stokes $&if. 0 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

On the analyticity of mild solutions for the Navier—Stokes equations
in R3

Abstract. We give a simple proof that mild solutions for the Navier—Stokes equatidR$ are spatial
analtytic.0 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

En 1989, Foias et Temam [4] ont montré I'analyticité en temps des solutions fortes périodiques d
équations de Navier—Stokes. Leur démonstration reposait sur le lemme suivant :

LEMME 1.-Sie 7V=2 est défini pare~"V"2(X, 0 ar e¥7) = 30, s ape”TIF2 e (00 [k, =
(k2 + k2 + k2)1/2), alors pourT > 0, @, 7 € (H2(R?/277Z3))" on a (e=™V=24) - V (e- V=A%) =
e~™V=A aveci € (L2(R3/2x78))°.
De ce lemme, ils déduisaient que les solutions périodiques (en espace) des équations de Navier—St
SurlR3 :
dii=Ai—V -(G®@) —Vp, V-i=0, (1)

vérifiaient (lorsqueii € C ([0, 7], (H2(R?/27Z%))%)) que i = e~V A aveco > 0 et & € C([0,T],
(H2(R3/27rZ3))3). On en déduit immédiatement qu#t, -) est analytique en espace et admet un
prolongement holomorphe a la bande + iy) € C? | |y|2 < o/t }.

Nous noterons maintenaft| pour|z|2, sauf lorsque nous voudrons insister sur le choix spécifique de la
norme suiR3.

En 1998, Gruf et Kukavica [6] ont de méme estimé le rayon d’'analyticité spatiale des solutions el
fonction de la normé.? de la donnée initiale. Cependant, ils ont renoncé a estimer la norme d’analyticit
|e”v =2 || de la solution, en qualifiant la méthode de Foias et Temam de « méthode d’espace de Hilbe
inadaptée a.”.

Note présentée par Yves MYER.
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Dans cette Note, nous montrons que la méthode de Foias et Temam, une fois retranscrite dans le lan
des solutions milds de Kato [7], s’adapte en fait relativement bien al.&@?). Suivant Kato, nous
considérons donc le probléme intégral associé a la donnée initiale

t
a=edy— / e=IAPY . (7 ® @) ds, (2)
0

ou PP est le projecteur orthogonal sur les champs de vecteurs a divergence niylesttla valeur initiale
ded ent = 0. Nous réécrivons (2) eii = e'“ iy — B(i, i), oU B est défini par :

B(ii,¥) = / =)APY - (i1 ® §) ds. ®3)
0
Plus précisément, nous étudions les solutions qui se construisent comme les limites du processus réc
défini pari(®) = et iy et ) = ety — B(a™, @™).
Une approche élémentaire de ce probléme est alors la suivante :

PROPOSITION 1. —SoitF un espace de Banach de fonctions définies&ur [ < R? tel que I'opérateur
bilinéaire B agisse continiment suF>. On associe & I'espacel défini par f € E si et seulement si
f €S (R3) et(e!® f)o<i<7- € F. Alors, il existe une constante strictement positivetelle que pour tout
iy € B3 vérifiantV - iy = 0 et | (et 0)o<t <7+ || 7 < C, il existe une solutiow € F2 des équations de
Navier—Stokes associées a la valeur initiglg: 7 = e*2 iy — fot et=)APY . (7 ® @) ds.

De nombreux exemples ont été donnés de tels espaetsle leurs associds. Par exemple :

— F=0C([0, T*[,HY?)nL2(J0, T*[,H?/?), E = H'/? (Kato et Fuijita [5], Chemin [3]);

— F=Cy([0,T*[.L3) N {f(t.2) | supgzyer- tY/2I|f (£, oo < 00, limy o /2 £(t, -)[|oo = O}, B =
L3 (Kato [7]);

— F=0Cp([0,00[,L3) N {f(t,x) | sups|f(t, )| € L3}, E =13 (Calderdn [1] et Cannone [2]);

= F={f(t,x) | supyq supgeps [§]? [ (£, )| < oo}, E={f(z) | supecps [€* |f(€)] < oo} (Le Jan et
Sznitman [9]);

= F = {f(t.2) | supot?[f(t, )]lee < coet supo<t wocrs 7% [ Jococt, joomo|<vil@?dsda <
oo, B={f(x)| 3 f1, far fs €BMO, f =5 %_, 52 f;} (Koch et Tataru [8]).

La démonstration de Le Jan et Sznitman est partlcuherement S|mple Elle repose sur les trois lemr

élémentaires suivants (en notqrqg) la transformée de Fourier g&z) : fR3 —Edg)

LEMME 2. —Siw@ = B(#,7), on alw(t, )| < C1 [¢] [ e~ =€ [d@(s,€)|  [3(s,€)| ds.

dﬂ\Cg %

LEMME 4. —Pour tout¢ € R?, [ o= (=916 ds < 0y 4 R

LEMME 3. —Pour tout € R?, [, = ,7|2 e

71\2

Cette démonstration s’adapte immédiatement pour montrer que les solutions obtenues sont en fait
régulieres, les hautes fréquences disparaissant a une vitesse exponentielle :

THEOREME 1. —Il existe une constante strictement positivetelle que pour toutiy € (S')3 vérifiant
¥ iy = 0, o (€) localement intégrable &uip, s [£|* 4o (£)| < C4, il existe une solution des équations
de Navier—Stokes associées a la valeur initigje @ = e!2 @y — ft e(t=9)APY/ . (1 ® i) ds qui vérifie

sup sup eV’ ¢l 12 |u (t,€) ‘ 4)
t>0 ¢eR3

184



Analyticité des solutions des équations de Navier-Stokes

Démonstration. H suffit de démontrer ques est continu sutF3, ou F est défini parF = {f(t,z) |
SUDy~( SUDgepa eVEElg|2 | f(t,€)| < oo}. Pour cela, on transforme le lemme 2 en le lemme suivant :

LEMME 5.-Si @ = B(ii, ), et si(t, ) =e VAT et i(t, ) = e VAV, alors w(t, -) =
e VIAW avec| W (1,€)| < Cs [¢] [y e~ =9)/2167 [T (s5,6)| |« [V (5,6)| ds.

Pour démontrer ce lemme, on se raméne a montrer,(paur < ¢ et¢, n € R3, l'inégalité suivante (dans
I'esprit de Foias et Temam) :

e (t=9)E® o= VElE—nl o= VEInl o2 o= VEIEl o= (t=5)/2]E] (5)

Passant aux logarithmes, et utilisant I'inégalité triangulaitgs |¢ — n| — /s |n| < —/s|€], on se raméne
amontrer qud = —(t — s)/2[£|> + (Vt — /5)[¢| < 2. On factorisel en

I=(Vt=5)lEl(1 = (VE+Vs)lEl/2).

Sivtl¢] >2,0nal <0< 2,tandis que si/t ¢ < 2,onal <Vt|¢]| < 2.
Une fois (5) démontrée, il suffit d’appliquer les lemmes 3 et 4 pour démontrer le théoréme.

La démonstration que nous venons de donner se généralise sans probléme particulier au cas d’une dc
initiale dansH'!/2 de petite norme :

THEOREME 2. —Il existe une constante strictement positiVigtelle que pour toutiy € (S')3 vérifiant
Vil =0, iio(€) localement intégrable ef,, [£|[do(£)|* A€ < Cg, il existe une solution des équations
de Navier-Stokes associées a la valeur initigle 7 = e'® @y — f(f et=9)APY . (7 ® i) ds qui vérifie

/ |£|(sup Vil ‘5(t,£)‘)2d£ < 0. (6)
R3 >0

Démonstration. -Dans ce cas, il suffit de démontrer gileest continu surF?, ol F est défini par

F={f(t,2) | fus [€](supysg eV F(£,€)])2dE < 00}. On applique le lemme 5. Le lemme 4 donne
alors qu’on est ramené a I'estimatigh—-— IUl*é‘l/‘ E<Cr ([ |§||U(£)\2d£)1/2(f |§||V(§)\2d§)1/2 qui est
immédiate puisquél’/2 ¢ L3 etdoncH!/2 . H/2 c L3/2 c H-Y/2, [

Le cas de solutions locales se traite de maniére presque aussi immédiate, en adaptant la démonstr
de Cannone [2] sur I'existence de solutions locales :

THEOREME 3. —Pour tout i, € (S')3 vérifiant V - iy = 0, iio(¢) localement intégrable et
Jgs 1€ |0 (€)[2 d€ < oo, il existeT > 0 et une solutioni € C([0,77], (H!/2)3) des équations de Navier—
Stokes associées a la valeur initialg : @ = e'® i — fo et=9APY . (7 ® @) ds qui vérified = e~ VEIEIT
aveci € C([0,T], (H'/2)3), /85 € L>=([0, T], (L4/3)3) etlim,_q t1/8||%(t, Hlays =0.

Démonstration. -On définit £, par f € Fr si et seulement st!/8eVilEl f e Lo([0,T],L4/3)
et lim,_ot'/8]|eV?Iél (2, -)[4/3 = 0. Alors linégalité (5) et le fait queL*/3 « L*/3 ¢ L2 donnent

— t - . ﬂ ) . .
He mB H]__ < Og bllp0<t<Tt fO W #ds ||UH.7'—T ||U||.7:T = 09 ||UH.7'—T ||U||.7:T ainsi que
SUPg<t<T He tAB HHI/Q < Crosupgcyer fo (t— 5)3/4 81/4 ds ||| 7 [|V]| 7 = Cha |48]| 7 |01 7 -

Les constantes’y et 011 ne dépendent pas d@“ Pour conclure, il suffit de remarquer que
limr_g ||e*® || 7, = 0 pour toutiiy € (H'/2)3. O
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Nous pouvons maintenant passer au cas d'une dohfiéép > 3). Si on essaye de calquer la
démonstration précédente dans le ca&tde plus compliqué), on définiEr par f € Fr si et seulement
sitl/8eVIA f e 1Loo([0,T],L*) etlimy o t*/8]jeV=t2 f(¢, -)||4 = 0. Léquivalent de 'inégalité (5) serait
d’estimer la normel.2 de A,(f,g) = eV~ A (e~V—1A f . e=V=iA4) en fonction des normek?* de f
et deg. L'opérateurA; est un opérateur bilinéaire et son symbalg¢,n) défini par A:(f,g)(z) =
[ [ e &) q,(€,m) F(€)G(n) de dny vaut ay(€,7) = etlé+nl=tlél=tlnl Nous ne savons pas prouver la
continuité ded; deL* x L* versL?. Mais la situation est beaucoup plus simple si nous utilisons la norme
€1 = |&1] + |&2] + €3] au lieu de|&] = |¢]2. On noteraA I'opérateur linéaire de symbol€|;. Le résultat
obtenu est alors :

THEOREME 4. —Pour toutp > 3 et iy € (L?)3 vérifiant ¥ - i@, = 0, il existeT > 0 et une solution
i € C([0,T],(LP)3) des équations de Navier-Stokes associées a la valeur inifigled = e** iy —
Ji e=9APY - (7 ® @) ds qui vérified = e~ VA7 aveci € C([0,T], (LP)?).

De plus, sip = 3 et si la norme dei, dansL? est assez petite, cette solution est glol§@le- o).

Démonstration. -On considére le cap = 3. L'opérateure’2/2TViA est continu (uniformément par
rapport at) surL? pourl < p < oo (C’est le produit tensoriel de trois opérateurs monodimensionnels
de symbolese—6//2+VEI&G1 i =1, 2.3, qui sont des opérateurs de Calderén—ZygmundRuron
peut donc considérer 'espack: défini par f € G si et seulement si'/8eViA f e L°([0,7],1L%) et
limy o tY/8|leVEA f(t, -)|la = 0. Il S'agit alors d’estimer la normé&?2 de By(f,g) = eViA (e ViA f .
e~ VA g) en fonction des normds* de f et deg. L'opérateurB; est un opérateur bilinéaire de symbole
Be(€,m) = etlétnh—tiEh—tnh = C'est & nouveau un produit tensoriel d’opérateurs monodimensionnels
et nous sommes donc ramenés a étudier SUR) l'opérateur bilinéaire de symbole(¢,n) =
etlétn=tiEl=tinl - on découpe alors enco(¢,7) = 2(51,52,53)6{—171}3 (&M 1e e>0leym>01ay(e4m)>0 €1
chacun des huit termes de la somme s’exprime simplement a I'aide de la transformation de Hilbert agiss
sur f, g ou fg et de convoluteurs intégrables. Il reste & étudier I'action(tie?)2 e(Vi—Vv*) A On factorise
enelt=9)8/2o(t=9)A/2 o(VI—VS) A — o(t=5)A/2 4, A, _estun produittensoriel d’opérateurs de Calderén—
Zygmund monodimensionnels, et on vérifie que les opérateus) < s < ¢t sont équicontinus s pour
1 < p < cc. Enfin, on peut utiliser les estimations de réguldkité- L sur le noyau de la chaleuaft—*)4/2
pour conclure. O

Le théoreme 4 entraine I'analyticité en espace des solutions. Un argument de compacité permet de vé
que sii € C([0,T7, (L?))3, alorsii(t, - ) est analytique en espace pour tout ¢ < 7.

Références bibliographiques

[1] Calderdn C., Initial values of Navier—Stokes equations, Proc. Amer. Math. Soc. 117 (1993) 761-766.

[2] Cannone M., Ondelettes, Paraproduits et Navier—Stokes, Diderot Editeur, Paris, 1995.

[3] Chemin J.-M., Remarques sur I'existence globale pour le systéme de Navier—Stokes incompressible, SIAM J. Me
Anal. 23 (1992) 20-28.

[4] Foias C., Temam R., Gevrey class regularity for the solutions of the Navier—Stokes equations, J. Funct. Anal.
(1989) 359-369.

[5] Fujita H., Kato T., On the Navier—Stokes initial value problem, I, Arch. Rat. Mech. Anal. 16 (1964) 269-315.

[6] Gruiji€ Z., Kukavica I., Space analyticity for the Navier—Stokes and related equations with initial d&taJirfFunct.
Anal. 152 (1998) 247-466.

[7] Kato T., StrongL? solutions of the Navier—Stokes equationsRi* with applications to weak solutions, Math.
Z.187 (1984) 471-480.

[8] Koch H., Tataru D., Well-posedness for the Navier—Stokes equations, Preprint, 1999.

[9] Le Jan VY., Sznitman A.A.S., Cascades aléatoires et équations de Navier—Stokes, C. R. Acad. Sci. Paris Série |
(1997) 823-826.

186



