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Résumé: Nous présentons un résultat d’existence globale de solutions faibles des équations de Navier-
Stokes dans IR® pour des données initiales d’énergie infinie.

Abstract: We present a recent result on existence of global weak solutions for the Navier-Stokes
equations on IR? when the initial data have non-finite energy.

Depuis 1995, je travaille sur les solutions faibles et les solutions milds des équations de Navier-Stokes
dans IR?, dans la ligne des travaux récents de M. Cannone [CAN] et de F. Planchon [PLA]. En 1997, j’ai
obtenu les résultats suivants: I'unicité des solutions milds dans C([0,T[, (L?(IR?*))?) (en collaboration avec
mes étudiantes G. Furioli et E. Terraneo [FLT 1], [FLT 2]) et l’existence globale de solutions faibles pour
des données initiales dans LP pour p € [2,00[ [LEM 1]. Dans cet exposé, je développerai ce dernier point.

Rappelons que les équations de Navier-Stokes sur ]0,T[><]R3 décrivant ’évolution de la vitesse d’un
fluide newtonien incompressible, homogene et visqueux @(t,z),t €]0,T[,xz € IR?, sont données en ’absence
de force extérieure par le systeme

(1) pOiE=pAT—pV.(i®T) - Vo

(2) V. =

p est la densité (constante) du fluide et u est le coefficient de viscosité; nous supposerons ici (sans
perte de généralité) que ces deux constantes sont égales & 1: p = u = 1. w est la pression (inconnue),
dont le role est de maintenir la divergence de 4 égale & 0 (cette condition de divergence nulle exprimant
Pincompressibilité du fluide).

Le théoreéme sur les solutions faibles & donnée initiale LP est alors le suivant:

Théoréme A : Sip € [2,4+00], si U € Lp(]RB) et si V. = 0 alors il existe une solution faible @ sur
10, +o0[ des équations de Navier-Stokes avec gy pour donnée initiale:
a) @ et v ® i sont localement de carré intégrable sur |0, —|-oo[><]R3
)V
) Jw € D’(]O +oo[xR?) 8@ = At — (@.V) @ — V@
d) V¢ € D(R®)3 lim,_,o+ < @(t,.) | ¢ >=<1o | ¢ >

o o

On peut de plus imposer a @ de satisfaire les conditions de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg
CKN]: pour tout compact K de ]0,co[xIR? on a:

€) SuPiso Jf10)ex |@* dz < oo
£) [[x|V@d? de dt < oo
8) [ [ |=?? dz dt < oo



h) pour toute ¢ € D(]0, 0o[xIR?) telle que ¢ > 0 et Supp ¢ C K, on a

2//K|6®a’|2 b(t,z) da dt<//K (@2 (9r6+ Ag) do dt+//K(|ﬁ|2+2w)(a‘ﬁ)¢ do dt

Les résultats d’existence globale connus concernaient les cas iy € (L?)? (donnée initiale d’énergie finie)
(théoréme de Leray [LER], 1934, avec une solution @ € L>(]0, 0o, (L?)?)) et iy € (L?)3 avec |ii||3 assez pe-
tite (théoreme de Kato [KAT], 1984, avec une solution i € C([0, oo[, (L?)?)). Le résultat que nous présentons
est en fait une résultante de ces deux théoremes.

1. Solutions faibles des équations de Navier-Stokes

Nous allons maintenant préciser le sens de solution faible ou de solution mild que nous entendons utiliser
lors de cet exposé.

Définition 1: [Solutions faibles et solutions milds]
A) Une solution faible des équations de Navier-Stokes sur 0, T*[xIR? est une distribution vectorielle

i € (L} .(]0, T*[xIR?))? qui vérifie:
V.ii=0

a
)
b) 3w € D'(J0, T*[xR?) 8yt = At — V.(d ® @) — Vw
B) Une solution mild des équations de Navier-Stokes sur ]0, 7*[xIR® de donnée initiale @y € (S'(IR?))?,
o = 0, est une distribution vectorielle @ € (D'((0,7*) x IR?*)? telle que:
a‘) i € Ny<r- L2((07 T)a (Liloc)S)
b) @ = ety — [1(V ® Op_s) * (T ® ) ds
ot Oy est le noyau d’Oseen [OSE], [LER] O; = (Id — £V @ V)e!® = (6,4 — %Bjak)etA)1<j<371<k<3.
Une solution mild est dite réguliére si @ € Np<r-L((0,T),(L?,,.)%) pour un q¢ > 2 et si de plus @ €
No<t<r<r+ L= ([t, T], (L= (IR?))?) et limy—o V]| = 0.

<l

Rappelons que L2, . est I'espace des fonctions uniformément localement de carré intégrable: f € L

si et seulement si: sup,crs [j, <, [f(W)° dy < +oc.
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uloe

Le noyau Oy est une matrice de convoluteurs (Oj k(%) = 575 Ong(%) Ji<j k<3 €t (V ® 04_s) * (T ® D)
est une notation pour (>, >, 0i{Oj k. 1—s} * {ui(s)ur(s)})1<j<3. Le noyau 0;0; 1 est une fonction intégrable

sur IR? de sorte que |(V ® O,_,) * (& ® i) I, < C'\/t1?||u||i2 . Mais par ailleurs L}, (R*) C B>, et
utoc s uloc

19,8;0), est continu de B3> dans B> d'ott |(V ® O4—,) * (@ ® @) |pose < C’||u||2Liloc; cette derniére

estimation s’integre de sorte que l’expression sous forme d’équation intégrale a bien un sens.

1l est facile de vérifier qu’a une donnée initiale iy il correspond au plus une solution mild réguliere
([LEM 2] pour le cas ¢ = 00). De méme, il est facile de voir qu’une solution mild des équations de Navier-
Stokes en est une solution faible [FLT 2] et qu’elle appartient & C ([0, T*[, (Bz»*>°)?); la réciproque est vraie
pour une solution faible @ € Ny« L?((0,T),(L?,,.)?) si l'on rajoute une condition d’annulation & infini

uloc

qui permet de controler w a 'aide de Aw = — 3", >, Opwy Ojuy:

Définition 2: L’espace E» des fonctions uniformément localement de carré intégrable et nulles a ’infini
est défini par: f € E5 si et seulement si:
a) SUp,ers J, o<1 [FW)I? dy < +oo
b) lim, o0 f\y—z\gl |f(y)|2 dy =0



Il est normé par:

ISl = s (f 15w !

z€R3

Remarque : F, est ’adhérence de D(IR?) dans .2

uloc*
Propositionl [FLT 2]
Si @ € Nrer~L*((0,T),(Es)3), alors @ est une solution faible des équations de Navier-Stokes dans
10, T*[xIR? si et seulement si elle en est une solution mild.

Nous ne considererons que des solutions dans Ny« L2((0,T), (E2)?); c’est une classe assez générale pour
contenir les solutions faibles de Leray [LER] (& € L*°(]0, oo[, (L?)*)NL2(]0, oo, (H')?)), les solutions milds de
Kato [KAT] (@ € C([0,T*[,(LP)?), ou 3 < p < o), mais également les solutions auto-similaires de Cannone
[CAN] (t'/2=3/2rq € L>=(]0, 00, (L?)3, ot 3 < p < 00) et celles de Meyer [MEY] (@ € L>(]0, oo[, (L*>)?).

2. Solutions milds des équations de Navier-Stokes

Le formalisme des solutions milds de Kato [KAT] permet facilement d’établir le résultat suivant:

Proposition2: (Solutions milds dans LP)

A) Pour p € [3,00[, @y € (LP)* tel que V.ip = 0 il existe un temps T* > 0 et une application
@ € C([0,T*[, (LP)?) tels que:

i et V @ i sont localement de carré intégrable sur ]0, T*[xR?

b) V. =0
) 3w € D'(]0,T*[xR®) 8,7 = At — (@.V) @ — Vw
d) @(0,.) =1
e) pour tout T' < T™ on a: supy,r |@llp + VIV ® iy + VHi]oo < +o0
£) Tim, g V|| =0

B) Pour tous Tp €]0,00[ et p €]3, 0o il existe ¢g > 0 tel que si la donnée initiale @y du point A) vérifie
|doll, < €0 alors le temps d’existence T de la solution @ est supérieur a Tp.

C) Pour p = 3 il existe €; > 0 tel que si la donnée initiale @y du point A) vérifie |ip|s < €; alors le
temps d’existence T de la solution « vaut +oo et @ vérifie:

sup ||i]|s + V||V @ @l|s + V|i@]]eo < +00
t>0

Rappelons brievement le principe de la preuve. On cherche la solution # comme point fixe de la
transformation 7 — ey — f(f(ﬁ ® O04_,) * (T ® ¥) ds. Pour p > 3, on a LP C B> et donc pour
tout 7' €]0,00[ si p # 3 et T = 0o si p = 3 on a supgyer vVt |e2@0]o < Crplio],- On pose alors
Er = {7 € C(10,T1, (L?)?) / subperer [l + VA @l + Vilileo < +00, lim,or VIT]oe = 0}; on sait
que e*Aiiy € E7; on vérifie facilement que 'opérateur bilinéaire B(#,%)(t) = fot(ﬁ ® Oi—s) * (U@ W) ds est
continu de Er X Er dans Er. Plus précisément, on a:

|(B(#, %) — B(W, &))(t, 2)| e 4y < Co sup [0 =], sup V/s([]o + []0)
0<s<t 0<s<t
VEI(G 6 B(5,5) ~F BT, ) ()1 ) < Cr sup (7= + V[T 05T l,) sup vi(loloe +117])
|(B(#,9) = B(,5))(t, )| oo (az) < Ca( sup [ = @fp)"* ( sup /5[ = @oo)'/* sup v/5(18]eo + [i]o0)
0<s<t 0<s<t 0<s<t
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1l suffit alors de fixer Ry > max(|io|,, Sup,sq v IV @1l,), €0 > 0 tel que (Co + Cy + Ch)en < 1, 2Coen < 1,
4C1€9 < 1 et 2C2Roen < 1, et enfin T tel que supy ., Vt|et o] < €o pour obtenir que I'application & —

'y — B(#,¥) laisse invariant le sous-ensemble fermé Fr de Er défini par Fr = {#' € Er/ supgc,c7 |7], <
2Ry, supy,r VI [V @7, < 2Ro, supgeier vV [Tl < €0} et quelle y est contractante. La démonstration
est alors achevée.

3. Lecas 2<p<3.

C’est le cas le plus simple. Si 2 < p < 3et iy € (LP)?, V. = 0, il est facile de décomposer iy en ¥y + o
o V.7 = Vadly = 0, G € (L?)?, @y € (L3)? et |Wo|s < e (o € est la constante de la proposition 2). Tl
suffit de décomposer LP sur L? et L? sur chaque composante de @y indépendamment des autres composantes,
puis de projeter cette décomposition sur les champs de vecteur a divergence nulle, ce projecteur étant continu
sur (L?)? et (L?)3. On cherche alors la solution # en la décomposant en @ = ¥ + @ ot:
a) W est une solution mild globale des équations de Navier-Stokes avec wp pour donnée initiale (une telle
solution existe d’apres le théoreme de Kato (Proposition 2)):

- € C([0, 00, (L?)?)

- supys |3 + VIV © @ + V[ < Calio]s

V=0

- 3w € D'(]0, +00[xR?) 8, = AW — (W.V) & — Voo

- w(0,.) = Wy
b) ¥ est une solution faible globale d’équations de Navier-Stokes perturbées avec @ pour donnée initiale (une
telle solution sera construite par la méthode de Leray):

-5 € L=()0, o0, (£2)%) N L2(J0, oo, (H')?)

VT =0 ) ) )

- 3wy € D'(]0, +00[xIR?) 8,7 = AT — (3.V) T — (B.V) 7 — (7.V) @ — Voo,

- limy gt |7 — > = 0

Comment construit-on @ et quelles en sont les propriétés? Il suffit de se rapporter a I'article fondateur
de Jean Leray [LER]. On commence par atténuer la non-linéarité de I’équation en remplacant les termes
de la forme (&@.V)3 par des versions adoucies ({@ * w.}.V)3 ou (@.V){F * w.} ot we(z) = Lw(Z) avec
w € D(R?), [w(x) dz = 1. On définit donc 7, € C([0, o[, (L?)*) comme la solution du systeme:

(35) ﬁ’[_}; =
(4)  Fw. € D'(]0, +00[xIR?) 8w, = AT, — ({T % w }.V) 7. — ({F*w V) T — (7.V) {1 % w.} — Voo,
(5¢) 7e(0,.) = To * we

Le probleme (3.) et (4¢) est bien posé dans L?: pour une donnée initiale L?, on trouve d’abord une so-
lution C([0,T], (L?)?) pour un T > 0; cette solution est de plus L*(Jo, T[ (H1)3) puisque ;v — AT, €
L?(]0, T, (H~1)3); cela donne . € LQ(]O T[,(HY)?) et 0,7. € L*(]0,T[,(H~1)?), d’ol:

Q13 = 20001} 12y = =21V @ TJ3 + 2(V @ Te B, ® {0 * we }) £2(an)
Oron a
| (V @ Tl @ {0 % we}) 2(da) | < ClTels |V @ Tela |3 < C" 1|V @ 7|3

C et C' ne dépendent ni de €, ni de @ ou de ¥, (ni de T') et 'on peut choisir €; assez petit pour obtenir
B|7.)2 + |V ® |2 < 0. Cela assure que la norme L? de @, n’explose pas, puisque | (t,.)]2 < |7.(0,.)]2.On
obtient finalement que @, est défini en tout temps et que 7. € L>(]0, o[, (L?)*)N L?(]0, 0o, (H')?). Le choix
d’une donnée initiale réguliere dans (5.) assure de plus que ¥, est en fait une fonction C* sur [0, oo[><]R3.
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Les fonctions ., 0 < € < 1, vérifient:
a) SUPp<e<1 ||17€"L2(]R3,dz) <0
b) SUPg<e<1 ||6 ® Ve ||L2(]0,oo[x1R3,dt dz) < OO
et donc
c) SUPg<e<t I(Id — A)1/2U€"L2(]0 co[xIR?,dt dz) < OO

d) SUPp<e<1 I(Id — A)’3/46t17€ "L2(]07<x>[><]R3,dt dz) < OO0

Cela entrai ne que la famille 7.,0 < € < 1, est bornée dans Hlo/c5 (10, 0o[xIR?) et qu’on peut donc en
extraire une suite (7, ) (avec €, — 0) qui converge en norme L? sur tout compact de ]0, co[xIR>. Par ailleurs,
on a:
e) VI' >0 limp_ o0 SUPg<jcr SUPp< <1 f\w\>R |T|? dz =0
Finalement, la limite 7 de la suite 7, est dans L>((L?)?) et on a pour presque tout ¢ > 0 lim,, o [ |Te, —
_'|2 dz = 0. On en conclut que ¥, converge vers ¥ fortement dans L? ((L?)?) et faiblement dans Lfoc((H1)3).
¥ est alors bien solution du systeme de Navier-Stokes perturbé et il est facile de vérifier que v+ @ = @ vérifie
les conditions de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. En effet, on a pour tout ¢ € D(]0, c0[xIR?) et en notant
’117(5) = W * w, et ’17(6) = U, * We:

= _
2//|V®(Ue+w)| o(t,z) de dt =

// 5. + @20, + Ad) da dt + //(we + 0 + 21 + 2, (7. + @)V do dt

+
—
—

~—

jS
=

+

&

—
=

g

() — @+ T — ).V} da dt+// W(e) — B).(F. + @) (7..V) dz dt
+//(17€.{(1Z)’(€) — ).V @} + B{(F — F()).V 8.} + By {0V @} — GGV @(o}) ¢ dz dt

+ / / (3. {(0).V @} — 7..{5..V W)} + By {7..V T} — 0.{T).V 3.}) ¢ dz dt

Quand €, tend vers 0, le membre de droite de cette égalité converge vers [ [|d@]*(0p + A¢) dx di+
[[(l@]? + 2w) @.V ¢ dx dt. Le membre de gauche ne converge pas; mais si ¢ > 0, on a

//|V®u|2 H(t,z) dz dt < lim mffﬁo//W@ L+ D))? o(t,z) dr dt

Le théoréme est alors démontré pour p € [2, 3].

4. Le cas p > 3: A) Résolution sur un intervalle de longueur 2.

Sip > 3etily e (LP)? V.iy = 0, on décompose iy en 7y + Wy ol V. = Vaby = 0, ¥ € (L?)3,
Wy € (LP)? et |wWol3 < €0 (ol € est la constante de la proposition 2 associée a Ty = 2). Il suffit encore de
décomposer LP sur L? et LP avec petite norme sur chaque composante de @y indépendamment des autres
composantes, puis de projeter cette décomposition sur les champs de vecteur & divergence nulle, ce projecteur
étant continu sur (L?)% et (L?)3. On cherche alors la solution @ en la décomposant en @ = ¥ + o ot:
a) 1 est une solution mild des équations de Navier-Stokes sur 0, 2[xIR? avec 1, pour donnée initiale:
SCAS C([Oa 2]7 (LP)S)
- supy g [, + VIV © @, + Vil < Ca
V=0
- 3w € D'()0, 2[xIR?) 8 = AW — (@.V) @ — Vo,
- w(0,.) = Wy

|@o



b) ¥ est une solution faible des équations de Navier-Stokes perturbées avec vy pour donnée initiale (construite
par la méthode de Leray):

-5 € L=(0,2[, (L)) N L2(0, 2], (H")?)

VT =0 ) ) )

- 3w, € D'(]0,2[xR?) 8,7 = AT — (3.V) & — (W.V) T — (7.V) & — Voo,

- limy o+ |U' = o2 = 0

La construction de ¢ se fait & nouveau par la méthode de Leray. On introduit & nouveau le probleme
(30), (4.) et (5.) sur ]0,2[xIR?. Le probleme reste bien posé dans L? et fournit une solution C([0,T7], (L?)?) N
L?(]0, T, (H"')3) pour un T > 0; cette solution vérifie

BT 13 = 200,515 12 (aw) = 2|V @ T3 + 2(V ® G|, @ { % we}) 12 ()
Oronapourl/g+1/p+1/2=1etl/g=a/2+ (1 —«)/6
| (V@G5 ® {@ xwe}) L2(a) | < Cly IV @ el ], < C" eV @G 915 < C" eo(IV @ 0l + 513)

C,C" et C" ne dépendent ni de €, ni de @ ou de ¥, (ni de T) et 'on peut choisir ¢y assez petit pour
obtenir 0;|7.|2 + C"eo|7.]2 + |V ® 7.2 < 0. Cela assure que la norme L? de #. n’explose pas, puisque
|7(t, )3 < eC"<t|5,.(0,.)]2.0On obtient finalement que @, est défini sur [0,2[ et que @ € L>(]0,2[, (L?)?) N
L?(]0,2[, (H')3). Le choix d’une donnée initiale réguliere dans (5.) assure de plus que . est en fait une
fonction C*° sur [0, 2[xIR3.

On extrait ensuite de cette famille ¥, une suite convergeant vers une solution du systeme de Navier-Stokes
perturbé et conduisant ainsi & une solution de Caffarelli, Kohn et Nirenberg sur]0, 2[><]R3. Le probleme est
alors d’étendre cette solution en tout temps.

5. Le cas p > 3: B) Résultats d’unicité et de régularité.

A priori, étendre la solution au deld de t = 2 ne pose pas de probléme: puisque @ = ¥ + W avec
#(t,.) € (L?)? et b(t,.) € (LP)?, il suffit & un instant to de redécomposer @(to,.) en V+W ot V.V = VIV =
0,V e (L*)*, W e (L*)3,|W], < e pour disposer d’une solution sur Jto, #o + 2[. Le probleme cependant est
de conserver les propriétés de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, c’est-a dire ’inégalité d’énergie locale contrélant
[[IV @ @?¢(t,x) dt dz. Pour cela, il ne suffit pas d’avoir une telle solution sur [0, to] et sur [to, #o + 2] car
il y aurait un probleme de recollement en ty. Il s’agit de montrer le résultat suivant: si @ est la solution
construite sur [0, 2[xIR® dans la section précédente, il existe to € [1,2[, une solution U sur [to, to + 2[xIR®
ayant pour donnée initiale @(tp,.) et un nombre 5 > 0 tel que @ = U sur Jto, to + n[xIR®. On construira
alors par récurrence une suite t,, croissante avec t, + 1 < t,11 < ¢, + 2 et des solutions (régulieres au sens
de Caffarelli, Kohn et Nirenberg) @™ sur ]t,,t, + 2[xIR? telles que pour une certaine suite 7, de nombres
strictement positifs 7 = g+ qur Jtns1,tnsr + nn[x]R3 et on conclura par une partition de 'unité (avec
des bosses positives...) adaptée aux intervalles |t,, tn+1 + nn[- Il s’agit donc de choisir ¢y. Il est facile de
voir que ¥ (et donc @) est presque partout LP (en fait & € L'(]0,2[,(L>)3)); on choisit alors ¢, tel que
T(to) € (LP)? et limt_nj; |0 — T(to)]2 = 0 (ce qui est également vrai presque partout, & cause de 'inégalité
d’énergie). En appliquant la méthode de Leray perturbée et celle de Kato a @(tg), on dispose donc de trois
solutions de Navier-Stokes sur Jto, to + #[xIR® pour un 8 > 0:

* i définie sur 0, 2[xIR? construite par la méthode de Leray perturbée: @ = 7+ ot @ € C([0,2], (L?)?)
et 5 € L(]0,2[, (L)%) 1 L2(J0, 2], (H")°);

* U définie sur Jto, to + 2[xIR? construite par la méthode de Leray perturbée: U=V+WouW €
C([to,to + 2], (LP)?) et V € L= (Jto, to + 2[, (L?)%) N L*(Jto, to + 2[, (H")?);

* i définie sur ]to, tp + O[xIR® construite par la méthode de Kato: 7 € C([to, to + 6], (L7)?).
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i, U et if coi ncident en ¢ = to. Il est facile de vérifier que 7 est L>°((L?)?) et L2((H')?). Par ailleurs,
i — W est solution de la méme équation de Navier-Stokes perturbée que @ — & sur |to, to + 9[><]RS, les deux
solutions col ncident en ty et vérifient toutes deux la méme inégalité d’énergie

t t
I — 3 + 2 / IS & (@ — D)3 ds < |ito) — w(to)[3 + 2 / (@ — ). (@ — D)D) ds
to

to

(et pareil pour ¥ — ). De plus ¥ — @ € C([to, to + 6], (LP)?). Le théoreme d’unicité de Serrin [WAH] permet
alors de conclure que @ = 4. On raisonne de méme avec f — W et U — W. Cela termine la démonstration.

6. Généralisations.

Le théoreme A se généralise & d’autres données initiales que L? [LEM 1]. Bien évidemment, on peut par
exemple considérer le cas d’une donnée LP + L?. Mais on peut considérer d’autres espaces L% + X ol une
donnée dans X permet de trouver une solution mild qui interagisse avec les fonctions dans L>(L*)NL*(H?!)
pour pouvoir imiter la méthode LP. Il y a beaucoup d’exemples d’espaces X possibles, y compris des espaces
de distributions singulieres. Nous traiterons ici d’un exemple simple.

Théoréme B:[Solutions localement L?]
Si V. = 0 et si @y est localement L? et vérifie pour un n > 0:

lim |t (y)|*> dy =0
1
s, [ 1800 < o0
Su, | WGy

alors il existe une solution faible @ sur ]0, +00[ des équations de Navier-Stokes avec g pour donnée initiale:
a) @ et V ® @ sont localement de carré intégrable sur ]0, +oco[xIR®
b) V.i =0
¢) 3w € D'(]0, +o0[xR?) 8@t = At — (@.V) @ — Vw
d) Vé € D(R®)3 limy_o+ < @(t,.) | ¢ >=< o | >
De plus, on peut imposer a cette solution de satisfaire les conditions de Caffarelli, Kohn et Nirenberg

Nous introduisons P'espace E3 analogue de E» pour la norme L? et un espace “technique” Ej ,:

Définition 2: A) L’espace E3 des fonctions uniformément localement de puissance troisiéme intégrable
et nulles a l'infini est défini par: f € Ej3 si et seulement si:
a) SuP,cre Ji, o<1 WP dy < +o00
b) limg 500 .[‘yfm‘gl |f(y)|3 dy =0

1l est normé par:

Il = s ()

z€IR3
B) Pour 0 < a < 3, l’espace Es o est défini par f € E3 , si et seulement si on a:
a) f € F3
) SUP,cR3 f]R3 1f(y) (1+|wjy|)3*“
¢) lim, o0 [Rs If(y)|3/2W dy =0

=)

|3/2 dy < o0



Il est normé par:

il = s (1@ d s s ([ O Gy 0

2€R3 2€R3 (1+ |z —y[)>

1l est facile de voir que la donnée @y du théoréme B appartient & (E3,,)® pour a assez petit et que Es 4
est bien adapté aux équations de Navier-Stokes:
a) D(IR?) est dense dans Fs , (par troncature et régularisation)
b) les transformations de Riesz operent continument sur Ej ,: en effet elles opérent continument (et uni-
formément par rapport a zg) sur L3/2(W dy) car W est un poids de la classe de
Muckenhoupt As/,; pour estimer flw—ylsl |R; f(y)|> dy, on scinde f en go = f(y)lje_y<2(y) et ha(y) =
FW) 1ja—y>2(y); Rjge(y) s’estime facilement par la continuité L* de R;; par ailleurs R;h, (y) est bornée sur
|z —y| <1 par (f|w7x|>2 |f(w)|3/2W dw)2/3(.f|x7w|>2 m dw)'/? .
¢) de a) et b) on tire qu'un champ & divergence nulle dans (E3 )* se décompose en un champ & divergence
nulle appartenant & (L?) et un champ de norme Fj , arbitrairement petite.
d) le formalisme de Kato pour I’existence de solutions milds s’applique sans probléme car le produit ponctuel
est un opérateur bilinéaire continu de L> x Ej , dans Ej , et F3 , C B>
e) le produit ponctuel est bien continu de L? x E3 , dans H~'; en fait, il Iest de L*> x L2, . dans H~'

uloe

f) La fin de la démonstration est similaire (en remplagant le théoréme d’unicité de Serrin par celui de Von
Wahl [WAH]).
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