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Introduction

Les équations de Navier-Stokes que nous considérons sont les équations suivantes sur (¢, x),t €]0,T[,x €
R3:

(1)

ou p est la pression (inconnue), dont le role est de maintenir la divergence de @ égale & 0. Nous parlerons
de solution faible i losque i € (L}, (10, T[xIR?))?, p € D'(]0, T[xIR?) et que les dérivations sont prises dans
(1) au sens des distributions.

Le but de cet article est de donner un rapide survol de diverses démonstrations du théoreme suivant:

Théoréme 0: (unicité L?3)
Si 1, et i sont deux solutions des équations de Navier—Stokes sur ]0,T[><]R3 telles que iy et s
appartiennent & C([0, T[, (L?(IR*))?) et i1 (0,.) = (0, .), alors i) = ils.

1. La théorie classique des équations de Navier—Stokes (1934-1984).

La théorie des équations de Navier-Stokes dans IR® repose essentiellement sur trois papiers: larticle
phare de Leray de 1934 [LER] prouvant I’existence de solutions faibles en tout temps pour une donnée initiale
L?, larticle de Kato de 1984 [KAT] prouvant I’existence de solutions milds globales pour une donnée initiale
L? de norme suffisamment petite et article de Caffarelli, Kohn et Nirenberg de 1982 [CKN] montrant qu’une
inégalité d’énergie locale et la petitesse locale de certaines normes entraine un contréle local de la taille de
la solution. Le probleme de I'unicité des solutions faibles de Leray reste ouvert; celui des solutions milds L?
a récemment connu de nombreux rebondissements ot chacun des trois articles fondateurs de la théorie joue
son role.

Si 4 est une solution des équations de Navier—Stokes suffisamment réguliere pour jouer le role de fonction
test pour 9,4, (1) donne

Bi)? = 20yi.i = 20T — 2V ®@ @G ® @ — 2Vp.d

puis par intégration contre une fonction test ¢ € D(]0, T[xIR?)

// |it|?0¢ ¢ dx dt — 2// IV @ i@)? ¢ da di + // |il|?A¢ dv dt + //(|ﬁ|2 +2p) (@.V)¢ dx dt =0

et enfin si o est suffisamment intégrable pour laisser tendre ¢(s,2) vers 1jg 4(s)

t
/|1’i(t,m)|2 dm+2// ¥ @ i(s, o) do ds=/|{[(0,:n)|2 do
0
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Malheureusement, pour une donnée initiale iy € (L?)3, nous ne savons pas construire une solution suffisam-
ment réguliere pour justifier les calculs formels que nous venons de développer. L’idée de Leray [LER] a été
d’atténuer la non-linéarité des équations de Navier—Stokes pour obtenir des solutions régulieres: il considere
une fonction w € D(IR®) d’intégrale 1 et 'approximation de la masse de Dirac par les fonctions w, = Fw(Z)
et il remplace (1) par

- faua=aa-

A une donnée initiale @y dans (L?)? de divergence nulle, on peut associer une solution (., p.) de (2 — €) qui
est C* sur 0, oo[><]R3 et pour laquelle on obtient les égalités :

—//|ﬁ€|28t¢da: dt+2//|§®ﬁf|2 ¢ dr dt =

- // 7 2AG do dt + //(|a€|2 (@ +w).¥) & do dt + 2//})6 (@.5) do dt
et ;
/|ﬁ€(t,m)|2 d:v+2// ¥ @, (s,2)]° do ds = /|1I(0,w)|2 do
0
Un argument de compacité faible permet alors de faire converger une suite i, vers une solution des équations

de Navier—Stokes; cependant, le terme ﬁ@ﬂ} ne converge que faiblement et nous devons remplacer les égalités
ci-dessus par des inégalités en partant de ce que pour ¢ > 0 on a

//|€®a‘|2 ¢ d dtgliminf//|€®ae|2 ¢ d dt

On obtient alors le théoréme d’existence des solutions de Leray :
Théoréme A: (Théoreme d’existence de Leray)
Si ity € (L*(IR?))3 vérifie V., = 0, il existe une solution faible @ € L>(]0, oo[, (L2)3)NL2(]0, oof, (H)3)

des équations de Navier-Stokes sur ]0, co[xIR? telle que lim,_,o+ |@ — @o|2 = 0. De plus, on peut imposer &
cette solution @ I'inégalité d’énergie suivante :

t

) V>0 Ji 2 [ [ Ve deds <)
0 JR3

et méme l'inégalité d’énergie locale suivante:

Vo € D0, T[xR?), ¢ > 0, 2//|ﬁ®a|2 6 dv dt < //|ﬁ|2 Qb+ Ad) da dt+//(|a’|2+2p) (@) da dt

Le role de cette derniere inégalité a été illustré par les travaux de Scheffer [SCH], puis de Caffarelli, Kohn
et Nirenberg [CKN]. Rappelons qu’une solution @ est dite réguliére au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg

siVeie (12,0, T[xR), p € L/(]0, T[xIR?), si pour toute ¢ € D((0,T) x R?) ¢t € L°((L2)?) et si

loc
enfin @ vérifie I'inégalité d’énergie suivante : pour toute ¢ € D(]0, oo[xIR?) telle que ¢ > 0 on a

(4) 2// IV @ @? ¢(t,z) do dt < //|a|2 (01 + A@) da dt + //(|ﬁ|2 +2p)(@.V)¢ d dt
Nous dirons souvent de maniere plus condensée que u est réguliere CKN.
Le résultat de Caffarelli, Kohn et Nirenberg est alors le suivant :
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Théoréme B: (Critere de Caffarelli, Kohn et Nirenberg)

Il existe deux constantes positives e¢; et C; telles que pour tout 7' > 0, pour toute solution @ des
équations de Navier-Stokes sur (0,T) x IR® réguliere au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, si 2o € IR® et
0 < to et si pour un r dans (0,v/%,) on a

// |7 + |p|*/? dz ds < e 1
|z—zo|<r,ito—r2<s<to

alors

sup i < Cy r .
z—z0|<T/2,t0—12/4<5<tq

L’unicité et la régularité des solutions de Leray reste un probleme ouvert. Des résultats partiels d’unicité
ont été donnés par Serrin dans les années 60 [SER] et par Sohr et Von Wahl dans les années 80 [WAH]:

Théoréme C: (Théoréme d’unicité de Serrin)

Si i et ¥ sont deux solutions faibles des équations de Navier-Stokes sur ]0, T[xIR® qui appartiennent
a L*>(]0, T, (L?)3) N L?(]0,T[, (H')?) et ont la méme valeur initiale @y en ¢ = 0, si de plus @ appartient
L7(J0,T[,(LP)3) ou 3 < p < 0o et 2/r = 1 — 3/p et si ¥ satisfait I'inégalité d’énergie de Leray |7(¢,.)|3 +
2 [V @ @(s,.)|3 ds < | |3 pour tout ¢ €]0, T}, alors @ = 7.

Théoreme D: (Théoréme d’unicité de Sohr et Von Wahl)

(A) Si @ et ¥ sont deux solutions faibles des équations de Navier-Stokes sur |0, T[xIR® qui appartiennent
a L>(]0, T, (L?)3) N L2()0,T[, (H")3) et ont la méme valeur initiale @y en ¢ = 0, si de plus @ appartient &
C([0,T), (L?)3) et si ¥ satisfait I'inégalité d’énergie de Leray ||U(t,.)|3 + 2f(f IV @ (s, ) |2 ds < ||io|2 pour
tout ¢t €]0, T, alors @ = ¥.

(B) En particulier, si @; et i@ sont deux solutions des équations de Navier-Stokes sur ]0, T[xIR? telles
que @ et @y appartiennent & C([0, T[, (L3(R?))?) N L>=(]0, T, (L?)?) N L2(]0, T[, (H")?) et @;(0,.) = @2(0,.),
alors @ = .

Ces deux derniers théorémes reposent sur Iestimation de |@— 7|3 = |73 — |@|3 —2 [ fy 8:(@.7) ds dz+
[f5 0:(|@?) ds da ; le terme |3 — |@o|3 se controle par I'inégalité d’énergie et les termes 9 (a@.7) et 8;(|a@|?)
se calculent facilement car @ est suffisamment réguliere. Des généralisations du théoreme de Sohr et Von

Wabhl, toujours pour des solutions vérifiant 'inégalité d’énergie, ont été récemment données par Chemin
[CHE].

Une autre approche des équations de Navier—Stokes n’utilise pas les inégalités d’énergie : il s’agit des
solutions milds de Kato [FUK] [KAT]. Prenant la divergence de (1), on obtient I’équation

(5)

qui se résout en

(6)



L’équivalence de (1), (5) et (6) se montre sous des hypotheses assez générales, comme par exemple
@ € L*(]0,T], (E»)?) ot E5 est la version locale de L? définie par f € L7 . et lim, o f\y—x\<1 lf(y)|? dy =0
(voir [FLT] pour une démonstration). -

L’approche la plus simple des équations de Navier—Stokes est donc de remplacer le probleme différentiel
par sa formulation intégrale et de rechercher les solutions comme points fixes de ce second probleme dans
un espace de Banach bien choisi.

On est donc ramené & la recherche de points fixes de la transformation @ — @y — B(d@, @) ou B(d@,v) =
f(f elt—s)Ap ﬁ(ﬁ ® ¥) ds. Ce probleme se traite par I’étude des propriétés de continuité et de contractivité
de B. Dans la plupart des cas, on peut se ramener a I’étude de l'opérateur scalaire plus simple A(u,v) =
fg elt=9)2 /ZA (u v) ds, B se décomposant en I’action d’une matrice d’opérateurs de Calderén-Zygmund
sur les fonctions A(u;v;). On obtient ainsi facilement Pexistence locale de solutions lorsque la donnée initiale
est LP avec 3 < p < o0.

Dans le cas p = 3, une difficulté surgit : A n’est pas continu sur C([0,7],L?), et de méme B n’est pas
continu sur {@ € (C([0,T], L?))® / V.7 = 0 } [ORU]. L’idée de Weissler est d’alors d’introduire dans 'espace
de Banach des solutions un contréle de la norme L* grace aux propriétés de régularisation du noyau de la
chaleur [WEI]. On obtient alors le résultat suivant [KAT]:

Théoreme E: (Solutions de Kato—Weissler)
(A) L’opérateur A est continu de Er x Er dans Er ou

Er ={ueC([0,T[,L%) /) |uls < o0, sup Vit |t]oo < 00, lim Vit Ju|oo = 0}
0<t<T t—0

sup
0<t<T

normé par [ulz, = upg<s<r lulls + supocrer VE Juloo (0 < T < 00).
Plus précisément, on a, pour une constante Cy ne dépendant ni de ¢ ni de T :

[A(u,v)(®)]s <Co  sup /s Jul sup [vls
0<s<t 0<s<t

et

Vi AW, 0) (D)o <Co sup V5 Julo \/sup lols sup Vs v]oo
0<s<t 0<s<t 0<s<t

(B) Pour tout i@ € (L3(IR®)® avec V. = 0, il existe T > 0 et une solution @ € (Er)?® des équations de
Navier-Stokes sur ]0, T[xIR* avec @#(0) = iy. De plus, il existe une constante ey > 0 tel que T = +oo des
que |3 < €o.

(C) De plus, si i@ et @y sont deux solutions des équations de Navier-Stokes sur |0, T[xR? telles que i,
et @y appartiennent a (Er)? et @ (0,.) = @2(0,.), alors @ = s.

La démonstration de ce théoreme repose sur un argument simple : 'opérateur e*—#4 \/—(t —s)A est
une convolution avec k(t — s,x) = mk(\/%) ott la fonction k appartient & L' N L.

En ce qui concerne 'unicité, Planchon [PLA] a remarqué qu’une remarque de Brezis [BRE] permettait
de relaxer le controle au voisinage de t = 0 :

Théoréme F: (Théoréme d’unicité de Planchon)

(A) Si i est une solution des équations de Navier-Stokes sur ]0, T[xIR? telle que @ € C([0, T[, (L*(IR?))?)
et si de plus pour tous 0 < t; <ty < T on a @ € (L([t;,t2] x R?))?, alors @ € (E7/)® pour tout 7" < T.

(B) En particulier, si i; et i sont deux solutions des équations de Navier-Stokes sur 0, T[xIR? telles
que @ et i@y appartiennent & C([0, T'[, (L*(IR?*))?) N o<ty <ty <7 (L ([t1, t2] x IR?))? et @ (0,.) = @2(0,.), alors
Ulp = UuUs.



L’idée de ce résultat est simple : on part du théoreme d’existence de Kato pour montrer que si la donnée
initiale reste dans un compact fixe de (L3)? on a un controle uniforme du temps d’existence de la solution
de Kato et de son comportement au voisinage de ¢ = 0. On applique ce controle pour notre solution o a la
fonction #(t + 0) de donnée initiale @(#), 6 > 0, pour conclure.

Si I'introduction du contréle de la norme L™ a permis d’obtenir un résultat d’existence de solutions L3,
la question qui restait en suspens était alors de savoir si cette hypothese a priori sur le comportement de @
était nécessaire pour obtenir I'unicité des solutions L?. L’objet du théoréme 0 est de montrer 'unicité L>
sans hypothese a priori.

2. Navier—Stokes et espaces de Besov.

En 1997,j’ai obtenu avec Furioli et Terraneo [FLT] que l'unicité des solutions L? s’obtenait sans autre
hypothese a priori que la continuité C([0,T], (L?)?) :

Théoréme 1: (Théoréme d’unicité de Furioli, PGLR et Terraneo)

(A) L’opérateur A est continu de L>(]0,T[, L3) x L*(]0,T[, L?) dans L>=(]0,T|, B 1/2 ). De plus, A
est continu de L(]0,T[,L?) x L>=(]0,T[, Bs/**) dans L*°(J0, T[, By/*>) et de Fy x L°°(]0 T[, By/>)
dans L*°(]0,T7, Bl/2 ) ot Fr = {u | sup,¢t"/®|ufs < co}.

(B) En partlculier, si @ et @y sont deux solutions des équations de Navier-Stokes sur ]0, T[xIR? telles
que @, et i@y appartiennent & C([0,T'[, (L?(IR?))?) et @;(0,.) = @2(0,.), alors @ = is.

Notre théoreme reposait essentiellement sur deux idées. La premiere est que 'opérateur B était plus
simple & manier dans les espaces de Besov Bg’oo du fait que la norme s’y calcule essentiellement comme
une estimation ponctuelle fréquence par fréquence tandis que la convolution e!2(—tA)* sélectionne (pour
a > 0) essentiellement la seule fréquence 1/v/t : c’est particulierement lumineux dans l'exemple de Le Jan
et Sznitman [LJS] qui étudie les solutions dans E® ot E = {f / |€2f(€) € L™}. La seconde était de
distinguer dans la solution i la tendance ey et la fluctuation B(i, i) ; Cannone avait montré que pour
les solutions de Kato-Weissler la fluctuation est meillleure que la tendance en ce sens qu’elle appartenait a
C([0,T[, (B")?) et méme a C([0,T], (BA/*")3) [CAN] (rappelons que l'on a By/*' C BY' C L?); dans le
cas d’une seule solution L3, la fluctuation reste meilleure que la tendance (en norme B;/ 2’OO) et cela suffit a
faire marcher les calculs.

La preuve du théoreme 1 repose alors sur quelques idées simples: d’une part (u,v) — \/i—A(uv) est

continu (d’apres les inégalités de Holder, de Sobolev et de Bernstein) :

de L* x L* dans H},, C B,/>™

de L? x LP dans LP pour 3/2 < p < oo et de L3 x H; dans H; pour 1 < p < 3 d’oll par interpolation
deL3xB;’q dansB;’ppour3/2<p<3,0<s<1et1§q§oo;
ﬁ(uv) est continu de L* x Bs»? dans By pour 4/3 <p <4,0 <s < let 1< g < oo;
d’autre part, les opérateurs f — f(f eIt —)A f 25 et f f (E=9)A(t — 5)T/8(=A)T/8 f W

R . 51/2, . .
operent continument dans L™ (Bz/ ) (ces dernieres estimations se démontrant essentiellement fréquence
par fréquence).

de méme (u,v) —

Remarquons, pour répondre & une question fréquemment posée, que cette démonstration se généralise
aux dimensions supérieures et au cas des ouverts a bord (voir [DEP 1] pour une solution L™ sur un domaine
extérieur de R™ avec n > 4, le cas n = 3 se traitant de maniere analogue [DEP 2]).



3. Navier—Stokes et espaces de Lorentz.

Peu apres notre théoreme, Meyer a montré que la distinction entre fluctuation et tendance n’était pas
utile si ’'on remplacait ’espace de Besov B;/ 2,00 par I’espace de Lorentz L>*° [MEY].

Théoréme 2: (Théoréme d’unicité de Meyer)

(A) L'opérateur A est continu de L>(]0,T[,L>>°) x L>(]0,T[, L**°) dans L>(]0,T[,L>°) et de
Fr x L>(]0,T[, L>*) dans L*°(]0,T[, L>*) o Fr est 'espace Fr = {u / sup;,.t'/®|u]s < oc}.

(B) En particulier, si i; et i sont deux solutions des équations de Navier-Stokes sur 0, T[xIR? telles
que i, et i@y appartiennent & C([0,T[, (L?(IR*))?) et @;(0,.) = @2(0,.), alors @ = is.

Ce théoréme se ramene & I’estimation | fot(t — 5)Aelt—5)A \/ijf(s,m) (tdfs) lzoe(p3.20) < Clflpoo (37200

ou encore par dualité a 'estimation fooo |sAesA iA ()30 L < C|f|ps/20. Par convexité, il suffit de
traiter le cas d'un atome f qui vérifie |f|.o < A% et |f|1 < 1/A (de sorte que | f|gs/21 < 1) puisque tout
élément de L3/21! g’écrit comme une combinaison linéaire convexe d’atomes f = DA S, 0< A, >0, A =1

Or pour un atome cette derniére estimation est évidente grace aux inégalités de Sobolev

1
pour —1/2<a <1/2, ||(—A)“ﬁf||L3,1 < Calfll =

et donc [sAe’® \/i—Af(x)”Lm < Ca%.

4. Retour aux inégalités d’énergie.

Un examen attentif du théoreme de Von Wahl (théoreme D) montre que la preuve s’étend au cas de deux
solutions C([0,T), (L?)3) i et iz dés que @y — w2 est dans L>(]0,T[, (L*)*) N L2(]0, T'[, (H')?). C’est-a-dire
des que la différence des fluctuations est meilleure que la tendance. J’ai proposé dans [LEM 1] en décembre
1997 d’utiliser ceci pour construire des solutions faibles globales pour des données initiales localement L3.
Dans le cas simple d’une donnée initiale L?, on construit une solution globale de la maniére suivante : on
fixe € assez petit et on décompose iy en ¥ + Wy avec ¥ € (L?)3, |wpls < € et V. = Vaiy = 0 ; on
résout alors Navier-Stokes dans L? avec w, pour donnée initiale, obtenant une solution globale 1 avec
Supy«; |W]s < 2€ ; puis on résout Navier—Stokes avec @y pour donnée initiale en obtenant une solution de
Leray ¥+ ot 7 appartient & L°°(]0, oo|, (L?)?) N L2(]0, co[, (H')?) et satisfait 'inégalité d’énergie & la Leray
la(t, )13 + 2 f(f IV @ 3(s, )2 ds < |io)2 + 2 fg (V@57 ® W) 12(4g) ds. Cela donne la relecture suivante du
théoreme d’unicité en suivant les lignes du théoreme de Von Wahl :

Théoreme 3: (Théoréme d’unicité de PGLR)

(A) Si iZ, W et ¥ + & sont trois solutions faibles des équations de Navier-Stokes sur |0, T[xIR?, si @ et
appartiennent & C([0,7), (L?)?), si @ appartient & L>(]0, T[, (L?)%) N L2(]0, T[, (H')?) et satisfait 1'inégalité
dénergie & la Leray |3(t, )3 +2 [y [V ®@3(s,.)|3 ds < |@|3+2 [, (V@ F|T® @) 12(4a) ds pour tout ¢ €]0,T],
si de plus @ et ¥ 4+ @ ont la méme valeur initiale en ¢ = 0 alors 4 = ¥/ + .

(B) En particulier, si i; et i» sont deux solutions des équations de Navier-Stokes sur 0, T[xIR? telles
que i et iy appartiennent a C([0, T[, (L*(IR*))?) et i (0,.) = @2(0,.), alors i) = ils.

Pour démontrer ce théoreéme, il suffit de montrer que pour tout 77 < T on a @ —w € L>(]0,T'[, (L?)3)N
L2(]0,T'[,(H")?). Or 2 = il —& vérifie 7 € L2, € C([0,T[, (L?)%) et 2 = €22, — B(Z, 2) — B(W, 2) — B(2, 10).

Cela entraine 7 € C([0, T[, (L?)?). Or par ailleurs la méthode de Leray permet de construire une solution de
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7 = etA%y— B(2,7) — B(W, §) — B(¥, W) avec i € L>(]0,T'[, (L?)*)NL2(]0, T'[, (H")?). Tl suffit de vérifier que
cette derniére équation (linéaire en ¥) a une unique solution dans L>°(]0,T'[, (L?*°)?) suivant la méthode
du théoreme 2 pour conclure.

Remarque: Dans un récent article [LIM], Lions et Masmoudi redémontrent 'unicité L? suivant les
mémes lignes, en remplagant essentiellement I’argument pour montrer que @ — i est dans L*>(]0, T, (L?)?)N
L2(]0, T, (H")3) par I’étude d’un probléeme dual. Cette formulation aurait ’avantage de s’appliquer simple-
ment au cas des ouverts a bord, plus simplement que la construction de De Pauw.

5. Inégalités d’énergie locales.

La derniére étape consiste a étendre le théoréme de Von Wahl (unicité) ou de Leray (existence) au
cas des données localement intégrables, en remplacant 'inégalité de Leray par celle de Caffarelli, Kohn
et Nirenberg. On remplace de méme L? par 'espace des fonctions localement L3 et nulles & l’infini :
lim, 00 fly7w|<1 |f(v)|? dy = 0. On obtient alors les théorémes suivants [LEM 2] :

Théoréme 4: (Deuxiéme théoreme d’unicité de PGLR)

(A) Soit iy € (E3(IR?))® avec V.iy = 0. Si @ et @ sont deux solutions faibles des équations de Navier—
Stokes sur |0, T[xIR? telles que @ appartient & C([0, T[, (E3)?), # appartient & L>(]0, T[, (E2)?) et i et & ont
la méme valeur initiale @ en ¢ = 0, si on a de plus sup,egs [ fo ;o lo—yl<1 IV @ 3(s,y)|? dy < oo et si &
est réguliere CKN, alors @ = ¥/ sur 0, T'[.

(B) En particulier, si @; et i sont deux solutions des équations de Navier-Stokes sur ]0, T[xIR? telles
que iy et @o appartiennent & C([0, T, (E3)?) et i1(0,.) = i2(0,.), alors @t = .

Théoréme G: (Théoreme d’existence de PGLR)

Soit, 7y € (B»)? tel que V.ily = 0. Alors il existe une solution @ € Ny<oo L ([0, T], (E5)?) des équations
de Navier-Stokes sur ]0,00[xIR? telle que lim,_,o+ |# — @]z, = 0. De plus, on peut imposer & @ d’étre
réguliere au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg.

Le théoreme d’unicité et celui d’existence se démontrent conjointement : on commence par montrer
Iexistence locale d’une solution CKN pour une donnée Es ; cette solution ¥ est de plus localement, L>(H®):
sup,ers [ focior o yl<1 |V @ #(s,y)|> dy < oo. Le théoreme d’unicité s’en déduit selon les mémes lignes

que le théoréme 3 : on commence par montrer 'unicité Fy des solutions de ;7 = AZ — PV.i® 7z lorsque
@ € C([0,T], (E3)?) (a laide d’espaces de Besov sur les Morrey—Campanato), ce qui permet de montrer que
i est localement L2(H?!). La fin de la démonstration de I'existence vient de ce que presque partout en temps
la solution locale construite est F3 et que pour les solutions E3 on sait construire des solutions CKN L2 + E;
par la méthode de Leray sur des intervalles de temps arbitrairement longs; pour construire des solutions
globales, il reste & construire des solutions sur des intervalles ¢y, t, 1 + €[ avec €, > 0 et tp11 —ty > 1 et
a les recoller régulierement CKN par le théoreme d’unicité.

Le plus délicat est le maniement de I’inégalité d’énergie locale pour obtenir ’existence d’une solution
E,. L’idée est de tronquer @, pour obtenir une donnée initiale L?; on utilise pour cela une base d’ondelettes
vecteurs & divergence nulle qui nous permet facilement d’approximer dans (E)? iy par une suite de champs
L2 A divergence nulle. Pour une donnée L2, on sait construire une solution de Leray CKN. Il reste essen-
tiellement & montrer que ’on controle la norme FEs des solutions par la seule norme E5 des données, pour
pouvoir ensuite passer & la limite. Or on a pour tout ¢ € D(IR?) :

{ Jre it 2))* o(z) de+ 2ff0t |§ @il ¢ dx ds <
< fps lBo(@)® () do+ [ [} @) Ap dz dt+ [ [} (|@]> + 2p)(@.V)g dz dt
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On applique cette inégalité & lestimation de a(t) = sup,cgs f\zfy\<1 l@(t,y)|*> dy et & B(t) =
SUp, cR? ff|x7y|<1 oes<t |V @ U(s,y)]> dy ds en considérant ¢ qui vaut 1 sur B(0,1) et z,y; tels que:
a(t) < [gald(t,2)]> @o(z — ;) do et B(t) < ff(f IV ® @)% ¢o(x — y¢) d ds ; on obtient alors :

a(t) ga(0)+01/0 a(s) ds + O (/ a(s)? ds)1/4([3(t)+/ a(s) ds)>/*

0 0

t t t
23(1) < a(0) + C [ a(s) ds+Ca ([ a(s)® d)'/(3(0) + [ als) ds?
0 0 0
On peut éliminer 3(t) et obtenir finalement : a(t) < Cy (a(0) + f(f a(s) ds+ f(f a(s)? ds) et en fin de compte
un controle local de a et de 8 en fonction de la seule taille de «(0).

6. Régularité des solutions L>.

Tout récemment, je me suis apercu que les résultats de la section précédente impliquaient en fait la
régularité des solutions L? ou E3 et que les solutions C([0, T'[, (L?)?) vérifiaient toujours la condition de Kato
et Weissler sur la norme L™ :

Théoréme 5: (Troisiéme théoréme d’unicité de PGLR)

(A) Si @ est une solution faible des équations de Navier-Stokes sur 0, T[xIR? telle que @ appartient &
C([0, T, (E5)?), alors @ est réguliere CKN et de plus on a pour tout ¢ €]0, T'[ supgces V5 [0 < 00.

(B) En particulier, si i; et i sont deux solutions des équations de Navier-Stokes sur 0, T[xIR? telles
que i et @y appartiennent & C([0, T, (E3)?) et i1(0,.) = w2(0,.), alors @, = .

(C) Si i est une solution faible des équations de Navier-Stokes sur ]0, oo[xIR? telle que @ appartient &
C([0, 00, (L?)?), alors on a lim;_,« ||if]3 = 0 et donc supy; vVt |@]oo < 00 et limy_yoo V1 |i]eo =0 .

Pour le point (A), il suffit de remarquer que le théoreme d’existence globale de solutions régulieres
CKN (théoreme G) et le théoréeme d’unicité & la Von Wahl pour les solutions Es (théoréme 4) montrent
que @ est réguliere CKN; par ailleurs si ¢ < T, on a par compacité de {ii(s) / 0 < s < t} dans (E3)® que
lims 0 SUP,,em? 0<s<t Sz ao|<s |i@(s, )| + |p(s, ) — Ps.ze|>/? dz = 0 de sorte que pour § assez petit on a
pour tout zo € R? et tout 6 € [§2,1] I'inégalité S oo <6,0—52<s<0 [T + |p — Pag.6l?/? dr ds < € 62 et
finalement, d’apreés le critere de Caffarelli, Kohn et Nirenberg (théoreme B), supsse << |@]oo < C1 671
Cela donne en fixant g le controle de la norme L sur [§2,#] ; pour s < §2, on prend § = /5 et on obtient
le controle de /s ||@] -

Le point (B) (qu’en fait nous avons déja utilisé dans la démonstration du point (A)!, de sorte qu’il ne
s’agit pas ici de le redémontrer mais seulement de le réinterpréter) devient alors évident, puisque 'unicité
des solutions de Kato—Weissler se déduit immédiatement des propriétés de contractivité de 'opérateur B.

Pour le point (C), on remonte au théoreme 3. Si € est assez petit et si on décompose Uy en vy + Wy
avec 7y € (L2)3, |Wols < € et V.7 = Vady = 0, on résout Navier-Stokes dans L3 avec  pour donnée
initiale, obtenant une solution W avec supgy, |@W]s < 2e ; puis on résout Navier—Stokes avec @y pour donnée
initiale en obtenant une solution de Leray @+ @ ou @ appartient & L (]0, oo[, (L?)?) N L2(]0, oo, (H")3) et
satisfait I'inégalité d’énergie & la Leray |3 (t,.)]|3 + 2 f(f IV @ (s, ) |2 ds < |io)2 +2 fg (Voilie W) 12(dz) dS.
En particulier, 7@ € L*(]0,00[, (L?)?) et donc |73 < € en dehors d’un ensemble de temps de mesure finie.
On obtient donc que # finit par étre petit en norme L? et le reste alors grace au théoreme de Kato sur les
solutions globales L>.
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