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Remarques sur la formule sommatoire de Poisson
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Dedicated to the memory of Stonistaw Hartman

Abstract. It js well known that the condition “f € L and f € L!” is not sufficient
to ensure the validity of the Poisson summation formula 5= f(k) = ¥ f(k). We discuss
here a stronger condition “z®f € LP and ¢°f € 19" and see for which values of o and b
the condition is sufficient.

I. Généralités sur la formu!e sommatoire de Poisson. Nous défi-
nissons la transformée de Fourier f d’une fonction f intégrable sur la droite
réelle avec la normalisation suivante :

& Fe)= [ fla)emt da.

La formule sommatoire de Poisson 8'écrit alors

@ S =Y ).

ngZ neZ

Nous allons discuter dans cet article un critére simple de validité de cette
formule.

En effet, sous la seule hypothése “f € L*", la formule (2) ne peut avoir
de sens, puisqu’elle fait appel & des valeurs ponctuelles de f. L'hypothese
“fe Ll et f &L (assurant que f et f sont continues) ne suffit pas plus
A assurer la validité de (2) : on trouve dans un exercice de Bourbald [1] un
exemple ot les deux séries 3 f(n) et T f(n) sont divergentes quoique f et
F soient intégrables, tandis que Y. Katznelson ([2], [3]) a donné un exemple
pour lequel 37 f(n) et 37 f(n) sont convergentes mais de sommes distinctes.
Nous discuterons ’exemple de Katznelson dans la section. IL
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Une des clés pour traiter la formule (2) est de considérer la 1-périodisée

fde f,
(3) f(z)

Z f(ﬂ: +ﬂ) ~ Zf‘(n)eﬁi:rmm ,

ncZ nE%L

ol l'égalité = est la définition de f (la série 5 f(z + n) converge presque
partout et définit une fonction l-périodique)} tandis que 1’égalité ~ exprime
que f(n) est le n-itme coefficient de Fourier de la fonction périodique f Un

critére de validité pour la formule {2) peut classiquement se chercher de la
maniére suivante, :

Etape 1 : étudier la convergencé de 3, ez f(z + n) sur [~1/2,1/2]

(convergence en 0; continuité de Fen 0).
Etape 2 : étudier la convergence ponctuelle de la série de Fourier

3 ez (7)™ vers f(z) (en & = 0).
Une premiére approche est de forcer la convergence et la continuité de
Ynez f(@+n) en imposant la convergence de 3, o7 SUPgein ) [ F(2)] (une

condition introduite par Wiener [4]). On a le résultat facile suivant :
ProPOSITION 1. Soit f une fonction continue sur R telle que
(@) Y sup FE@)i<oe. .
S
Alors on . 4 ’

(5) S im=gm Y )y

ned n=-—N

Preuve. Par (4), > ez F(z+m) converge uniformément sur [—1/2,1/2]
vers une fonction f continue. {5) est alors immédiat par le théordme de
Fejér. m : e :

Pour pouvoir remplacer la (C, 1)-sommabilité de 3 f(n) dans (5) par
la convergence de la série, la continuité de f ne suffit pas. Une condition
suffisante classique est que f satisfasse la condition de Diti & Porigine; cela
est certainement le cas si f est holdérienne. D’oll le critére suivant :

ProrosITION 2. Soit f une fonclion continue sur R telle que pour un
£ €]0,1] on ait ‘

(6) > swp

ner z€[n,nt1]

|f () = f(y)]
|z — y|*

|z [*]f ()] < oo,

) sup
=,y R, TEy

< 00
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Alors 5 f(n) est (absolument) convergente, S f(n) est simplement conver-
gente {au sens de Uexistence de la livnite de Zf;_ s F(n) quand M et N ten-
dent vers Vinfini) et les deus sommes sont égales: 3, o f(n)y =3, .0 F(n).

Preuve. Il suffit de vérifier que f est holdérienne d’exposant o =
£?/(e + 1). Pour cela, notons Cy et Cy les premiers membres de (6) et (7).
Soit x € [0,1) et h & [~1/2,1/2], h# 0. Pour n € Z, on a

e+ n)~ fla+n+h)| S CAF
et, 8l |n| = 2,
|+ n) = fl@-n+h)
< (Inl = §)7* (2 +nlff{z+ n)l + |2+ nt WEIf @z +n+h)])
d’olt pour tout N > 2, en distinguant le cas |n| < N —1let |n| 2 N,

\Fle+ k) — fl&)] £ @N = 1)C1|h[* + (N — §)~=2C,
< 201 N|h|f + 452CoN~°.

1l suffit alors de choisic N = 2[jh|=¢/(+1)], w

On ne peut remplacer la convergence simple de )’ f(n) par sa con-
vergence absolue dans la proposition 2, sous la seule hypotheése que JZ" est
holdérienne. Il faut pour cela une hypothése supplémentaire, par exemple
que son exposant d'héldérianité est strictement plus grand que 1/2 ou que f
est hldérienne et & variation bornée {5]. Un exemple de fonction périodique
1/2-h&ldérienne telle que ses coefficients de Fourier ne soient pas absolu-
ment sommables peut se construire facilement & 'aide des polyndmes de
Rudin-Shapiro [3]. Nous retrouverons ces polyndmes dans la section V.

S au lieu de la condition de Dini, on fait usage de la condition de
Dirichlet--Jordan pour la convergence des séries de Fourier, on a un énoncé
simple, dont nous ne nous servirons pas dans la suite :

PROPOSITION 3. Soit f une fonction intégrable, continue et & variation
bornée sur R. Alors 3 f(n) est absolument convergente, 3- f(n) est simple-
ment convergente (au sens de l'existence de la limnite des sommes portielles

symétrigues Effﬁ_ N f (n)) et les deus sommes sont égales.

Preuve On vérifie facilement que f satisfait le critére de Wiener (4).
En effet, | f(z) — £(y)| se conirdle pour z et y dans [n,n+ 1] par la variation
de f sur [n,n + L. Intégrant par rapport & y, on a pour = € In,n+ 1},

-1 n+t1

@l < [ Ifwldy+ [ ldf1tw),
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d’on (4). En particulier, ¥ .z f(z + n) converge uniformément sur tout
compact de R vers une fonction 1-périodique, continue et a variation bornée,
ce qui termine la preuve. m

II. Le contre-exemple de Katznelson. Le contre-exemple de Katz-
nelson consiste & décomposer x)o,1[ en une série >~ p; de fonctions continues
positives ; dont les transformées de Fourler ¢; sont intégrables, puis &
associer & chaque ¢; une fonction

w@ =5 % (1-Fete-n wea
T Inj<n; 7

de sorte que 1,&5,- et ; coincident sur Z mais que, par choix de IV, H@/;j i1 soit
aussi petit qu’on veut, et enfin & poser

F=> 4.
Cette série converge dans L' et les transformées de Fourier de f et de X0,1]
coincident sur Z, donc f(k) = . (1 pour k = 0, 0 pour k entier # 0). S
les N; sont convenablement choisis, la série 3 4; converge aussi dans L*,

donc f appartient & L' et la série > converge uniformément. Donc f
est continue et, comme tous les ¢; sont nuls sur Z, f est nulle sur Z. Ainsi

2 f(k)y=1et 3 f(k)=0.
Pour rendre les calculs & venir plus clairs nous allons donner une variante
de cette construction. Partons de la convolution

w = Xxp,1[* ¥,

o1 § est une fonciion de classe C°°, portée par [1,0], d’intégrale égale & 1.
Ainsi w est portée par [—1,1], de classe O,

L?J(k) =&y k (k S Z) )
et ©(£) est une fonction & décroissance rapide. Posons
7(2) = w(z) —w(2), ;@) =~2"z) (jeN),
1 n
in@) =5 2 (1-B)a—n).
In{<N

La série 3 +y; converge vers w dans L' et en tout z # 0, donc

DAk =bon (ke

JEN
D’autre part les fonctions , Y4y V4,5 sont toutes nulles sur Z, et

Yin(k)=%k) (JEN, NeN, keZ).
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Majorons ||%;,~[/i- On a
. i 1 (sinwNEN®
; =—K ¥(8), K = = .
() = HENOUO,  KnlO) = 5 (ST
L’important est ici que Ky (le noyau de Fejér) est positif, et que

Ml
[ Ex=1 (nez).
Tt

Ainsi
. 1 . 1
Yl & 5 su () = 7 175
78| N ﬂzezzﬂsffﬁwl 2163] N“'YJ”W
ot || ||w désigne la norme de Wiener introduite dans la proposition 1 (for-

mule (4)). Comme ||%;||w < C, constante qui ne dépend que de w,
c
. <L
sl < <
Choisissons maintenant une suite IV; telle que ¥ 1/N; < o0, et posons

f = Z’Yj,Nj .

La série converge dans L' (cela n’utilise pas I'hypothése faite sur les N;),
done

Fley =" %imu (k) =D 45 (k) = bo,s-
4 7

De plus la série Y 4., converge dans L*, donc f € L. La série qui définit f
converge uniformément, donc f est continue et nulle sur Z. On a finalement,
f et f continues, f e I, fe I, Y f(k) =0, 3 f(k) =1

Nous allons discuter cette construction et voir jusqu'a quel point on
peut renforcer les conditions de taille sur f et f (du type x®f € LP avec
a>1/p =1-1/pet £Ff € L avec b > 1/¢' = 1 —1/g) et avoir quand
méme un contre-exemple A la formule sommatoire de Poisson. Choisissons
done N; = [2M] pour un A > 0, et cherchons & quelles conditions sur A on
agtfeLret'f e L

Pour avoir z*f € L?, il suffit que la série ||z%y; n, ||, s0it sommable. Or,
le support de ;. v, étant contenu dans Vintervalle [~N; - 1,N; + 1], on a

2 i o = O v o -
Les y; (¢ ~ n) tant & supports digjoints (pour j 2 1),
|
5.0, | = O %Y
et enfin [|v;]lp = O(279/7). Donc

2, lp = O(27Ple=/71=1/2)
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et la suite est sommable lorsque

1 1
A(o-5) -5 <0,
p r

Pour avoir £°f € L9, il suffit que la suite €54, w; ||y soit sommable. Pour
alléger l'écriture, écrivons N au lien de N;. On a

. . I
J1eramiede = [ el v &
et 'important est ici que
n--1 q ol
1 1 1
— < — =
J(NKN) A nf v =5

Donc

J VP it d < el

Pour estimer la norme de Wiener, observons que, lorsque f est une fonction
continue et de classe C' par morceaux,

IFlw < 1+ £
(comme on I'a vu dans la preuve de la proposition 3). Or
. q .
et = [ ermasels(£)]"de = w00w-0 [ igpajgieae,

ENM Z o
7(5‘)| ) = #eDvar(gagi

et la somme est O(27(b4+1-2)), Finalement,

d
d—gﬁflbql%lq

= var (fflbqZ“jq
1

”fbﬁ’j,Nj- e = O(Njf“l/‘fgj(b-lﬂ/q))
et cette suifte est sommable si
A
e 5; <0.

Les calculs ci-dessus supposent p et g finis. En comparant les conditions
obtenues sur A, on obtient un résultat qu'on étend & simple lecture au cas
oll p ou g est infini.

RESULTAT 1. Sia > 1/p' (p € [1,00], 1/p" = 1~ 1/p) et si b > 1/q'
(gefl,o0), 1/g =1 - 1/q) et si de plus

R N )
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il existe une f continue telle que 2°f € L? (done f € L1), £ f € 19 (done
f € L) et qui donne un contre-ezemple ¢ lo formule de Poisson - S Flk)=

0: Z f(k‘) = L

Remarque. Comme S(R) est dense dans {f € L': z%f € L7, ¢ ¢
L9}, le résultat 1 et le théoréme de Banach-Steinhaus assurent que sous
I’bypothése (8): on peut trouver f vériflant z2f € LP, & f € L9 et telle que
ST f(k) ou ) f(k) diverge. =

II1. Le critére de convergence. Le résultat 1, obtenu en discutant
le contre-exemple de Katznelson, nous a amené & conjecturer que lorsque
(b—1/¢'Ya~1/p") > 1/(pg) la formule sommatoire de Poisson était valable.
Pour cela, nous nous efforcerons de nous ramener au critére de Wiener exposé
dans les propositions 1 et 2.

Sang perte de généralité, nous pouvons supposer 1 < p < 00,1 < ¢ < .
On considére deux fonctions w et 2 de classe C™, & support dans [—1, 1] et
telles que fwdz = [QRde =1et [2fwds = [2*Rde =0 powr 1< k <
Ky avec Ky > ap’ et Ko > bg'. Pour § > 0, on note w; = Afw(4’z) (de
transformée de Fourier & = 0(£/A7)) et £2; = B/ 2(Bx) (de transformée
de Fourier inverse 2; = 2(z/B%)). On approxime f (telle que z°f € LP
et £0f € L) par Ji = (f *wy)f2. On décompose f1 — fien g; »h_ﬁj,
ol g; = (f xw;)[; avec Iy = 41 — 2 = BIT(BIE), tandis que h; a
pour transformée de Fourjer hy; = (fﬁ'j“) * (2541 8VEC Yjh1 = Wi — W, =
Aitly(Alx). On a

e o0
fmfo-}—zgj-{—zfvilj:fo—I‘G‘['H

j=1  j=0
On va montrer que pour un choix de 4, B > let dee €]0,1[ on a

(9) Z sup |zf|G(2)] < oo
ned {n.nl

(10) Y- sup [EFIH(E)] < o0
neg [mnt]

En congéquence, & et H sont holdériennes ¢ en effet, G= f — fo— H, olt f
est holdérienne d’exposant s pour s < b—1/¢’, fo appartient a la classe de
Schwartz ¢t H est holdérienne d’exposant ¢ par (10) (puisque |€°H € L');
on raisonne de méme pour H = f- fo — ( puisque f est hBldérienne
d’exposant o pour o < a — 1/p’ et G est holdérienne d’exposant & par (9).
La proposition 2 permet alors de conclure que Y _pq G(k) = 3 ;.5 G(k) et
que Yy H(k) = 3oy H(k), et donc que f satisfait la formule de Poisson :
les deux séries 3~ f(k) et 3 F(k) convergent et sont de.méme somme:
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Il reste 3 démontrer (9) et (10). On note z, et £, deux points de [n,n+1]
et on veut majorer

I= Zi [ 1F(@)| 4 w( 4 (2 — 20)| do |2a]*| ] (n / BY)|
necZ j=0
et

J=33 [ IFOIRE/ANBIRB (¢ - &) dE [6al
n€L j=1
par C{|lz®f|lp + |€° f]|4) ott C ne dépend ni de f ni du choix des 2, ou des

£n.
I se majore simplement. Pour |n| < 3, on écrit |I'(z)| < C|z| et donc

Yo [ @) 4 w4 (@ - 20)| dz |2al*| P (@ /B
j:o
£ — 4C ! " a b g
S loollold® 25 = Clfllee = C7 (12 £l + 116 Fl0)
=0

(puisque & > 1/p et b > 1/¢', de sorte que z°f € LP et tferi=fe LY,

Pour |n| > 4, on remarque que si z € Suppw(A/(z — z,)) alors |z| >
|z | et done |2[7% < 22|z, |7, d'olt

SV [ @) A w(A (o 0))] do e | F(ea/ B

[n|=4j=0
<2 [ Rl Y Y AN (4@ — wa)liea o P (e B))
|n|>4j—0
<Pl fl]| 5 S A (o - gl /B |
|n|>4 §=0

Mais on vérifie par Hélder que

{33 B - sa)llenl = Fea/ 5]}

[n[247=0

’

< (30 2 A (4 (2~ m))P o | P/ B))

|nz4 =0
i ; N ; »'/p
QI ERCUCEE] T ENT-5) I

In|245=0

a z fixé, seul trois indices n au plus peuvent vérifier x;_y 3j( A7 (z — z,)) # 0;

icm
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de plus, > ez [Pz /B7)| < oo puisque I’ décroft rapidement & Iinfini et
est O(z*) en 0. On obtient donc

I <O fllos+ OHwapr( Z ZAJ';P'*—;"|mn|(s—a)P'|f(wn/Bj)[)l/p/

[n]24 j=0

= g A ad . ’ . 1/”
<O flleo + C"Hﬂi‘“f”p(ZA-’fP ~j gile—alp BJ) »
Jm=0

de sorte que (9) est établi si AP =1 < Bla~'~1 oy encore A < Bla—1/¢'~<)p_
Les estimations pour J sont similaires. Pour |n| < 3, on majore |5(¢)]
par C|€| et on trouve que

> JIF©RE/A) BB (€ — £0))] d€ 6l < C)llloo
In|<8 j=0
Pour |n| 2 4, on remarque que si £ € Supp 2(B/(¢ ~ £,)) alors 2léa] <

€] < 2[én et done [%(€/47)] £ 8(€n/A7) avec B(E) = supj¢ pcyi<ale F(#);
on a donc

>3 e

H(¢/A7) B | (B (€ ~ €n))| dE [€nl*

[njz4 j=0
<2 [ IePIFEN S ST BB (€~ £0))]16a1°00(En/ AT) dE
[n|24 j=0
< Gllabfllq(iBJ"*'“"’AﬂE-bM’m)” ’

§=0
de sorte que (10) est établi si BY ~1 < A®~2)4"~1 oy encore B < A
On peut avoir (9) et (10) simultanément pour un bon choix de €, 4 et
B dés que (b—1/¢")g(a — 1/p")p > 1. On obtient donc :
RESULTAT 2. Sia > 1/p {(p € [L,00], 1/p' =1 —1/p) et si b > 1/q
(gel,00], 1/¢"=1~1/q) et 51 de plus-

) plq (b_q%( —fvl_’>

alors toute fonctzon [ telle que 2°f € LP et £° f € L7 vérifie la formule
de Poisson : 3. f(k) converge, Y, f(k converge et les deur sommes sont
égales.

b—1/g'~e)g

Iei, comme dans la proposition 2, la convergence des séries signifie 'exis-
tence de la limite pour les sommes partielles Z{\_TM quand M et N tendent
vers Pinfini.
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TV. Un critére de convergence absolue. Dans la démonstration du
résultat 2, la convergence de y, f(k) est démontrée de manigre indirecte : on
décompose f en f = g+holt ¥ |g(k)| < oo est démontré directement tandis
que la convergence de . h(k) est démontrée & I'aide du critere de Wiener
(proposition 2) appliqué & la transformée de Fourier de h. Sous la seule
hypothése (11), on ne peut conclure en général que 3, |f(k)| converge. On
dispose cependant d’un critére simple de convergence ahsolue assez proche
du résultat 2 :

ProrosITION 4. Sia > 1/p" (p &€ [l,00], 1/p' =1~1/p) et si b > 1/r
(r e [1,00]) et si de plus, en notant 1/r' =1~ 1/r,

ST

alors toute fonction f telle que z°f € L et f € BP" (espace de Besov)

vérifie Yyeq (k) < oo.

Preuve. On considére une fonction ¢ € C* telle que 35, .p plz—k) =1
et que Suppy C {—3/4,3/4] (de sorte que p = 1 sur [-1/4,1/4]), et une
fonction w € C*, paire, & support dans [~1/4,1/4] telle que fwd:c =1 et
JzPwde =0 pour 1 <k < Ny avec Ny > b.

On pose wg(z) = |k|*w(|k|°z) pour un exposant ¢ > 0 qui sera fixé plus

bas, fi =3 p(f xwr)p(e~k) et fo=f~ f1.Ona

YIRS ST IA®I Y 1f208)

kez* keZH kel

La premiére somme se contrdle facilement :

YA [ 1F@)] Y il (@ - k)| de

heZ> byt
= Hm“.f“ﬂ” Z k| | (1K (2 — )| 2]
kEZ*
< Ol (3 K =)
keEr

et la dernitre somme converge pour (a — £)p’ + & > 1, ou encore £ <
pla—1/p').
Pour contréler 33, 5. | f2(k)|, on remarque que pour g € BY" et k € Z*,

lg ~ g% willoo < ClE[==E=D gl a0 .

b1 o
En effet, on a Bf” C Bs fre0 par les inégalités de Bernstein, de sorte que
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g est (b — 1/r)-hildérienne. La preuve de l'inégalité est alors classique. On
berit b— 1/r=m+4pavec0< p<let m & N et on écrit

g2) —gxwi(@) = [ (9(2) — 9(v))wilz — v) dy
= [ (st~ + 3 =L 0@ ento - s

pe=l

la formule de Taylor-Lagrange nous assure gue

= g(=) + Z p)( )+ Tg(m)(z) pour un z € {z,y],
p=1 '

de sorte que

,,_if” y) ) (z)

p=0

< C’im - ylb_lfrllg”ngljr-,oo .

Par ailleurs, f(k) — f * wi(k) ne fait intervenir les valeurs de f que sur
[k —1/4,k+ 1/4], ot f coincide avec f(z — k). On obtient donc

Y 1AaEI< Y R fole ~ k)il g -

kEZ* keZx

Mais les normes || f| go, et (X peq | Fo(z — k)\|;h,,)1/r sont équivalentes (on
dit que 'espace de Besov BY" est localisable) et donc

/v
S 1REI <Ol { Y K701

keZ* kei*

Cette dernidre somme converge pour er'(b — 1/r) > 1.

On voit qu'on peut choisir C' de manidre & ce que ¥ |f1(k)| et 3 | f2(k)]
convergent dés que +'(b—1/r}p(a — 1/p") > L.

Si lon revient au critére “z®f € LP, £ f e L9, on voit que si ¢ < 2 la
condition (a—1/p")(b~1/¢') > 1/(pq) entraine la convergence de 3| f(k)] :
en effet, Je théoréme de Young (f € Lfet g < 2= f & L) appliqué ala
décomposition dyadlque de f permet de conclure quesiz®f € LP et £° felLs
alors f € B (et méme Bb 7'}, de sorte que la proposition 3 s'applique
(puisque pour tout & > 0, Bgé,‘f C B:,” o ). Si ¢ > 2 le théoréme de Young
ne s’applique plus. Par contre, &° f & L% et f € L™ entraine £7 f € I? poux
tout o < b— 1/g+4-1/2, de sorte que si (&~ 1/2)(a — 1/p) > 1/(2p) on peut
encore appliquer la proposition 4. On obtient donc :
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RESULTAT 3. Soient a > 1/p' (p € [L,00], 1/p' = 1~1/p) et b > 1/¢
(g€ [l,00], 1/¢" =1—1/q). Alors si de plus

o ()

. S I(R) < oo.

keZ

V. Les polynémes de Rudin—Shapiro. Au vu des résultats 1 4 3, il
reste & considérer le cas

1 ( 1)( 1) 1
—<|la——=]|b-5) <=
Py P q 2p

(ol done ¢ > 2) ol nous savons que 3. f(n) = ¥ f(n) mais ot nous n’avons
pas montré que 37 |f(n)| était finie. En fait, nous allons voir que ¥ |f(n)|
peut diverger.

Jljour cela, nous considérons les polynémes de Rudin-Shapiro PrlE) =

S22 Jlenet™ qui vérifient les propriétés suivantes
{-1,1} et || Prloo < 2INFD/2,

On pose alors, en choisissant w C*° & support dans [~1/2,1/2] et valant
1 en O et en notant w;, la fonction w(A(z ~ n)) ot A est un nombre
fixe > 1,

: pour tout n, &, €

o1

(14) Z Z Ep_aNWN n .

n=2N

On a, pour 2% <n < 2%, |f(n)| = [e,_av|/2V = 1/27 et donc T |#(n)|
= co. Nous allons mmntenant voir pour quelles valeurs de A on a z®f € L?
et &f e L9,

Le calcul de |iz®f{|, est immédiat car les Wy, Sont toutes & supports
disjoints deux & deux :

2N Tl

— 1 — 1
a g - 3 + -
le®flE= 3" 5w D, Ietwnalz< Y a2 2N AN lwl?
N=0 ne=2N Ne=()

et z°f € LP dés que 297~ P+l < A,
Pour le calcul de [|£°f||,, on remarque que

F0)= 3 G P (e e e o e %)
=0
et donc que
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1€]®] f(w |<2Z ANb (lel/a™Plae/a™M)] .

On a alors
jebfla<a [ ( T % w(é/AN)l)
0
x (3 elavy E/AN)|)‘?’“' e
Ne=()

quAN

C’AN O(W)N“‘

et F € L9 dis que Ab9—9+1 < /27

On peut alors choisir A vérifiant Z“P"p*‘l < Aet A < /2% siet
seulement si (ap—p+ 1)(bg—gqg+1) < 2q, ou encore (a~— 1/p)(b—1/¢") <
1/(2p).

RESULTAT 4. 85 ¢ > 2 et 5i 1/(pg) < (a— 1/p")(b~ l/q’) < 1/(2p), alors
il eziste f telle que 3°F € LP, £2F € L et 3oy | F(R)| =

V1. Conclusion. En réunissant les résultats 1 & 4, nous voyons que
nous avons obtenu un critére presque optimal de validité pour la formule
sommatoire de Poisson a 1’aide d’hypothéses de taille sur f et f

THEOREME. Sotent p,q € [1,00], 1/p' =1-1/p, 1/q' = 1—-1/q, et soient
a>1/p eth>1/g.

(1) Si (a—1/p" )b —1/q") < 1/(pg), il existe f continue telle que z°f €
I?, donc f € LY, €f € LY, done f € LY, et Tcq F(R) # Tz F(K).

(ii) i par contre (a —1/p")(b—1/¢) > 1/(pq) alors pour toute fonction
F continue vérifiant z°f € LP, &f € L9, on a Yz F(k) = ez F(R),
les deuz séries éfant simplement convergenies (au sens de Uexisience de la
limite des sommes E‘:YM quand M, N — o0o).

(iii) 81 q> 2 et 5i 1/(pg) < (a — 1/p'}(b— 1/q") < 1/(2p) alors il existe
une fonction f continue vérifiant z°f € L?, ¢*f € L9 et Yorez f(R) =

(iv) 8% par contre (a — 1/p")(b—1/¢') > max({1/(2p),1/(pq)) alors toute
fonction f continue vérifiant z°f € LP, € f € L9 vérifie Ty |F (k)| < 0.
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