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Résumeé : On développe une approche générale du Théoréme limite centrale presque siire pour les
martingales vectorielles quasi-continues & gauche convenablement normalisées dont on dégage une
extension quadratique et un nouveau théoréme de la limite centrale. I’application de ce résultat
4 estimation de la variance d’un processus & accroissements indépendants et stationnaires illustre
I'usage qu’on peut en faire en statistique.

1 Introduction.

1.1 Motivation.

Etabli suite aux travaux pionniers de Brosamler (1988) et de Schatte (1988), le théoréme de la
limite centrale presque-stire (TLCPS) a révélé un nouveau phénomeéne dans la théorie classique des
théorémes limites. En effet, pour une marche aléatoire (S,),>1 dont les accroissements sont des v.a.
i.i.d., centrées de variance C, le (TLCPS) assure que les mesures empiriques logarithmiques associées
aux v.a. (n"1/28,), c’est & dire :

N
UN = (10gN)71 Zn,715n71/2sn

n=1

vérifient
[N = flos P-S-,

Ol [ieo est la loi gaussienne de moyenne 0 et de variance C, 6, désigne la mesure de Dirac en x et
“ =7 dénote la convergence étroite des mesures ou la convergence en loi des variables aléatoires.
Dans ce cadre, on dispose de la propriété suivante appelée loi forte quadratique (LFQ) :

N
. -1 202 _
]\;Lnlo(log N) nE:1n Sy =C p.s..

Le théoréme de la limite centrale presque-siire ainsi que la détermination des vitesses de conver-
gence de la LFQ sous-jacente ont mené A une littérature étendue durant la décennie passée. En
effet, ces propriétés ont été généralisées aux martingales discrétes unidimensionnelles par Chaabane
(1996) et Lifshits (2002) puis aux martingales discrétes d-dimensionnelles par Chaabane et al. (1998)
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et Bercu (2004) et ensuite aux martingales continues par Chaabane (2002). Les résultats de Chaa-
bane (1996) et Chaabane (2002) ont été obtenus grace & une approximation forte de la martingale M
par une trajectoire Brownienne. Alors que les résultats de Chaabane et al. (1998) et Chaabane and
Maaouia (2000) ont été obtenus en reprenant la technique de la fonction caractéristique utilisée par
Touati (1993) pour démontrer une extension du théoréme de la limite centrale pour les martingales.

Le but de cet article consiste d’une part & généraliser le théoréme de la limite centrale presque-siire
aux martingales quasi-continues & gauches et d’autre part a établir des théorémes limites précisant
les vitesses de convergences (en loi et au sens presque-sir) de la loi forte quadratique (LFQ) dans
ce cadre. L’exemple suivant met en évidence application des différents théorémes obtenus et leur
usage en statistique.

1.2 Estimation de la variance d’un P.A.lL.S.

Soit (S})¢>0 un processus & accroissements indépendants et stationnaires (P.A.I1.S.) dont la mesure
de Lévy des sauts v(dt,dr) = dt F(dz) vérifie :

/|$\2pF(dm) < oo pour un p > 1, (1.1)

F' étant une mesure positive sur R*. On note :

S
m=ES, UQZIESf—m2 et mt:f.

La loi forte quadratique (voir Théoréme 2.2) nous permet de dégager un estimateur fortement
consistant de 2. En effet, on a le résultat suivant
(Sy —mr)? 2

t
log(1+¢))~* ——dr — .S.
og(1+0)" [ e ar — a* ps

dont on déduit que

t A2
~2 -1 (S —riny)
= (log(1+¢ ——d
ot = (g1 +1) ™" [ 2=
est un estimateur fortement consistant de o2. Le théoréme de la limite centrale associé & la loi forte
quadratique (voir Corollaire 2.2) nous permet d’établir le résultat suivant

Viog(1 +t)(67 — 0%) = N(0,40%).

Dans la partie 4, ces résultats seront améliorés par une technique de pondération.

1.3 Préliminaires

On note ||.|| la norme Euclidienne sur R%. Pour une matrice réelle carrée A : A*, tr(A), et det(A)
désignent respectivement la matrice transposée, la trace et le déterminant de A. La norme de A est
définie par : ||A||? = tr(A*A). Le vecteur obtenu en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A
est noté Vect(A) et [Vect(A)(Vect(A)*]* est la matrice & blocs dans le bloc d’indice 1 < i, j < d est
AjAT ol Ay, ..., Aq sont les vecteurs colonnes de A.

On considére une martingale quasi-continue a gauche M = (M,);>o d-dimensionnelle, localement
de carré intégrable, définie sur un espace de probabilité filtré (Q,F, (Fi)i>o0,P) et un processus
déterministe V = (V;);>0 & valeurs dans I'ensemble des matrices inversibles. Pour u € R?, on définit

1 t
Dy (u) = exp(—iu* <M >;u —|—/ /d(exp(i <u,x)—1—i<u,x >)1/M(ds,dx))
0o JR

ou M€, v™ sont respectivement la partie martingale continue et la mesure de Lévy des sauts de M.
Le théoréme fondamental suivant de Touati (1991) nous sera utile dans les preuves de nos principaux
résultats. Il donne une version généralisée du TLC utilisant non pas la condition de Lindeberg mais
une hypothése sur les fonctions caractéristiques valable méme dans le cas non gaussien.



Théoréme 1.1 (Théoréme Limte Centrale Généralisé pour les Martingales). Soit M = (My)i>0
une martingale locale, d-dimensionnelle, nulle en 0 et quasi-continue & gauche. Soit V. = (V;)1>0
une famille déterministe de matrices inversibles. Et soit Q une probabilité sur ’espace € (R, RY)
des fonctions continues de R% dans R?. Si le couple (M, V') vérifie Uhypothése :

(V7)) = Pos(n,u) pos.
(H)

D (n,u) non nulle p.s.

ot 1 désigne une v.a.,éventuellement dégénérée,a valeurs dans RY et pour (xz,u) € R? x R? :
D (z,u) = / exp(i < u,& >)m(z,df)
Rd

désigne la transformée de Fourier des lois marginales unidimensionnelles (7r(x, Jix € Rd) de la
probabilité Q. Alors

Zy =V My = Zo := X(n)
de maniére stable ot (X(z),x € R?) est un processus de loi Q et indépendant de la v.a. 1.

Les principaux résultats sont énoncés au paragraphe suivant et démontrés au paragraphe 3. Dans
le paragraphe 4, on donne 'application des résultats théoriques de la partie 2 pour 'estimation de la
matrice de covariance d’un processus & accroissements indépendants et stationnaires d-dimensionnel.

2 Enoncés des principaux résultats

Désormais on dit que la normalisation matricielle (V;) vérifie les conditions (C) si les trois pro-
priétés {(C1), (C2), (C3)} suivantes ont lieu :

¢ (C1) t — V, est de classe € ;

¢ (C2) il existe sy > 0 tel que pour tout ¢ > s > sg on a ViV < V;V;* (au sens des matrices
réelles symétriques positives) ;

¢ (C3) il existe une fonction a = (a;) continue, décroissante vers 0 & U'infini, telle que :

t
A, ::/ asds T oo pour t T oo
0
et une matrice U vérifiant :

U+U*=S5, § inversible

—1y,-1dV, i
a 'V U = Ay, avec limy oo Ay = 0.

Les conditions (C) sont notamment vérifiées lorsque la normalisation (V;) est de type scalaire, &
savoir
‘/;f = UtIdy

ot t — v; est une fonction de classe ¢! telle que t — v? soit croissante pour ¢ assez grand. Dans ce

cas, on a évidemment

_ dUt 1d
Ay = Uy 1E:§£10g’0t2, et U=1.

Remarque 1. Notons que la condition (C1) est nécessaire afin de powvoir gérer les formules d’in-
tégrations par parties qui apparaissent dans nos preuves. La condition (C2) apparait comme une
condition naturelle, vu que (Vi)i>o sert de normalisation pour la martingale (My)i>o. Lo condition
(C3) permet de donner un équivalent de la vitesse log(det V;?) (voir la relation (3.4)) et de contro-
ler la vitesse de sa différentielle. Ces conditions sont simples a vérifier, surtout dans le cas d’une
normalisation scalaire (vt)i>o.



2.1 Théoréme de la limite centrale presque-stire généralisé.

Théoréme 2.1. Soit M = (M,);>0 une martingale locale, d-dimensionnelle, nulle en 0 et quasi-
continue & gauche. Soit V.= (V})i>0 une famille déterministe de matrices inversibles satisfaisant
auz conditions (C), ci-dessus, avec

sup [|Ayll = O(AY)  oubien ||A.] =O(AP), (r—o0) pourun B> 1.

0<p<r

Si le couple (M, V') vérifie I hypothése (H) du théoréme 1.1 et I’hypothése

(H1): Vi< M>, (V)P —=C ps., (t— o),
(o C' est une matrice aléatoire ou non) alors les mesures (ugr) aléatoires définies par :

pr = (log (detV2)) / 57, dlog (det V2), oi Z, = VM,
0
vérifient la version généralisée suivante du TLCPS :
(TLCPSG) : IR = loo D-S., (R — 00),

0l Yoo est la loi de Zo, = X(n) (cf théoréme 1.1).

Remarque 2. Notons que le TLC classique s’obtient sous Uhypothése (H1) et la condition de
Lindeberg

t
(H'): V& >0, /Rd/o ||‘/;_1:&\\21{valm”>6}uM(ds,d:c) — 0,

t—o0o

les quels impliquent Uhypothese (H) avec
1/2 1 2
n==C et @oo(x,u):exp(—§ <u,x >°),
et que les prewves sont plus faciles ¢ mener sous (H') que sous (H).

2.2 Lois fortes quadratiques associées au TLCPS

Le théoréme suivant donne une loi forte des grands nombres avec une normalisation matricielle :

Théoréme 2.2. Soit M = (M;);>0 une martingale locale, d-dimensionnelle, quasi-continue & gauche
et nulle en 0. On suppose que pour une famille de matrices inversibles V. = (Vi)i>0, vérifiant les
conditions (C) avec

sup ||Ayll = O(A 1Y) oubien ||A] =O0(AP), (r—o0) pourun B> 1.
0<p<r

le couple (M,V') satisfait auz hypotheéses : (H), (H1),
(H2) : V' M (Vi)™ = C p.s.

et
(H3) : C:/xﬂc*d,uoo(x).

Alors on a les résultats suivants :

R
(LFQ) : (1og(detv,%))‘1/ VMMV d(log(det V2) . C ps.,

0 >



(LL) : ||V;7'M,|| = o(y/log(det V;2)) p.s..

Ces deux propriélés sont encore vraies en remplagant Uhypothése (H2) par
(H'2) dpe [1,2];/0Oo /Rd(l + A 7P|V 2| |PoM (ds, dx) < 00 ps..
Remarque 3. 1. hypothése (H'2) implique que
[V~ a < M) =o(a) p.

2. Notons aussi que Uhypothése (H3) est automatiquement vérifiée sous les hypothéses (H') et
(H1), car dans ce cas Zo, = CV/2G o G est une v.a. gaussienne d-dimensionnelle standard
indépendante de C.

2.3 Vitesse de convergence de la LFQ
On donne ici un TLC précisant la vitesse de convergence en probabilité de la LFQ établie ci-
dessus. A cet effet, on renforce ’hypothése (H'2) de la fagon suivante
(H"2) dpe [1,2];/ / (1+ A)7P2| Vv e ?PrM (ds, da) < oo p.s..
0 Jrd
Sous cette hypothése (cf, remarque 2), on montre que

/ (V) M), — d < M )V = o412, ps.
0

Théoréme 2.3. Soit M=(M;, t > 0) wune martingale locale, d-dimensionnelle, quasi-continue d
gauche, nulle en 0. On suppose que pour une famille de matrices inversibles V.= (Vi)i>0 vérifiant
les conditions (C) le couple (M,V') satisfait auzx hypothéses : (H), (H1), (H"2) et (H3). Supposons

de plus, que la condition (C3) est vérifiée avec Ay = O(A;g/z), (t — 00). Alors posant
Dy =V, (MM;— < M >) (V)™

on a
t
(log(det Vf))_lm/ [UDS + ESU*}d(log(det V2)) = Vo, pour (t— o)
0

ot conditionnellement 4 C =T, vy est une loi gaussienne matricielle centrée, indépendante de la
v.a. C et de covariance

€ =20 @ T + 2| (Veat(I) (Vect ()] )

Remarque 4. Sous les hypothéses du théoréme 2.3 on a en fait le résultat plus fort suivant
t
{(log(det VtQ))_l/Q/ [Uf)s + [)SU*]d(log(det VSZ)),thMt} = Voo @ floo,  pour (t — o0)
0

dont la preuve est une adaptation au cas continu de celle du théoréme 2.3 de Chaabane and Maaouia
(2000). Cette preuwve est plus difficile & mener sous Uhypothése (H) que sous Uhypothése (H').

Corollaire 2.1. Dans le cadre du théoréme 2.3, si R est la malrice symétrique positive solution de
l’équation de Lyapounov
RU+U*R=T,

alors, on a pour t — oo

(log(det V2)) /t tr(Vs_l(MSM:— <M >8)(VS*)_1)d(log(det V2)) = 24/tr(CRCR)G,
0

0t C = CU 4+ U*C et G est une gaussienne centrée réduite et indépendante de C.



Corollaire 2.2. Si les hypothéses du théoréme 2.8 sont vérifiées avec une normalisation scalaire
alors, on a

t
(log(vf))_l/Q/ vy 2 [MSMS*— <M >s}d(log(v§)) = Voo, pour (t— o0)
0

ot conditionnellement a C =T, vy est une loi gaussienne matricielle centrée indépendante de C' et

1
de covariance 2I' @ I" 4 2 [(Vect(f‘)) (Vect(F))*}

3 Démonstration des principaux résultats

On donne d’abord une propriété nous permettant de simplifier les preuves des principaux résul-
tats. La différentielle du déterminant d’une matrice inversible X est donnée par

ddet(X) = det(X) tr(X 1dX). (3.2)

On en déduit alors que

/ t i (V) L) bs = log(det Vi), (3.3)

en supposant que Vy = I; et compte tenu de la condition (C3) on voit que

log(det(V;)?)

A, 02(S) — 1 pour (t— o0) (3.4)

ou S est la matrice introduite dans (C3).

3.1 Preuve du Théoréme 2.1

3.1.1 Préliminaire

Pour démontrer le Théoréme 2.1 on va étudier la convergence de la fonction caractéristique de
la mesure pup donnée par

R
Yr(u) = (log (det Vé))71/0 exp{i < u, Z, >}d(log(det V;?))

Lemme 3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1

R
AR = Yr(u) — AR / exp {i(u, Zy)} dA, — 0 p.s. (R — 00).
0
Preuve. En décomposant I’expression de Ag comme suit
AR = AR + A%,
avec

R
A = (log (det V}%))_l/ exp{i < u, Z, >}d(log (det V;?) — 2tr(U)A4,)
0

et R
M= ((2tx(U) log (detVI%))i1 —A;;l)/o exp {i (u, Z,) } dA,,

on remarque que
Akl < |log (det VZ)| ™" |log (det V2) — 2tr(U) Ag|



on déduit alors de la relation (3.4) que Ak, — 0, (R — o0). De la méme fagon on voit que

/4}gtr([])

\o| < [2———L_
ARl < log (det V3)

—1| — 0, pour (R — o).

Ce qui achéve la preuve du lemme. O

Compte tenu du lemme précédent on conclut que pour démontrer la propriété (TLCPS) il nous
suffit de prouver que

R
Agl/o exp {i (u, Z,)} dA, — ®(n,u) pour (R — 00) (3.5)

ot P (n,u) est la fonction caractéristique associée a la mesure limite po.. A cet effet, notons

1 t
By (u) :=—Z u" (M), u —l—/ / (exp {i{u,z)} —1—1i <u,x>)uM (ds, dz)
2 0 Rd
et considérons le processus (L;(u));>o défini par
Li(u) := [®4(u)] " expi (u, M),
ou on rappelle (cf paragraphe 1.3) que ®;(u) := exp{B;(u)}. Alors on a le résultat suivant

Lemme 3.2. Le processus (Li(u))i>0 est une martingale locale compleze. De plus on a

|L¢ (u)] < exp{ %u* (M), u} : (3.6)

Preuve. Comme (B (u)),~ est un processus continu on en déduit que (L¢(u))¢>0 est une martingale
locale complexe (cf. Jacod and Shiryaev (2003)). D’autre part le module de celle-ci vaut

1 t
|L; ()] = exp {2 u* (M€, u} X exp {/ /]Rl (1 — cos (u, z)) v™ (ds, dx)} . (3.7)
O a
Ainsi la majoration (3.6) découle directement du fait que

1 —cosz <x?/2, Yo €R.

Par conséquent, démontrer la relation (3.5) revient & prouver que
R
A / Lo (V7)™ ) @, (V) ) dA, — oo ), pour (R — 00). (3.8)
0

Afin d’exploiter le lemme précédent, on introduit les temps d’arréts suivants. Pour v fixé dans
R4, soit b > 0 un point de continuité de la v.a. tr(C) et ¢ > 0 un point de continuité de la v.a.
|® (0, u)| 1. Considérons les événements

El = {tr(C,) > b} et E"°= (8. (V) )t > ¢}

avec

Cr =Vt <M>, (V)
et le temps d’arrét :

T, := T" (u) = T® ATE(u),

T



avec
inf {t<r / tr(V'<M> (VF)7')>0b} si E? est réalisé,
Tf =
r sinon
et
inf {t <r / |®((V)'u)|7t >c}  si E»° est réalisé,
T sinon.
Notons que d’aprés I'inégalité (3.6), (LMTT ((VT*)_lu)) est une martingale locale complexe dont
>0
le module est majoré par exp(b ||ul|® /2). C’est donc une martingale d’espérance 1. D’out la propriété :

E Loar, (V) 'u) = 1.

Par conséquent,

R
A [ L) e (07 A, — B =

R
AR / [LMTT((W)AU) —1}@oo(n,u)dAr+AR (b, ¢, )
0
+ 0k (b, c,u) + 6%(b,c,u)  (3.9)

avec
R
AR (b, c,u) = Al_%l/ €xp {'L <uv V;leT>}dAT
0

R
—A;Ll/ exp {i (u,V,;""Mya7, )} dA,,  (3.10)
0

R
8 (b, c,u) := A,gl/ Loar, (V) ) [@, (V) ) — @oo(n, u)] dA,,
0
et R
300 0) = A [ L (V) 0) [ (V) ) = @ (7))
0

Ainsi, la relation (3.8) est immédiate dés que les deux propriétés suivantes ont lieu

limsupp p, . oo |AR (b, c,u) |+ 0%(b,c,u) =0

(3.11)
limp o0 [0 (b, c,u)] =0

et
R
AR / [LMﬂ,((x/T*)—lu) - 1} dA, — 0 p.s.. (3.12)
0

3.1.2 Preuve de la propriété (3.11)

Comme |L,nr, ((V;¥)"'u)| < ¢, on en déduit que

R
157(b, ¢, )| §cA1§1/O 1@, (V")) — Do, w)|dA,.



Ainsi, vu 'hypothése (H), il vient que

RM |6% (b, c,u)| =0 p.s..

Par ailleurs, comme r +— |<I>7(u)’ est décroissante, on obtient que

R
Ag(b,c,u) V 6h(b,c,u) < 2A§1/ 17, <rydA,.
0
Or, d’une part on a

YT <0y S« T () < )

et d’autre part, P(tr(C) = b) = P(|®s(n,u)|~* = ¢) = 0. Par conséquent, & I’aide des hypothéses
(H1) et (H), il vient que

lim sup A g (b Ot c,u) <2(1 1 S
III%If;lOp R( ,C,U) V R( ,c,u) < {tr(C) > b} + {|‘boo(77»u>| 1 > C}
Ainsi, en faisant tendre b et ¢ vers l'infini de maniére séquentielle et de sorte qu’on ait toujours
P(tr(C) = b) = P(|®oo(n,u)| ™! = ¢) = 0, on obtient que

limsup |Ag (b,c,u) |+ |65 (b,c,u)| =0 p.s..

R,b,c—o00

En vue de simplifier les notations, on pose
ir(u) = Lyar, ((V;*)_lu)

La suite de la preuve du théoréme, consiste a établir la convergence p.s. des moyennes A}_zl fOR L, (u)dA,
vers 1. On se propose alors de montrer d’abord que cette convergence a lieu en moyenne quadratique.

D’ou I’étape cruciale suivante consacrée & l'estimation de la covariance du couple (L, (u), ﬂp(u))

3.1.3 Estimation de la covariance du couple (ir (u), [~/p (u)) .

Pour tous u € R, (p,r) € R, x R, avec p < 7, notons

Ky, (u):=E { (ip (u) — 1) (Er (u) — 1)} .

Comme (LMTT ((Vr*)_lu)) est une martingale d’espérance 1 on vérifie aisément que :

t>0

K,,(u)=E {ip (u) L, (u)} 1
~E {Z,, (u) E {ir ) /g,,ATP}} 1
_ {i,, () LPATP((VT*)*lu)} 1

= &{L, () [Lonr, () ) 1]}

Ainsi, I'inégalité de Cauchy Schwarz donne

1= (B [2,) " (BlEpan ()71 - 1)

1/2

< (2t )" (@l2pm ()M 1)



Or, de l'inégalité (3.6), on voit que, d’une part
. 2
E|Ly(w)| <Eexp{u V, (M),0g, (V)" u)
< exp {bul*}
et que, d’autre part
*) — 2 * {7 — *\ —
E|Lonr, (V) "0)[* < Bexp {w Vil (M), (V)7 )
_ 2
<exp {bllul’ [V, "}

Ensuite, en utilisant I'inégalité : V& > 0, e! — 1< tet il vient que

E Ly, (V) "0)[* = 1 < b ul® [V, V| " exo {bllul® [V, 'V, |}
Notons que par la condition (C2) on peut majorer ||V;~1V,||* par d, par conséquent
E|Lpnr, (V)" 2) [ = 1 < b[lul? [V 'V, | exp {b ||u\|2d}.
En conclusion, il existe ¢ > 0 tel que

e (w)] < ||V, | (3.13)

pour une constante positive indépendante de p et de r.

3.1.4 Convergence presque stire de Aél fOR L, (u)dA, vers 1.

Montrons d’abord que

2

E —0(4r), (R— ). (3.14)

/ " (f)T(u) - 1) dA,

En effet, on a

R r
E —9 / / K, dA, dA, (3.15)
0 0

/R (I}T(u) - 1) dA, 2

or, de la relation (3.13) on obtient que

/ (K| dA, < C/ ||VF1Vsz dA,
0 0
:ctr((VTVT*)_l/ a,V,V; dp).
0

Mais la condition (C3) donne

d av, dv;

—1 * *\—1 —1 *\—1

Vp %(vap )(Vp ) = Vp Tpp T;;(Vp )
=a,5 4+ a,A,

donc en prenant Vy = Iz, on a

r p
V.V I, = / a,V,SV;idp + / a,Vo(A, + A5V dp.
0 0
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On en déduit que

tr{mv:rl / apvpsvp*dp} - vz aptr{(lep)Apm—lvp)*}dn
0 0

Par conséquent
{0 [Cavsviaeh <arz [Cala v,
0 0

Comme on a supposé que pour r — 00, sup . [|A,]| = O(A; ') ou bien [|A,| = O(A;P) avec B > 1,
on peut affirmer que

tr{(VTVT*)_l /O apvpsvp*dp} =0(1), (r— o).

Cette propriété est également vraie en y remplacant la matrice S par l'identité

tr{(wv:)l /O aprVp*dp} =0(1), (r— o00). (3.16)

En effet, la matrice S étant symétrique définie positive, notant Ap,q.(S) €t Apin(S) respectivement
sa plus grande et sa plus petite valeur propre, on a

s

)\mm(S)/ aprSV:D*dpg/ aprSVp*dpg)\mM(S)/ a,V,V,ydp
0 0 0

(Les inégalités étant évidemment considérées au sens des matrices symétriques positives). Il en résulte
que

tr(mw‘)—l/ aprVp*dp:O<tr(VTVT*)_1/ a,,vpvp*dp>.
0 0

La relation (3.16) implique que
[ 1Krlaa, =0, =),
0

d’ot le résultat annoncé en (3.14), & savoir Ap' fOR L, (u) dA, tend vers 1 en moyenne quadratique.

Posant maintenant
Ry =inf{r /Vt>r, A >k},

il est clair que Agr, = O(k?) (k — o0). Par conséquent

AR /O " (ﬂr(u) - 1) dA,

2

E =0 (k%) (k — o0);

ce qui implique que

Ry, _
A;{i/ L,(u)dA, — 1 ps..
“Jo

11



Or pour R € [Ry, Rr1[ on a:

Ry

Az /0 R(L(u) —1)dA, — Az} /0 (L, (u) — 1)dA,

< |4z’ /OR(L(u) —1)dA, — A7 /OR’C (Lr(u) — 1)dA,

Ry

+ |4z /ORk (ir(u)—l)dA,,—A;ii/O (Lo (u) — 1)dA,

Rey1 Ri
SAgi/ (ILr(u)| + 1) dA, + AR —Agi\/ (1L, (u)] + 1) dA,
Ry, 0
<21 +C)A§i (ARk+1 - ARk)
1
=0(5): (k=0

puisque (Ag,,, — Ag,) = O(k) Ceci achéve la preuve du Théoréme 2.1. O

3.2 Preuve du Théoréme 2.2

Pour Z; := V; ' M, et S la matrice introduite dans la condition (C3), la premiére partie de la
preuve consiste & démontrer la relation suivante

t
A;l(HZt||2+2/ Z:S2,dA) — w(5'2CSV) ps. (3.17)
0

— 00

A cet effet, appliquant la formule d’It6 & la semi-martingale || Z;||%, on obtient la relation suivante :

t

t t 2
207 =2 [z veta el [ 0TS an) - [z v v Tz s

0

Posons

t
Ji = / 22 VoAV (V) 2,
0

¢ ¢
K = / VoM (V)T et Q= / zZr v.oldM.
JO 0
Avec ces notations, ’égalité (3.18) s’écrit :
1 Ze]|” + T = 2Q; + tr(Ky) (3.19)

et on a les résultats suivants

Lemme 3.3. Sous Uhypothése (H2) ou bien sous les hypothéses (H1) et (H'2), on a

K
L' UC+CU* ps. (3.20)

E t—o0
Preuve. Par la formule d’intégration par parties, on voit que
d(VH M (V)Y = VoM (V) T = VN ave) Ve M (V) T
= VoML (V) 7 @ve) (V) ™ (3.21)

donc . .
v, v,
K;=C| (V=2 d / —1—Cld
=it [ ot yas s [ gcs
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avec CJ := V,[M];(V;*)~". Par conséquent,

dVs

K =Cj+ /C’ *1V1d

V*dAs / a; 'V, 14 )C’ dAs.
Vu les conditions (C), il est clair que le résultat (3.20) a lieu sous 'hypothése (H2) grace au lemme

de Toeplitz. Montrons qu’il est encore vrai sous les hypothéses (H1) et (H'2). Le compensateur
prévisible du processus (Ky);>0 est

t
K, :/ Vild< M > (Vi)
0

En utilisant une décomposition semblable & celle de K;, on verifie que

v, b dV,
1 1
=C + C (Vi =) ds +A (Vi =) Cuds

=C, + /C ! V—ldv)dA / -t V‘ldv)CdAs,

ou C; = V;' < M >, (V;)~'. Si Phypothése (H1) est vérifite avec une normalisation (V})i>o
satisfaisant aux conditions (C), alors

K
A—t — UC+CU" p.s. quand (t — 00).
t

Par ailleurs, posant
t
Hy = K~ Ry = [ VM)~ d < M >0
0
on a AH, = V7P AIM] (Vi)™ = Vi Y (AM,)(AM,)*(V¥)~!. Donc le compensateur prévisible du

processus croissant
opM =N IAHPT =Y Vo AM |

s<t s<t

t
Sf’M:// [V a2 (ds, de).
0 Rd

Dés lors, ’hypothése (H'2) signifie que

est

/ (14 A)7PdéPM < 0o pas..
0

Donc en vertu du lemme 3 de Le Breton and Musiela (1989), on peut affirmer que la martingale

t t t
/(1+AS)‘1st:/ (1+As)_1sz—/ (1+ A,) LK,
0 0 0

converge p.s. vers une limite finie quand ¢ — oo et il en résulte que

M — 0 p.s..
Ay
La propriété (3.20) a donc lieu sous (H1) et (H'2). O
Lemme 3.4. .
th/o ZiSZsdAs p.s. (t — o0). (3.22)
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Preuve. On a

¢ _ ¢ av. dv.
_ * —1 * s\ —1 _ * -1 S —1 S\ *
5= [ zvoavvown Tz = [z [ g+ v ) )z

ainsi compte tenu de la condition (C3) on déduit le résultat annoncé. O

Lemme 3.5.
Q: = o(As) p.s.. (3.23)

Preuve. La variation quadratique prévisible de la martingale locale (Q;);>0 vaut :
t ¢ -
<Q>= / ZE VM < M >, (V)Y ' Z, = / Z: dKZ,_
0 0

ol
_ ¢ _ ¢ dVy . « ¢ dv,
Kt:/ Vld< M >, (V)7! :ct+/ Cs(Vi'=2) ds+/ (Vi ' =2)Cuds
0 0 ds 0 ds

est le compensateur prévisible du processus (K;)>o, avec Cy =V, b < M >, (V). Par suite

LV,
ds

LV,
ds

t t
<Q>t=/ Z;;dcszs,+/ Z:[Cs(aglvs— )+ (0o )CS}ZSdAS.
0 0

Grace a 'hypothése (H1) et aux conditions (C), on a

t t
< Q> = / te(Zs Z* dCy) + 0(/ 2 UC + CU*)ZSdAS)
0 0

Comme S est inversible,

Z:(UC+CU"Z, = Z;82S7V2(UC + CcU*)S™/2812 7,
= 0(Z:82,).

On en déduit compte tenu du lemme 3.4, que

<Q> = o(/ot ||ZS||2tr(dCs)) +O(J).

La formule d’intégration par parties et la relation (3.19) donnent :

t t t t
/ 12412 tr(dC,) = \|Zt||2tr(C’t)+/ tr(Cs)dJs—/ t(Cy) tr(sz)—Z/ t(Cy) Q.
0 0 0 0
= —2Q:1 + O(| Z:|1* + Ju + tr(Ky)),
avec

t
Q= /O tr(Cy) dQs.

Vu que < Q >;= O(< Q >;), la loi forte des grands nombres appliquée a la martingale (Q;) permet
d’affirmer que
t
/ 1221 62(dC) = O (I ZelP + Ty + 1x(K)) + (< @ >4).
0
Par conséquent
<Q >= O(||Zt||2 + Jp +tr(Ky) +o(< @ >t)) P.S.,

autrement dit
< Q >=O(|Z|]> + J;, + tr(Ky)) p.s..
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Encore une fois, la loi forte des grands nombres pour les martingales scalaires assure que

Q: = 0(||ZtH2 + Ji + tr(Kt)) p.S.. (3.24)

Compte tenu du lemme 3.3 et de la relation (3.19), on conclut que :
Qi = o(As) p.s., (t— o). (3.25)
O

Par conséquent la relation (3.17), a savoir
‘1(||ZtH2+2/ 257, dAs) — tr(51/2051/2)
découle aisément de la relation (3.19) et des lemmes 3.3, 3.4 et 3.5.
Compte tenu du théoréme 2.1, sous les hypothéses (H1) et (H), on a que

t
iy = At_l/ 0z, dAs = lieo p.S., (t — 00).
0
On en déduit, alors que

lim x*Sx dpy(x) 2/ 2" Sz dpes(x) p.s..
Rd

t—oo JRd

Or, d’aprés ’hypothése (H3)

/ 2" Sz dpeo (x S/x T dps(z)) = tr(SC) :tr(51/2CSl/2);

Rd

donc .
@A{l/ Z5°SZsdAs > tr(SV2CSY?) ps.. (3.26)
t—o0 0

Vu les propriétés (3.17) et (3.26), on conclut que d’une part

t
Jim A7 | 2787 dAs = tr(SY2CSY?) (3.27)
— 00 0

et d’autre part on a une loi du logarithme, & savoir
IV, M2 = o(As) pes, (¢ — o0). (3.28)
Par ailleurs, S est inversible et comme
log(det V;2) ~ tr(S)A;, (t — o0)
donc la propriété LFQ découle de (3.17) et(3.28). Ce qui achéve la preuve. O

3.3 Preuve du Théoréme 2.3 et des Corollaires 2.1 et 2.2.
3.3.1 Deux relations fondamentales.

Posant Z; = V[lMt, alors la formule d’It6 donne :
t t
227 = [ VINAMOME (V) [V @) ()
0 0
t
7/ VoY v Vo M, M (V) 1+/ Vo M) (V)T
0 0

—/Otv M, M (VF) LAV (V)L (3.29)
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Plus précisément, on a appliqué la formule d’Ttd & la forme quadratique (< u,Z; >2) avec u €
R? et on obtient 1’expression précédente par polarisation. En utilisant Iexpression (3.21) et une
formule analogue pour la variation quadratique prévisible < M > de M, on obtient les relations
fondamentales suivantes

ot t

D, +/ V. rdV,D, +/ D, (dV)* (V)" = H, + H} (3.30)
0 0

et

~ t ~ t ~ —

D, +/ V. 'dv,D, + / D, (dV)* (V)" = H, + H + H, (3.31)
0 JO

avec

S

t t
He= [ VoM @MW) Hi= [ VM) - d< M)
0 0
et ~
Dy =V (M M] — [M])(VF) ™, Dy =V H(MMF— < M >)(Vi) ™

Désormais, pour v € R%, on pose :
t
H}' = / VoM, (dM)* (V) . (3.32)
0

Notre objectif est de démontrer un théoréme limite centrale pour la martingale Vect(H). Pour
cela, on va étudier le comportement asymptotique de la variation quadratique prévisible de cette
martingale et la validité de la condition de Lindeberg pour celle-ci.

3.3.2 Comportement asymptotique de la variation quadratique de (Vect(H;));>o

La proposition suivante précise le comportement asymptotique de la variation quadratique pré-
visible de la martingale (H;)

Proposition 3.1.
< H{ >
Ay

Avee, C = UC + CU*. En conséquence

— u*CuC p.s.. (3.33)

A7t < Vect(H) >— C®C, (t — o).

Preuve. (H{') est une martingale vectorielle de variation quadratique prévisible :
t
< H" >,= / VoM, [w Vol d < M o> (V) ] (M) (V)™
0
t
_ / Z, [wVld < M >, (V)] 2" . (3.34)
0
On en déduit alors que pour tout € R?, on a :
t
F < H" >y 2= / e Z, [WVd < M >, (VF) '] ZE o
0

t
:/ <w, Z_ > [wVd < M >, (V) )
0

ot
:/ <z, Zs_ >2 dFs(“)?
0
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avec

t
F(u) = u*Fu, F = / Vold < M >, (V)
0

Comme dans la preuve du lemme 3.5, par la formule d’intégration par parties, on a

av, )ds + /Ot (v;*ldd‘f)csds.

t *
_ —1 s
thct+/ocs(v; -

D’ott 'on déduit que

¥ < H" > x= /Ot <z Zg >2u* [C’s (V;ld;/g> + (V;ldd‘f>cs} uds + ./Ot <z Z, > d(u*Cyu)

t t
= / <z,Zs >?u*(C,U + CrU)udAs + / <, 7, > ut (A, + AN udA,
0 0

t
+/ <z Zy > du*Cyu). (3.35)
0

Grace a la loi forte quadratique, le premier terme du membre de droite de (3.35) est équivalent a
(z*Cz).(u*Cu) A; lorsque t — oo, (C'= CU + CU*), tandis que le deuxiéme terme est o(4;) p.s..
Quant au troisiéme terme, on vérifie comme dans la preuve du lemme 3.5 qu’il est p.s. o(A4;) en
exploitant les lemmes 3.3, 3.4 et la propriété du logarithme (3.28). La preuve de la proposition est
achevée en remarquant que d’une part

H{
Vect(H;) = . avec H!=H j=1,....d,
i
ot (e1,...,eq) désigne la base canonique de RY et que d’autre part

pour 1<14,57<d.

S s

t
< H' H >= / Zs eVMd< M >, (V) e 2k
0

3.3.3 Vérification de la condition de Lindeberg pour la martingale H

Définition 3.1. Soient A = (A;), B = (B:) deux processus croissants issus de 0. On dit que A est
dominé au sens fort par B,et on écrit : A << B, si (By — Ay;t > 0) est un processus croissant.

Le résultat utile suivant est évident :
Lemme 3.6. 51 A << B, leurs compensateurs prévisibles ﬁ, B vérifient aussi A << B.
Application a la martingale (H;).
Le saut a l'instant ¢ de la martingale matricielle :
t
= / Zs_d(]\/[:)(‘/s*)_17 Zy = Vt_lMtv
0
vaut : .
AHt = Zf_(AMt)*(‘/f*)_ 3
donc :
|AH,||? = tr{AH,AH}}
= Zo- PV, AM |
= 1 Z- P ee{V; P AM] (V) )
= [|Z:— AN,
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o (A;) est le processus croissant :
t
At = tr{/ Vsﬁld[M]s(V:)_l}'
0

o (r) = > IAHPL jan,>r -

s <t

Pour r > 0, t > 0, posant :

la condition de Lindeberg au sens de la convergence presque sire pour la martingale H s’écrit :

Ve >0, A;'ol(e\/A) — 0, t— 400, p.s.. (3.36)

Pour établir ce résultat, on exploite les deux lemmes suivants :

Lemme 3.7. L’hypothése (H2) implique que presque sirement
sup ||V, PAM,| < 4-o0.
t>0

Preuve. En effet, on a :
> AM(AM,)* << [M].
s <.
ce qui implique que
YoVt AM, P < o {V MV T h
s<t

d’ot1 le résultat du lemme, car

IV AM, |2 < 0 IV AM, P < oV MLV T = 0(1) pus.y

s <t
compte tenu de 'hypothése (H2). O
Lemme 3.8. Ftant donné a €]0,1], alors :
of(a™?) <<ol(a™) +o*(@™)

ot pourt>0,r>0:

oy (r) = Z ||AH5H21{ 1Zs—lI>r} > op(r) = Z ||AH5H21{ Vi 'AM.||>r }

s <t s <t

Preuve. L’assertion du lemme découle de la décomposition évidente suivante :

ol (a™®) = > |AHN 1 jam >a= | Z._ 50— }

s <t
2
+ D IAHIPL jamr 5= | )< a b, Vi AMLI< ot )
s<t
2
+ D IAHPL am 505 1zo < amt, Vi ALY a1 )
s <t

I est clair que le premier (resp. le troisiéme) terme du membre de droite de cette égalité est dominé

au sens fort par (of(a™1)) (resp. (6?(a™')) = (¢2(min(a~!,a72)) ). Pour le deuxiéme terme,

comme on a
IAH* = [ Ze- |12V, AM P2,

il vient que
{IAH | > a7, | Z-[| < a7t [VTIAM| < a7} C{ 1 Ze-|| <o, [[Z-| 2 a2} =0 ps.

d’aprés le choix de a. Le lemme est établi. O
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Validité de la condition de Lindeberg : Avec les notations du lemme 3.8, on a :
ol(r) << /O 1Zs-1PL iz, > ydAs , 0?(r) << /0 1Zs—[*1a A, = r2 1dAs.

Par conséquent, pour tout ¢ > 0 :

t
o < / 1Ze |21 2. j>r 1A, |

Q
Sl ]
=
IA

t t
/0 ”ZS_H21{ An,>r2 ydAs < 1 sup, <t DA > 12 }/0 ||ZS—||2dAs )

avec

A = tr{/ot Vld < M >, (Vs*)_l}.

Compte tenu de ce qui préceéde, pour tous a € (0,1) ,e>0et ¢t >0,0n a

—_—~—
—_~—

lim A7 of (ey/Ar) <Tim A loff (a=?).

Mais

¢ t
0{1(04_3) S/O ||Zs—||21{ 1Zo_||>a—? }dAs + 1{ sup, < ; ANy > a2 }/0 HZ _||2dAS,

donc par la loi forte quadratique, pour tous « € (0,1) , e >0 :

B 47l (V) < [ ol s e (@)
+o0 )
+ 1{ sup, > g ANy > a2 } /0 ||J,‘H duoo(l‘) p-s..
On en déduit que la condition de Lindeberg est vérifiée en vertu du lemme 3.7.

3.3.4 Fin de la preuve du Théoréme 2.3

Vu les propriétés (3.33) et (3.36), le (TLCG) s’applique pour la martingale vectorielle Vect(H)

et on a: )
A7 H, = M0, C e 0) (3.37)

ou C = CU + CU* . Légalité (3.30) et la condition (C3) permettent d’écrire
t t
/ [UD, + D,U*|dA, = H, + H} — (Dt +/ (AD, + DsAz)dAs)
0 0
Or, par la loi du logarithme (qui est valide sous les hypothéses (H1) et (H"2)) :
t t
| Dy +/ (AsDs + DAY dAs|| = o(Ar) + 2/ Ag||Ag||dAs;
0 0

et par 'hypothése : A; = O(A;S/Q), (t — o00) :

t
[ Adlaulda. = oal?), (= o)
0
on peut dOHC afﬁrmer que

t
A;l/g/ [UD, + D,U*dA, = (H, + H)A;"* + 0o(1) p.s.. (3.38)
0
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Par ailleurs, avec les notations des preuves des lemmes 3.3 et 3.4, on a
— t ~
H, = / VN dM)s —d < M > ) (V) ' =K, - K,
0
et hypothése (H”'2) implique ( comme dans la preuve du lemme 3.3 ) que H; = O(Atl/Q) p.s.. Ainsi

t
A2 / [UD, + D,U*dA, = A;Y*(H, + Hf) + o(1) p.s.. (3.39)
0

Compte tenu des propriétés (3.37), (3.38) et (3.39), on peut affirmer que les v.a.
t t
(A;W/ (UD, + D,U*)dA,) ou bien (A;l/z/ (UD, 4+ D,U*)dA,)
0 0

convergent en loi vers vo, ol conditionnellement & C' = I', v est la loi d’'une v.a. gaussienne
matricielle de matrice de covariance

€L
20 @ I + 2| Vect (I) (Vect(I'))*|

Le Théoréme 2.3 est établi les corollaires 2.1 et 2.2 en résultent immédiatement. O

4 Application : Estimation de la variance d’un
P.A.1.S. pondéré

Le but de cette partie ne consiste pas & produire de nouveaux estimateurs efficaces pour la
variance d’un PAIS (il est bien connu que le meilleur estimateur dans ce cas est celui des moindres
carrées). Cependant, il s’agit d’illustrer d’une fagon trés concréte 'utilisation de ’ensemble de nos
résultats théoriques. Nous complétons ainsi, les résultats récents de Chuprunov and Fazekas (2005),
dans le cadre de PAIS, en obtenant des vitesses de convergence pour des fonctionnelles avec poids.

Comme on l’a vu dans l'introduction, en considérant un P.A.LS. unidimensionnel nous déga-
geons un estimateur du paramétre de diffusion o2 convergeant avec une vitesse logarithmique. Afin
d’améliorer cette vitesse, nous proposons une technique de pondération que nous explicitons dans le
cadre multidimensionnel.

Soit S un processus d-dimensionnel & accroissements indépendants stationnaires, de matrice de
covariance ¥ et engendré par le triplet inconnu (A, v, m), ot m est le drift, v la mesure de Lévy et
A la covariance de la partie gaussienne. On suppose que pour un S €]1,2], on a

/ 2l|2v(dz) < oo,
R

Dans la suite on considére 'estimateur pondéré suivant de m, associé au poids w = (w,.) :

ats tl-e

1 K 12
ﬁztzti/ wsdSs, ol wy=1" "2 exp<2_ ), avec 127>a>max<§,ﬁ—1).
Jo wsds Jo o

On montrera que Pestimateur m est fortement consistant, ce qui implique que I'estimateur moyen-

nisé : .
_ 1 -
my = — ms ds
tJo

I’est aussi. Pour la covariance X de S, on propose ’estimateur

S e

5 = /0 (s — 1) (s — )" ds (4.40)

tl—oz

dont on montrera la consistance forte et la normalité asymptotique. Plus précisément, on a :
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Théoréme 4.1. Avec les notations précédentes, on a les résultats suivants
1. (TLC) pour Uestimateur (my) :

t2 (i —m) = N(0,%), (t — 0).

2. (TLCPS) pour Vestimateur (1)

l—a (1 ds
W/O (53a/2(ms_m) 37 = ‘ﬁd((), Z), (t d OO)

3. TLC pour lestimateur moyennisé (1my)
Vi(m, —m) = Ng(0,8), (t — o).

4. Consistance forte de %, .
=X ps., (t— o).

5. Normalité asymptotique de 3,

(fl_—‘;)lﬂ(it_z)jmdxd(O,C), (tﬁm)

L
avec ¢ = 2(2 T+ [Vect(z)(\/ect(z)) } >
Preuve. La martingale M = jot wy, d(S, — mu) a pour variation quadratique prévisible :
t
<M"Y >=v}%, ou v} = / w? ds.
0

Sa variation quadratique [M™] donnée par

(M), =0} A+ wlAS(AS,)*

s<t

vérifie v, 2[ M), P~ Y p.s.. La martingale (M;") vérifie en plus la condition de Lindeberg.
En effet, pour € > 0 posons

of (M*) =072 Y IAMYPLanme >eu}-

s<t

On a
Vot (MY) << > wl|AS|P1(as, jseze s
s<.

et le compensateur du processus dominant est égal a

t
2 1 ve yd ds.
L ot([ 1Pt ez (o)) s

Grace a la propriété évidente suivante valable pour tout A > 0 :
t
. -2
lim sup v; / w} (/ H:C||21{|\xn>e:,—ﬁ;}dV($)>dS < / 111 o> ay dv (),
t—oo 0 Rd ° R4

on obtient que
VA >0, limsup&f(M“’) < / ||xH21{HLH>A}d1/(x)
Rd

t—oo
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Ainsi la condition de Lindeberg pour la convergence p.s. est réalisée. Par conséquent, le couple
(M, v;) vérifie le TLC et le TLCPS (cf théoréme 2.1), & savoir

v M = M(0,%),  (t— o)
et 4
(logv?) ™! / 8,1 ppwdlog vy = Ng(0,X).
o :

Par ailleurs, on a d’une part :

w t
E(fnt —m)=——, avec wu; = / ws ds, (4.41)
Ut Ut 0
d’autre part, le poids vérifie les propriétés suivantes
4p? —(-a
(P1) o —1=0("""), (t—)
t
2
(P2) - —1=0(0"), (1 — )
(P3) %: — 22 = Ot~ (t — )
tl—a
(P4) logvi ~ 41 — (t — o0).

Donc compte tenu de (4.41), des propriétés du poids et du TLC ainsi que du TLCPS vérifiés par la
martingale (M;"), les parties 1 et 2 du théorémes sont établies.

Pour la preuve des autres assertions du théoréme, nous allons montrer que le couple (M, v¢)
vérifie en plus I'hypothése (H”2) (cf théoréme 2.3). Elle résulte de la version a temps continu du
théoréme de Chow (cf lemme 3 Le Breton and Musiela (1989)). Plus précisément, si (R;)i>0 est la
martingale purement discontinue

R, = [Mw]t— <MV >t

alors le compensateur du processus croissant

6:(R) =Y IIARS|7 =) wi?|AS,|*

s<t s<t

i) = ( / " as) ( [ lalPPav(a))
vérifie

/ (14 logv?)™#2(1 +v?) P db,(R) = O(/ (14 log v?)™P/2(1 + v2) Pw?? ds) < 00
0 0

a savoir

car (logv2)=#/2(w?/v?)8 = O(s‘ﬂ(l‘“’)m), (s = 00) et B(1+ «)/2 > 1 par hypothése. Donc

(logv?)~ Y20, 2R, = (logv?)~1/? [vt_z[M“’]t - Z} = 0 p.s..
L’hypothése (H"2) est établie.
Posant Z; = v; 'M*, on a :

w

t t
M
(ms—m)ds:/ = ds
0

t(mt — m) = w




d’ott par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

ot
V(g —m) — til/Z/ Zys™%ds

ot
St*l/Z/ Zssfa/Z [SQ/Q(E)71 _ 1):| ds
0 0

(%

t t
-1/2 a/2(Wsy—1 _ / 5 ds
<t \//0 s () 1] dS\/ [z

Compte tenu de la loi forte quadratique et de la propriété suivante, conséquence directe de la
propriété (P3) du poids,

/2B = o= (1me/D) (s o0)
Ut

on peut affirmer que

t
\/i(mt—m)—t—l/Q/ Zys~ 2 ds = Ot~ 1/2t(1=)/24=(1=0)/2y — O(4=1/2) pis. (t — 00). (4.42)
0

La partie 3 du théoréme sera établie si I’'on démontre que

t
fl/?/ 727, ds = N(0,%), (t — 0). (4.43)
0

A cet effet, on remarque que

dMy  Mp dM dv
t t t t
et que
dv 1d
1 4Vt 2
— = -——(1
t dt 2dt(0gvt)>0

car t — v? est strictement croissante. D’oil 'on déduit que

dug\1/2 dvog\ —1/2 dug\—1/2dMY
z(o ) dr= (o )z (o ) =

Ut

donc . , , )

dvg\1/2 dv.\ —1/2

-1 s _ —1 s
/O 2, g) s = /0 (') iz (4.44)
avec . )
dvg\ —1/2dM¥
_ —-12%s s

< _/0 <US ds) vs

Posons

dvg\ 1! 1d -1
-1 s 2
s — = (-1 ) )
“ (US ds ) (2 ds &Y
pour tout n € N*, il existe r €]n,n + 1] tel que
1 1 2 1 2\ -
5 O0gUpy1 — 1080, | = a, .

Or, d’apreés la propriété (P1) du poids, on a

40152 —(1—«
tath :1+O(t ( ))a (t—>OO)

on en déduit donc que
«
% (1ogvi+1 - logvi) — 2, (n— o0).
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On peut donc affirmer que a; ~ %ta, (t — 00). Il en résulte que

t 2
t‘1<$>t:t_1(/ asw—gds)2—>22, (t — o0).
0

S

La condition de Lindeberg pour la convergence presque sire est vérifiée immédiatement pour la
martingale (.%;). Dans ces conditions on peut affirmer que

7122 = 9y(0,2%),  (t — o). (4.45)

Par ailleurs, d’aprés (4.44), on a

t t
‘t—m/ Zsas—l/?ds—t—l/{%‘ = ‘t‘l/Q/ al’?dz,
0 0

1 t
= ‘t71/2(a;/2zt — 5/ Zsa;1/2 das)‘
0
- O(t_(l_a)/2Zt) + Ot 1/2(1=e)/2 /t(das)st
0 dS
o(1) + O(t~1/2¢(01-e)/2pa—3)
o(1) + O~ 1=972)  (t — o0). 6)

Donc compte tenu de (4.45), on a
t
t—1/2/ a7V Z,ds = My(0,2%), (t — o0).
0
La propriété (4.43) en découle car on a
t t
/ as_l/zsts ~ \/5/ s~%Z ds p.s., (t — 00).
0 0

La partie 3 du théoréme est établie.

En appliquant la loi forte quadratique a la martingale M™ et la normalisation scalaire v voir théoréme
2.2, on peut affirmer que

t
(logvtz)*l/ ZSZ:dlogfoE, p.s., (t— 00).
0

Mais compte tenu des propriétés (P1), (P2), (P3), (P4) du poids et de I'égalité (4.42), ce résultat
s’écrit aussi
l1-a

tlj/o (ms —m)(Mms —m)* ds — X ps., (t— o0). (4.47)

Pour montrer la consistance forte de Pestimateur 3, défini par (4.40), on remarque que

/ (s — m) (g — m)* ds — / (s — 10) (s — 1702)" ds = t(i7s — m) (g — m)* = o(t1=2). (4.48)
0 0

En effet,
_ tM;U Ug -1 _ t o o Us —1
t(mt—m):/o U—S(U—S) ds-/o $T%Zgs (U—S) ds
t /2 s

:O/ * d/ ~Z.d

(‘ [ selza( [ ")
t t s

=0 toz/2/ —OLZTd _g/ a/2—1/ _aZTd .

( | r r—5 | S | r r)
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Vu que le couple (M™,v) vérifie le TLCPS et la loi forte quadratique, on peut affirmer que pour
toute fonction ¢ de R? — R presque partout continue et telle que ¢(z) = O(||z||?) quand ||22|| — oo,

on a
11—«

t
7/ @(Zs)s_a ds — /Spd,uoo b.s.

tl-a 0 t—o0

avec foo = IMg(0,X). Par conséquent fg r=%Z.dr = o(t'=®) p.s., ce qui implique que
e —m = o(t~/?).

Ainsi la propriété (4.48) est établie. Combinée avec (4.47), celle-ci assure la consistance forte de ;.
La partie 4 du théoréme est établie.

Appliquant le corollaire 2.2 au couple (M®,v) on peut affirmer que les v.a. Z; = v; ' M vérifie

¢
(logvf)_l/Q/ (Z,ZF — %) dlogv? = Maxa(0,5), (t— o) (4.49)
0

AL
avec ¢ = 2 (Z QL+ {Vect(E) (Vect(%)) } ) . Mais compte tenu des propriétés du poids et de (4.42),

ce résultat s’écrit

\/ﬁ(/ot(ms —m) (g —m)* ds — ltl__(;z) = Nara(0,5), (t— o0). (4.50)

Par ailleurs, les propriétés (4.42) et (4.46) impliquent que

Vi(me —m) =t72.%, +0(1) p.s.
= O(y/loglogt) p.s.,

car on peut appliquer la loi logarithmique itéré a la martingale (.%;). Par conséquent, on a la propriété
suivante meilleure que (4.48)

/ (s — m) (g — m)* ds — / (s — 00) (s — 1700)" ds = t(i7s — m)(y — m) = O(loglog t) p.s..
0 0

Combinée avec le résultat (4.50), cette propriété nous permet d’en déduire la propriété 5 du théo-
réme :

tl—a ~
1_@(215—2) :>‘Jtdxd(0,g), (t—>OO)
Le théoréme 4.1 est ainsi établi. O
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