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1 Processus ponctuels sur IR

Un processus ponctuel est la donnée d’une suite ordonnée de variables
aléatoires positives

O=Tyo < TT <Ip <...<T, < ...

qui modélisent les instants de saut d’un certain phénomene. On fait
I’hypothese que 1,11 # T}, p.s. On suppose aussi que 7,, T +0o0 p.s.

Pour tout t > 0 on introduit

Ny = Zﬂ{Tngt}

n>1

et on dit que {N;, t > 0} est le processus de comptage associé a la
suite {T,, n > 0}. On a

(N, <n} = {T, >t}, (N, >n} = {T, <t}
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{N¢, t > 0} est un processus continu a droite .



2 L’hypothese de Poisson

Cette hypothese formule une hypothese d’indépendance et de stationnarité

sur le processus {N;, t > 0} identique a celle du Brownien :

Définition 2.1 Soit {T},,, n > 0} un processus ponctuel sur IRT. On dit
que c’est un processus ponctuel de Poisson (P.P.P) si le processus de
comptage associé { Ny, t > 0} est un P.A.I1.S. Autrement dit, si

FN =0 {N,, s <t} VN désigne la filtration naturelle complétée du
processus N, alors pour tout t,s > 0 la v.a. Nyys — Ny est indépendante de

FN et a méme loi que N;.



Théoréme 2.2 [Théoréme de structure poissonnien| Soit
{T,,, n > 0} un processus ponctuel de Poisson sur IRT. Alors il existe
0 > 0 tel que pour tout t > 0, la v.a. Ny suit la loi de Poisson d’intensité

Ot. Autrement dit, pour tout t > 0,k € IN,

e (01)F
k!

On dit que 0 est I'intensité du processus {T,,, n > 0}.

PN, =Fk] = e

Comme conséquence de l'indépendance et de la stationnarité des
accroissements de IV, on obtient immédiatement que la loi conditionnelle
de la v.a. (Nyys — INV¢) sachant .7-"tN est la loi de Poisson de parametre 6s,

autrement dit que

N —HS(QS)k
P|Nys—Ne=k|F'| = PINg=k] = ¢ o

pour tout £ > 0. On peut aussi calculer la loi de T; — T;_1

T; —Ti—1 ~ Exp(0).



3 La propriété de Markov forte et ses

conséquences

Soit { Ny, t > 0} un processus de comptage de Poisson d’intensité 6 > 0.
Par hypothese, c’est un P.A.I.S. au sens ou pour tous s,t > 0, la v.a.
Niis — N, est indépendante de ]—}N et a méme loi que Vg, {ftN, t > O}
désignant la filtration naturelle complétée du processus N. Rappelons

qu’un temps d’arrét 1" pour cette filtration est une v.a. positive telle que
(T<t} € FN
pour tout ¢ > 0. Si T’ est un temps d’arréet, on peut alors définir la o-algebre

Fr = {AeF3/An{T <t} € 7} pour tout t >0} .



Théoreme 3.1 Pour tout temps d’arrét T" et tout temps déterministe

t >0, lav.a. Npyy — Np est indépendante de ]::]pv et a meme loi que Ny.



4 Une formule d’Ito avec sauts

Nous terminons ce chapitre par une courte évocation du calcul
stochastique discontinu, via la formule d’It6 avec sauts. Soit N un
processus de comptage de Poisson. Soit ¢ — 6; un processus quelconque.

On peut définir 'intégrale stochastique

t
1Y = / 0s dNs = Zngﬂ{Tngt}:
0

n>1

ce que 'on va également écrire

I}

||
]
>
=



Soit f : IR — IR une fonction mesurable quelconque. On a f(N;) = f(0) si
t <Ti, f(Ny) = f(Np,) si Ty <t <T5s... ce qu’on peut récrire

f(Ny) = +Z Nr,_,))

I

_|_
M
’ﬂ

sur I’événement {7, <t < T,11}. Comme le dernier terme ne dépend pas
de n on en peut en déduire le



Théoréme 4.1 [Formule d’intégration pour le processus de

Poisson| Pour toute fonction f : IR — IR mesurable on a
f(N = f(0) + Y (fF(Ns) = f(Ns-))

s<t

Théoréme 4.2 [Deuxiéme formule d’intégration pour le processus

de Poisson]| Pour toute fonction f : IR — IR de classe C' on a

FV) = SO + [ (FONe 1) = F(N.) d
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5 Des martingales

Proposition 5.1 Pour tout a € IR, 3 > —1, pour toute fonction bornée h,

les processus suivants sont des (Fy)-martingales :

(i) M; = N; — M,
(i1) MP?2 — Xt = (N; — A\t)? — M,
(iid)  (a) exp(aN; + Xt(1 — e®)),
(b)  exp[ln(l + B)N; — AGt] = (1 + B)Nre 1,

() exp] /0 h(s)AN, — A /O (1— 4))ds]
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Si H est un processus borné (F;)-prévisible, les processus suivants sont

des martingales

t t t
/Hsts—)\/ HSdS:/ HydM,
0

/Hst
exp(/HdN +>\/0(1—e )ds)
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La formule d’It0 est

V) = 1O + [ W+ )= f(N) M,

w /O (F(Nee +1) — f(No_) ds
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5.1 Exemple de changement de probabilité

Si N est un PP d’intensité A\, alors le processsus

Lt _ 2Nte—>\t — 6Nt_>\t H (1 i ANS)e—ANs
0<s<t
est une martingale solution de dL; = L;_dM;. Soit () la probabilitédéfinie
dQ)

par d—P‘ 7, = L. Alors

E9(2Nt) = exp(2At(z — 1))

et le processus N a des A.L sous Q.

Il en résulte que N est un ()-processus de Poisson process d’intensité 2\.
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