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1 Généralités

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé et Z une v.a. F-mesurable positive
d’espérance 1. On définit une nouvelle probabilité ) sur F par
Q(A) = E(Z14). On a, pour toute v.a. @) intégrable Eqg(X) = Ep(ZX).



Si ’espace de probabilité est muni d’une filtration, et si Z7r est une v.a.
Fr-mesurable positive d’espérance 1, on définit () sur Fr

parQ(A) = E(Zr1,4). La probabilité @) est équivalente a P sur Fr si la
v.a. Zr est strictement positive. Enfin, pour tout ¢t < T et tout A € F; on

QrlA] = EEp|Zr|F:]14] = Ep|Z 4],

en posantZ;, = Ep [Z | F] et

dQ| 7, = Z:dP|r, .



Lemme 1.1 Un processus { My, t > 0} est une (F;)-martingale sous Q si

et seulement si le processus (Z; My, t > 0) est une (F;)-martingale sous P.



2 La formule de Cameron-Martin

2.1 Dimension finie

Soient (X1, ..., X, ) des variables gaussiennes centrées réduites
indépendantes sur (2, F, P).

E epoMXi] = HE[eXp i X;]] = exp = [Z’u@]’
i=1 :

ce qui entraine que

n 2
E expz (,uz-X,L- — %)] = 1.
i=1

On définit une nouvelle probabilité @) sur (2, F) en posant

160 - o3 (st 1)
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et Q(dw) = Z(w)P(dw), autrement dit, pour tout A € F

Q|A] = Ep|Z14] = /AZ(w)P(dw)

La mesure @) est une probabilité sur (£2, F) équivalente a P.

n

QX1 €dxy,..., X, €dx,) = ezizl(“ixi_“?ﬂ)P(Xl e dry,..., X, €dxr,)

n X

= (27r)_n/2 e2 iy (Himimii/2) = 3 0 = dry ---dxy,
= (27?)_”/2 e 2 2 iy (i) deq -+ dx,
et I’'on en déduit que sous @,

(X1,...,X,) ~ N(u,1d),

ou pt = ([1, .-, tn)-



2.2 Cas Brownien

Soit {W;, t > 0} un MB et {]—"tW , t > O} sa filtration naturelle complétée.

Pour tout m € IR, le processus

m2t
2

t — 2, = exp[th——

est une (F}V)-martingale positive.

On fixe alors un horizon 7" > 0. La mesure Q7' définie sur sur (€2, Fr) par
Qr [A] = Ep[Z7' 14
est une probabilité équivalente a P sur F)" .

Théoreme 2.1 [Formule de Cameron-Martin| Sous la mesure Q7,

le processus

~

Wit — W, —mt, t<T

est un mouvement brownien.



3 Les deux théoremes de Girsanov

Soit {Ws, ¢ > 0} un MB sur (2, F, P), et {FY, t > 0} sa filtration
naturelle complétée. Soit {6;, t > 0} un bon processus local vérifiant la
condition de Novikov. Par les résultats du chapitre précédent, on sait que

I’unique solution de I’'EDS

t
7% =1 + / ACALS
0

¢ 1t
7% = exp [/ OsdWs — —/ Hgds]
0 2 Jo

et que ZY est une (F}V)-martingale. On définit la mesure

s’écrit

Q?p(dw) = Zr(w)P(dw)

sur (2, F2¥), qui est une probabilité équivalente a P sur F," .



Théoréme 3.1 [Théoréme de Girsanov] Sous la mesure Q% le

processus
t
WitHWt—/est, tST
0

est un mouvement brownien.



Théoréme 3.2 [Théoréme de Girsanov abstrait] Soit P et Q) deuz
mesures de probabilité équivalentes sur un espace filtré (2, {F:, t <T}).
On suppose que toutes les (Fy)-martingales sont continues. Alors sous P il

existe L une (F¢)-martingale continue telle que pour tout t <'T' et tout

AEft,
Q|A] = Eplexp|L; — (L) /2] 1 4].

De plus, si M une martingale locale continue sous P, alors le processus

~

M :t— Mt—<M,L>t

est une martingale locale continue sous ().
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Expliquons d’abord la premiere partie de ce théoréeme concernant
I'existence de la martingale L. Elle repose sur le théoreme de
Radon-Nikodym, qui assure 1’existence d’un processus densité {D;, t > 0}

de P par rapport a (), au sens ou pour tout t < T et tout A € F;,
Q Al = Ep[D:1l4].
Comme A € Fp, on a aussi
Q[A] = Ep|Drlla] = Ep|Ep |Dr|F] 1 4]
de sorte, par identification, que
Dy = Ep|Dr|F]

pour tout ¢ <T'. On en déduit que D est une martingale Ul continue sous
P. De plus elle est strictement positive, par équivalence entre P et (). On
peut alors (on peut effectivement définir une intégrale stochastique par
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rapport a une martingale continue) définir le processus

b dD,

Lt p— 10gD0 + . DS

et on applique la formule d’It6 a

Ry = exp|L; —(L)¢/2] = Dy +

Mais par définition de L, on a aussi

t
D, = Dy + / D, dL,,
0

de sorte que D et R sont solutions fortes de la méme EDS. Par unicité, on
en déduit que R = D, d’ou

Dy = exp|L; — (L):/2].
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Ceci entraine finalement que pour tout t <71 et tout A € F;,
QA] = Eplexp|Le — (L)¢/2]14].

JAN

On voit enfin facilement comment le théoreme 3.2 entraine le théoreme 3.1.
La martingale L du théoreme 3.2 est ici

t
Lt — / 08 dBS
0

t
<B,L>t = / (93 ds.
0

Comme B est une martingale locale continue sous P, B est une martingale

et on a donc

locale continue sous Q%. On démontre comme ci-dessus que son crochet est

<B>t — ¢, et on en déduit que B est un mouvement brownien sous QQT.

JAN
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4 Théoreme de représentation prévisible

Soit B un mouvement brownien et F sa filtration naturelle, soit
ft — O'(BS,S < t)

4.1 Représentation prévisible

Théoreme 4.1 Soit B un mouvement Brownien et (F;) sa filtration
naturelle. Soit M une (F;)-martingale, telle que sup,«q E[M}] < oo. Il

T
existe un unique processus prévisible H vérifiant E(/ HS2 ds) < oo, tel
0

que
t
vt € [0, 7], Mt:MO+/ H,dB,.
0

Si M est une (Fy)-martingale locale, il existe un unique processus
prévisible H tel que

t
vt Mt:MO+/ HydB,
0
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Ce résultat est important en finance pour exhiber un portefeuille de

couverture.

Corollaire 4.2 Toutes les (FP)-martingales locales sont continues.
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5 Applications

5.1 Calcul d’espérances

T 1 (T
B; exp 0.,dB, — — 62ds
2 S
0 0

pour t < T et 6 fonction déterministe. On effectue un changement de

¢ 1 [t
L; = exp [/ 0.dB, — —/ diS]
0 2 Jo

5.1.1 Calcul de

E

probabilité
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et on calcule

~

t
Ep [BtLT] = Ep [BtLt] = EQ [Bt] = EQ Bt—|—/ Qst]
s 0

-t t
= FEg /88d5] :/Hsds.
/0 0
On en déduit que

T 1 [T ¢
B exp 0.dB, — — 6%ds — 0. ds
2 S
0 0 0

E
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5.1.2 Calcul de

2 t
I = FE [exp— [w%%/ Bszds”
0

ol B est un brownien issu de a. On pose = = a? et on effectue un

changement de probabilité P — PP avec densité sur FV

dP” t B2t
- — P = _ B.dB, — = | B%ds|.

En utilisant la formule d’intégration par parties,

LV = exp—lg(BQ—:U—t) 522/ Bgds]
0

Sous PP,



avec W PP-Brownien. Donc B est un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck sous P?, et B, une v.a. gaussienne d’espérance

ae~ Pt et de variance %(1 — e 2P, On en déduit que

2
I = E° [L exp — [0432 52 /0 Bgds” = E° [exp [—othQ—l— g(Bt2 —x—t)” :

Apres quelques calculs simples et longs, on obtient

x((1 4+ 2a.coth G5t/ 3)
2(coth 5t 4+ 2/ 3) ] '

I = (cosh Bt + 2asinh 5t/3) 1/2 P[_

En faisant a = a = 0 et 8 = V2, cette formule donne la transformée de

Laplace de la norme L? du Brownien :

t —1/2
E [exp —A / B2 ds] = (COSh\/ t) :
0

19



5.2 Temps de passage du Brownien drifté

On considere W un mouvement Brownien standard issu de O et
Tb“ = inf{t > 0, Wy + ut = b},

premier temps de passage au seuil b du Brownien drifté
WH .t — W; + ut, pour u € IR. On définit

PH(dw) = exp [uW; — p*t/2] P(dw)

sur FV.
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Ceci permet de calculer la densité de T}" en écrivant

PITI <t] = P*[T} < 1]

E :exp :,th — MZt/Q] ]]‘{bet}}

E :eXp :MWTb/\t — MQ(Tb /\ t>/2] ﬂ{TbSt}}
E [exp [pWr, — p*Ty/2] L7, <4y]

'’ E [exp — [Ty /2] Nz, <ty

t —b2 /25
e,LLb/ e—,u23/2 ‘b‘e / ds
0 V2ms3

/t 0| eXp_[(b—MS)QIdS
0 V2rs3 2s ’




Ceci entraine par dérivation que

b b— ut)?
P[T} e dt] = \/%exp—[( 25) ]dt.

Enfin, soit par calcul direct avec la densité, soit en utilisant une nouvelle
fois la formule de Cameron-Martin, on peut calculer la transformée de
Laplace de T} :

E[exp —AT}'] = exp {,ub — o]/ 1? + 2)\} .
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6 Théoréeme fondamental de la finance:
Probabilité risque neutre
Une opportunité d’arbitrage est une stratégie d’investissement qui

permet, a partir d’'une mise de fonds initiale nulle, d’obtenir une richesse

terminale positive, non nulle.

Dans le cas d’'un marché ou sont négociés un actif sans risque,

c’est-a-dire d’un actif dont le prix suit la dynamique
dS) = SPr.dt
et un actif risqué de dynamique

dSt — St (,utdt + O'tdBt)
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Une stratégie (ou portefeuille) d’investissement est un couple (7, 7) de
processus adaptés. La richesse associée est X; = 7P SY + m;S;. La stratégie
est dite auto-finangante si dX; = 7YdS}? + m;dS;. 1l en résulte que

dXt = TXtdt -+ Wt(dst — TStdt) .
Si 'on note X' = R, Xy et 5S¢ = RSy, on voit que

dXta — Wtde .
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Dans un modele de prix d’actifs financiers, on doit veiller a ce que le
mocdele ne présente pas d’opportunités d’arbitrage. Dans un marché
comportant un actif sans risque, c’est-a-dire d’un actif dont le prix suit la
dynamique

ds) = SPr.dt

le théoreme fondamental montre que le marché est sans arbitrage
si et seulement si il existe une probabilité () équivalente a la
probabilté historique -celle sous laquelle on écrit les dynamiques des
prix- telle que les processus des prix actualisés (soit S?/SY) sont des
martingales. Cette probabilité est qualifiée de risque-neutre. La valeur
actualisée de tout portefeuille autofinancant est alors une martingale

(locale) sous toute probabilité risque neutre.
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Si elle est unique, la valeur d’un actif financier H, payé a la date T', est
calculée comme I’espérance sous la probabilité risque neutre du
payoff actualisé, soit V;, = Eq(HRr|F:), ou Ry = fOT rsds. On parle
alors de marché complet. On montre alors que le théoreme de

représentation prévible s’applique et qu’il existe 7 tel que dV,* = m,dS{ .
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Si la probabilité risque neutre n’est pas unique, on parle de marché

incomplet. POur une probabilité (), il n’existe pas, en général de 7 tel que
Eq(HRr|F) = = + [, medS2.
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6.1 Changement de numéraire
Il est parfois tres utile d’exprimer les prix en valeur relative par rapport a
un autre processus de prix.

Définition 6.1 Un numéraire est un actif financier de prix strictement

positif.

Si M est un numéraire, on peut évaluer la valeur V; d’une stratégie en

terme de ce numéraire, soit V;/M;.
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Proposition 6.2 Supposons qu’il y a d actifs risqués dans le marché, dont
les priz (St(z); i=1,---,d,t >0) sont des processus d’Ito, et tels que S1)

est strictement positif. Soit V; = Zle 7T,7§

Sgi) le valeur du portefeuille
= (ntyi=1,---,d). Si(m, t >0) est auto-financant, i.e. si
dVy = Zle ﬂidSt(z), et s1 ['on choisit St(l) comme numeéraire, alors
d
v =" sy

1=2

ou V= VSV, sit = st
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On associe a un numéraire M le changement de probabilité suivant: Soit ()

la probabilité risque neutre, telle que le processus (M;R;,t > 0) est une
@Q-martingale. Soit QM défini par QM |, = (M;R:)Q)|£,.

Proposition 6.3 Soit(X;,t > 0) le priz d’un actif financier et M un
numéraire. Le prix de X, dans le numéraire M, soit (X;/M;,0 <t <T)

est une QM -martingale.
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Le calcul du terme Eg(Sre "!1g5,>,) qui apparait dans la formule de
Black et Scholes est immédiat: il suffit d’utiliser que, sous () le processus

M; = S;e™"" /Sy est une martingale strictement positive d’espérance 1, et
de poser d() = M;d()

Eqg(Sre ™ lgp>q) = E5(Solls;>a)
= S5,Q(St >a).

Il reste a exprimer la dynamique de S sous @

31



Un changement de numéraire est également tres efficace pour calculer le
prix d’'une option d’échange, qui est

E((Sp — S1)7)
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6.2 Probabilité forward-neutre

La valeur a la date ¢t d’un flux déterministe F' recu a la date 1T’ est
T
FP(t,T) = F Eglexp — / () du | F).
t

Si ce flux est aléatoire, la valeur a la date t de ce flux est

EgQlF exp—/t r(u) du | Fy.

Par hypothese A.O.A, le processus R(t)P(t,T) est une Q-martingale, son
espérance est constante, égale a P(0,T). Pour tout 7', le processus

R(t)P(t,T)

T .__
ot = P(0,T)

est une ()-martingale positive d’espérance 1.

Soit Q7 la mesure de probabilité définie sur (€2, Fr) par

Qr(A) = Eg(¢/ 14)
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pour tout A € F;. Lorsque T est fixé, on notera (; = (.

dQr

Définition 6.4 La probabilité Qr définie sur Fr, par 10

= (¢ est

appelée probabilité forward-neutre de maturité T

Avec cette notation

Equ(F|F) = Eq(F i—f\m

Lorsque r est déterministe, Qr = Q.

La mesure ()1 est la martingale mesure associée au choix du zéro-coupon

de maturité T comme numéraire.
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