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Liste des principales notations

Notations générales

= “notation pour”, ou “égalité entre fonctions”

=: ou := “égale par définition”

a Ab, a Vb minimum, maximum des réels étendus a et b

atya” aVv0,—(aN0)

sgn(z) —1,0, +1, selon z <, =, > 0

M7 transposée d’une matrice M

ol || plle norme de p, dans I'espace normé ambient £

(p,q), (p,q)e produit scalaire de p et ¢ dans l'espace ambiant Euclidien ou Hilbertien &£

Ay constante de Lipschitz d’une fonction (uniformément) Lipschitzienne f

w, wy module de continuité, d’une fonction uniformément continue f

C(Q) =C°(Q), C™(Q) fonctions & dérivées partielles continues jusqu’a l'ordre m inclus
(m € N), sur 'ouvert Euclidien

Vu, Hu gradient et matrice Hessienne en espace, d’une fonction u(t,z)

scs, sci semi-continue supérieurement, inférieurement

edp équation aux dérivées partielles

edo équation différentielle ordinaire

eds équation différentielle stochastique

O(zx) fonction continue de z, nulle en x =0

o(z) fonction de la forme zO(z)

B.(x), B., B(z) boule ouverte de rayon ¢ autour de z, en t =0, on e = 1

co enveloppe convexe fermée

T(n) T (Tn, respectivement)

O fin de démonstration

Notations relatives aux jeux

R RU {+o0}

pe poursuite évasion

cm colit minimum

¢ transformation de Kruzkov

G jeu différentiel & instant final variable, de poursuite évasion ou en cotit minimum, ou
jeu en distance minimum (éventuellement transformes)

f,l,L (S = ¢o L) dynamique, Lagrangien, composante terminale du cott (transformée)
du jeu G
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Q, T domaine, cible, du jeu de poursuite évasion ¢

or, 65‘1 = (—R) V 7 distance orientée a la cible T, écrétée inférieurement au niveau —R
(R fixé > 0)

U, U, {u}; V, V, {v} ensemble des controles instantanés, mesurables, relaxés, du mini-
miseur; maximiseur

® x ¥ produit admissible de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs du
minimiseur et du maximiseur

A, B ensemble des stratégies non anticipatives VREK du minimiseur, maximiseur

E=R (r e N*), E" espace d’état, discrétisé au pas h, du jeu G

(o (E™) ensemble des fonctions réelles bornées sur £

V.G.Z; Vt, G", T" valeur VREK, Hamiltonien, équations d’Isaacs inférieures du jeu G
(transformé); discrétisées au pas h

V., V enveloppe inférieure, supérieure, d’une fonction localement bornée V', ou, suivant le
contexte, d’une famille localement équibornée de fonctions (V)50 € (€oo(EM))ns0

G. jeu de poursuite évasion a cible dilatée de e, respectivement en distance minimum a
pénalité Lagrangienne ¢

V., Z. valeur VREK et équation d’Isaacs inférieures du jeu G.

Notations relatives a la finance

N distribution normale

S; y = In(S) diffusion lognormale sous-jacente; en variable logarithmique

r, ¢ taux court de I’économie, dividende éventuel attaché & S (constantes > 0)

o; o(t,s)/o(ty) volatilité constante; locale en variable financiére/logarithmique

W Brownien standard

¢ condition terminale et/ou obstacle

I processus intégrale de S

I1, 7 solution d’edp et approximation discrétisée

Iy (t0,50); Ty k(to,y0) (o = In(Sp), k = In(K)) prix d’'un call européen d’échéance T et
prix d’exercice K, a la phase courante (to,S0); en variables logarithmiques

H Barriére

Tiap ensemble des temps d’arréts & valeurs dans [a,b]

Lip(10c)(2), H™(S2), W, (52), Wpl(’?loc)(Q); m/p entier/réel  Espaces de Sobolev habituels
sur un ouvert Euclidien €; voir Partie IV, §3.1

0,2 bord parabolique de I'ouvert Euclidien €2

M(€) fonctions monotones sur la bande 2, voir Annexe G

dJ(o).h, V.J(0o) dérivée dans la direction h, de Gateaux, du critére .J

C,C, ..; C=Cy (f,. .. 1n) constantes C, C' dépendant éventuellement de parametres
Hofl1y -y by (€t pouvant varier avec le contexte)

N.B.: Par défaut, les inégalités, inclusions ou indications de monotonie ou de signe, sont
a prendre au sens strict.
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Chapitre 1

Introduction générale

La présente recherche s’attache a la résolution, essentiellement numérique, de divers
problémes de Mathématiques Financiéres et de Jeux Différentiels, en faisant appel, souvent
de maniére combinée, & des techniques d’équations aux dérivées partielles (particuliére-
ment solutions de viscosité, mais aussi solutions fortes) et a des techniques probabilistes
(notamment convergence faible des processus stochastiques).

On formule ci-aprés quelques commentaires liminaires, qui soulignent a la fois la di-
versité des problémes traités (§1.1), et les éléments communs qui les relient, se rapportant
aux domaines d’application concernés (§1.2) ou aux techniques mathématiques employées

(§1.3).

1.1 Problémes physiques et modéles mathématiques

Des applications diverses constituent la matiére de cette thése. Ainsi :
— un probléme de commande optimale d'un servomécanisme (Partie II);
— divers problémes d’évaluation et de couverture de produits dérivés en finance (Partie
I11) ;
— un probléme de calibration de la dynamique d’un actif financier a ’aide des prix des
produits dérivés observés sur les marchés d’options (Partie IV).

Les problémes mathématiques issus de la modélisation retenue pour ces problémes
physiques sont eux-mémes variés :
— le probléme de calibration débouche sur un probléme d’optimisation, voire un probléme
inverse de controle optimal d’équations aux dérivées partielles (edp) [105];
— les problémes d’évaluation et de couverture des options relévent de ’analyse numérique
des équations paraboliques [112];
— enfin, le probléme de commande se modélise en termes de jeux différentiels (détermi-
nistes) [87].

1.2 Finance et Jeux Différentiels

A partir de leurs applications respectives, les deux domaines ont connu des dévelop-
pements analogues, sans aucun formalisme au départ. Ainsi, pendant la deuxiéme guerre
mondiale, Rufus Isaacs (d’ou I’équation qui porte son nom) pose les fondements de la théo-
rie des jeux différentiels [87|, & travers I’étude d’une large gamme de jeux concrets, issus
de problémes militaires de poursuite évasion, entre un missile et un avion par exemple.

S’il ne synthétise pas lui-méme cette étude de cas en une théorie achevée (ce sera
I'ceuvre de ses successeurs, théorie des jeux dynamiques d’Isaacs-Breakwell-Bernhard), il

15



identifie cependant 1’essentiel, introduisant notamment :

— la distinction entre variables d’état et variables de commande, et le concept de com-
mande en feedback d’état;

— son tenet of transition, forme de principe de programmation dynamique pour les jeux
différentiels, avant la lettre du principe général devant étre énoncé et rendu célébre par
Bellman [22| quelques années plus tard ;

— la distinction entre Game of Kind et Game of Degree, a savoir le probléme de la
possibilité de la capture ou de l’évasion, et du temps de capture (infini si celle-ci n’a
jamais lieu), respectivement;

— I’étude analytique des jeux a travers une taxinomie de leurs singularités;

— la notion de jeu discret, pouvant étre résolu a la main par le calcul, et congu comme
I’approximation d’un jeu différentiel limite.

De méme, en 1900, Louis Bachelier (récemment célébré lors du congrés mondial de
la Société Bachelier Finance, & Paris au Collége de France, en juin 2000) calcule dans
sa these |4] des prix d’options (& barriére notamment, voir Partie III, §4.2), & I’aide d’un
“principe de composition des probabilités”, qui n’est autre que I’équation de Fokker-Planck
associée a ces problémes de finance. Prés d’un siécle plus tard, en 1997, Scholes® recoit
le prix Nobel d’économie (avec Merton), pour avoir retrouvé de tels prix dans le modéle
aujourd’hui dit de Black-Scholes [36, 1973, a partir de la notion de portefeuille répliquant,
dans la lignée des travaux de recherche en gestion de portefeuille de Markowitz. De fait,
cet apport est fondamental, fournissant non seulement les prix, faits par les marchés, mais
aussi et surtout la couverture — donnée par N (d;) dans le cas d’une option européenne,
ou d; se calcule a I’aide de la volatilité implicite lue sur le prix de marché, débouchant sur
une stratégie de couverture efficace en pratique.

1.3 Solutions de viscosité et représentations probabilistes

Un dénominateur commun a tous ces problémes de mathématiques appliquées est la
nécessité de résoudre numériquement des équations elliptiques, éventuellement dégénérées
— elliptiques et dégénérées au sens de la théorie des solutions de viscosité, voir Annexe
A. Cette théorie, originellement due a Crandall-Lions [62], fut d’abord motivée par le
Controle Optimal et les Jeux Différentiels, déterministes ou stochastiques — domaines
auxquels se rattachent la plupart des problémes évoqués ci-dessus. Elle avait pour but
initial la caractérisation de la fonction valeur d’'un probléme de Controle Optimal ou de
Jeu Différentiel a ’aide de (la notion de solution faible adéquate pour) I’équation (aux dé-
rivées partielles, edp) de (Hamilton-Jacobi-)Bellman(-Isaacs) correspondante. Aujourd’hui
classique, elle couvre un vaste champ d’applications [59, 14].

Les équations résultant de la modélisation de nos problémes sont souvent singuliéres :
e soit qu'il s’agisse d’(in-)équations paraboliques (au sens classique), a conditions aux
limites singuliéres. C’est le plus souvent le cas en finance. On a alors typiquement affaire
a des conditions limites en X+ (partie positive de X), 1;x¢) (fonction indicatrice de
X > 0) ou dx—p (masse de Dirac en X =0);

e soit qu’il s’agisse d’équations fortement non linéaires. C’est généralement le cas en jeux
différentiels, ou on traite avec des Hamiltoniens non convexes; ce peut étre également le
cas en finance — problémes américains.

Les singularités de la condition limite dans le premier cas, les non linéarités de 'opéra-
teur dans le deuxiéme, peuvent étre source de singularités dans les solutions : comme on
dit en mécanique des fluides, “des chocs se forment”. La présence de ces singularités, outre

1. Black, décédé, n’est pas récipiendaire, mais il est cité dans la décision.
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qu’elle peut rendre la théorie des équations correspondantes plus compliquée (recours a la
théorie des solutions de viscosité discontinues), entraine des difficultés sur le plan numé-
rique et rend nécessaire la mise en ceuvre de techniques de calculs spécifiques, de “capture
des chocs”. Ces difficultés apparaissent de maniére récurrente au fil des travaux présentés
dans cette thése, qu'ils aient trait a la finance (Parties III et IV) ou aux jeux différentiels
(Partie II).

Une particularité de nos équations — c’est pour une large part ce qui fonde leur
spécificité — est de se préter souvent a une interprétation probabiliste des solutions, a
I’aide de formules de type Feynman-Kac.

La dualité, analytique et probabiliste, des points de vue, peut étre, dans certains cas,
exploitée, pour combiner les arguments et aboutir, comme dans les Théorémes 3.8 et 3.10
ou 3.11, Partie IV, a la solution.

Dans d’autres cas, la dualité des points de vue offre un enrichissement possible des
résultats, se traduisant en deux énoncés voisins mais dont aucun n’est inclus dans ’autre,
comme par exemple a la Proposition 7.7 et au Théoréme 8.15, Partie II, pour établir la
convergence d’un schéma numérique. Pour ce faire, en effet, deux approches orthogonales
se présentent.

La premieére approche, de type edp, utilise des notions de consistance et de stabilité
[112], ainsi que de monotonie [17| dans le cas fortement non linéaire des jeux différentiels.
On prouve ainsi la convergence des schémas d’approximation vers la solution de I’équation
parabolique ou de I’équation d’Isaacs associée au probléme de finance ou de jeu — solution
éventuellement faible dans un sens a préciser, par exemple solution de viscosité.

La deuxiéme approche s’inspire de la méthode des caractéristiques pour I’étude des
équations hyperboliques [112, 107|. Interprétant les schémas discrets au pas h en termes
de chaines de Markov — (bi-)controlées dans le cas des jeux, — on prouve la convergence
(faible [34]) de celles-ci vers les trajectoires du jeu différentiel, ou vers le processus sous-
jacent en finance. On en déduit la convergence de la solution des problémes discrets vers
la solution du probléme de finance ou de jeu, lorsque le pas h tend vers 0.
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Chapitre 2

Travaux relatifs aux Jeux Différentiels

L’objet de ce chapitre est triple: présenter briévement la théorie des jeux ; situer la
théorie des jeux différentiels ; évoquer les contributions a cette théorie de notre travail
Jeux Différentiels a instant final variable, — Partie II de cette thése, réalisée sous la
direction de Pierre Bernhard et Odile Pourtallier (Université de Nice/I3S CNRS et INRIA
Sophia-Antipolis), en collaboration avec Alain Rapaport (INRA Montpellier). Une version
préliminaire a fait 'objet d’'une communication orale [32], et a été acceptée a paraitre dans
un ouvrage en collaboration [33].

2.1 Jeux statiques et jeux dynamiques

La théorie des jeux' a pour objet I’étude mathématique des situations conflictuelles.

L’interdépendance entre joueurs est ce qui fait ’essence méme de cette théorie. Les do-
maines initiaux d’application en sont principalement les sciences économiques et les pro-
blémes liés a la défense. Ces deux domaines ont donné lieu a des théories voisines, qui se
sont développées dans une large mesure en paralléle. Plus récemment, les applications des
jeux dynamiques a la commande robuste ont eu un grand développement.

Tout d’abord, la théorie des jeux a été la théorie des jeux statiques [113]. Cette théorie
s’applique a décrire des situations ou /N agents interférent et poursuivent des objectifs
conflictuels. Plus précisément, considérons N agents interférant dans I’économie. Chaque
agent prend une décision v; € V;,2=1... N, ou V; est 'ensemble des décisions possibles
pour 'agent i. La fonction d’évaluation .J; de l'agent i (par exemple son bénéfice) va
dépendre, non seulement de sa décision v;, mais aussi de la décision des autres agents
Upy e eV 1,041, - - - ,Un. Ainsi le bénéfice d’une entreprise mettant un bien sur le marché
dépend-il de la quantité de ce bien qu’elle met sur le marché, mais aussi des quantités de
biens mises sur le marché par les entreprises concurrentes. Dans cet exemple les agents
sont les entreprises, et les décisions sont les quantités de biens mises sur le marché. Chaque
agent cherchant & maximiser sa propre fonction d’évaluation, on peut chercher les équilibres

de Nash, a savoir les décisions vy, ..., vy telles que
J1(U1,09,...,0x) = max Ji(v1,0y,...,0n)
v1€V1L
Jo(U1,02,...,0x) =  max Jo(U1,0s,...,0n)
vaEVa
In(U1,0s,...,0y) = max Jy(01,0s,...,0n)
\ UNEVN

1. On se limite aux jeux non coopératifs.
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Les jeux statiques ont trouvé leurs premiéres applications en économie et sciences so-
ciales [83], si bien que I’on peut trouver, dans 'annonce de la conférence internationale
“Game Theory and Applications” (Jérusalem, 1995) la définition de la théorie des jeux
comme “une approche rationnelle des sciences sociales” (A. Neymann). Aujourd’hui, I'uti-
lisation de la théorie des jeux dans I’économie reste un domaine de recherche trés actif —
en 1994 leurs travaux dans ce domaine ont valu a Harsanyi, Nash et Selten le prix Nobel
d’économie.

L’intérét des automaticiens pour les jeux remonte a la fin des années 1950. Les jeux
dynamiques, par rapport aux jeux statiques, se caractérisent par 'introduction de variables
d’état évoluant au cours du temps suivant une dynamique discréte :

Tpi1 =T + At, f(T,,0],...0y), To=2;

ou continue :

yw(t) = f[yw(t)avl(t)v S 7UN(t)] ) yw(o) =T .
Les N agents prennent alors des décisions a chaque instant du jeu. On voit dans ces formu-
lations que I’évolution de I’état (qui décrit le phénomeéne étudié) dépend des décisions des
agents. De méme, on prendra typiquement pour chaque joueur une fonction d’évaluation
du type:

v—1
Tz, oy) = O Atul(zasof, . ok) + L)
n=0

Ji[z;01(L), . on ()] = /OT Lly® (), (t), ... ,on(t)]dt + Li[y*(T)] ,

ou [; correspond a un coit instantané, v/7 a l'instant final du jeu, premier temps d’atteinte
d’une cible T, et L; a I’évaluation de I’état final. Dans le cas discret, les deux traditions
des jeux statiques et dynamiques se retrouvent, la dynamique correspondant aux inter-
temporalités des économistes (a ne pas confondre avec les jeux répétés classiques). Dans
le cas continu, cette modélisation par jeux dynamiques conduit a des difficultés mathé-
matiques importantes. On parle de jeux différentiels. Les motivations initiales des jeux
dynamiques étaient militaires. Dans ces applications, ’ensemble des joueurs se limite le
plus souvent a deux agents (par exemple un missile et un avion), de controle v; € Vy et
vy € Vo, — qu’on renotera dans la suite v € U et v € V, pour alléger les écritures, —
ayant des objectifs opposés — jeux a somme nulle, J; = —.J5. Ainsi J = J, peut repré-
senter un temps de capture: le premier joueur cherche a minimiser ce temps tandis que le
second joueur cherche a le maximiser. C’est précisément le cas lorsque [ = =l =1, =1 et
L = L, = Ly, = 0. Plus généralement, lorsque L et [ sont respectivement inférieurement
et inférieurement positivement bornés, on parle de jeu dynamique de poursuite évasion.

2.2 Jeux différentiels & instant final variable

Depuis Isaacs [87], résoudre un jeu différentiel de poursuite évasion consiste a déter-
miner depuis quelles positions initiales , en combien de temps 7 (ou plus généralement
pour quelle valeur du critére J) et a I’aide de quelles stratégies est possible la victoire du
poursuivant (7 fini) ou du fugitif (7 infini).

En utilisant la programmation dynamique, la question des temps de victoire (ou plus
généralement valeurs du critére J) — Game of Degree dans la terminologie d’Isaacs, —
conduit formellement a une équation aux dérivées partielles d’Hamilton-Jacobi, appelée
dans le cas des jeux équation d’Isaacs :
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max min {(f(x,u,v),VU(z)) + l(z,u,v)} =0, (2.1)

veV uel

vérifiée sous certaines conditions de régularité par la fonction valeur U. La résolution
analytique de tels jeux présente d’importantes difficultés. Les méthodes employées ne sont
pas systématiques, et sont étroitement liées aux caractéristiques des jeux étudiés. On parle
de théorie des jeux dynamiques d’Isaacs-Breakwell-Bernhard. C’est ainsi qu’a ce jour un
nombre restreint de jeux ont été résolus. Méme des jeux de poursuite évasion d’apparence
trés simple ne trouvent pas encore de solution satisfaisante. Citons par exemple le jeu des
deux voitures, déja présent dans le livre d’Isaacs |[87], et qui n’a a ce jour que des solutions
partielles.

Récemment (Rapaport, [116, 117]), et toujours en poursuivant des idées d’Isaacs, la
question des domaines de victoire, ou Game of Kind, a re¢u un traitement dual menant a
une inéquation d’Hamilton-Jacobi, dite inéquation d’Isaacs du jeu de poursuite évasion :

(07(z) = U(x)) A maxmin(f(z,uv),VU(x)) = 0,
ve ue
ot 0% (x) est la distance (orientée) a la cible 7 (écrétée inférieurement au niveau —R,
R fixé positif), et U correspond cette fois a la valeur du jeu dit en distance minimum
(écrétée), de critere:
J[wu(-),0(-)] = inf 6F[y"(t)] -
>0

A partir de la surface de niveau 0 de ce nouveau jeu, on peut déduire la barriére du jeu
de poursuite évasion précédent, c’est-a-dire la surface séparant les domaines de victoire
du poursuivant de celui du fugutif.

Une premiére contribution de la Partie II de cette thése Jeux Différentiels a instant final
variable est de montrer sur un exemple de jeu concret (déja résolu par Bernhard [29] et
Masle |110] dans sa version “poursuite évasion”) comment ’étude “a la main” des jeux de
poursuite évasion, selon la méthode d’Isaacs-Breakwell-Bernhard, peut étre adaptée aux
jeux en distance (et plus généralement en cotit) minimum. On obtient alors analytiquement
I’existence ou non d’une barriére d’'un jeu de poursuite évasion, et sa description éventuelle,
comme surface de niveau 0 (si elle existe) du jeu en distance minimum. Mais de méme
que pour les valeurs des jeux de poursuite évasion, peu de barriéres peuvent ainsi étre
déterminées analytiquement.

2.3 Meéthodes numériques pour I’(in-)équation d’Isaacs

Devant ces difficultés analytiques, il est apparu nécessaire de développer des méthodes
de résolution numérique. Pour un historique de ces méthodes, on renvoie au livre de Bardi-
Capuzzo Dolcetta [9], en particulier les notes bibliographiques des Chapitres VI, VIII, et
de I’Appendice A (da a M. Falcone).

2.3.1 Meéthodes numériques dans le cadre des solutions de viscosité

Dans le cadre des solutions de viscosité, les premiéres publications relatives a des pro-
blémes de jeux différentiels a conditions aux bords de Dirichlet (pour des fonctions valeurs
continues) sont Alziary de Roquefort 1] et Bardi-Soravia |12] — ce dernier utilisant les no-
tions de limite faible et conditions aux bords au sens des solutions de viscosité introduites
par Barles-Perthame. Ces mémes notions étaient parallelement mises en ceuvre dans un
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cadre abstrait général par Barles-Souganidis [17| — cadre couvrant notamment ’adap-
tation aux jeux par Pourtallier-Tidball [115] de schémas a la Kushner pour le controle
stochastique [95, 97|.

La particularité de cette derniére méthode, par différences finies dans le sens du vent
(et qui est celle sur laquelle on se base dans le présent travail), est d’obtenir une approxi-
mation de (2.1) qui s’interpréte tout naturellement comme 1’équation de programmation
dynamique d'un jeu stochastique discret?. Cela revient donc a I'approximation d'un jeu
différentiel (a temps continu) par un jeu stochastique a temps discret. Cette interprétation
probabiliste était d’ailleurs le seul outil dont on disposait pour obtenir des résultats de
convergence des schémas, avant d’avoir exhibé le “bon” concept de solution de viscosité
d’edp.

Enfin, le cas des fonctions valeurs des jeux discontinues a été étudié par Bardi et al.
[8, 7, 11].

2.3.2 Autres méthodes

Depuis les années 1970, on doit également de nombreuses et importantes contributions
a ces méthodes numériques (en particulier, et aux jeux différentiels en général) a I'ecole
d’Ekaterinburg (voir par exemple Krasovskii, Subbotin et Tarasyev [93, 128, 130, 129]),
obtenant indépendamment de nombreux résultats équivalents a ceux de la théorie des
solutions de viscosité. Enfin, dans le milieu des années 90, I’approche aux problémes de
controle optimal par la théorie de la viabilité débouchait elle aussi sur des méthodes
numériques pour les jeux différentiels (voir par exemple Cardaliaguet, Quincampoix et
Saint-Pierre [47, 48, 49]).

2.3.3 Contribution a ces méthodes numériques

Le présent travail étudie un schéma a la Kushner pour les jeux différentiels de poursuite
évasion, tant du point de vue du Game of Degree que de celui du Game of Kind. En effet,
la dualité entre ’équation et 'inéquation d’Isaacs d’un jeu de poursuite évasion s’illustre
de maniére particuliérement flagrante dans les algorithmes de résolution numérique, qui
fonctionnent de maniére analogue dans les deux cas (la raison en étant que ’équation
et 'inéquation possedent des propriétés de structure analogues en termes de solutions de
viscosité, voir Annexe A).

Plus précisément, on distingue traditionnellement deux approches dans l'étude des
problémes de (controle optimal ou de) jeux différentiels par edp: continue et discontinue,
voir Barles [14].

Dans l'approche continue, on suppose a priori la continuité de la solution S (dans
un sens a préciser) du jeu différentiel. S est alors I'unique solution de viscosité de '(in-
Jéquation d’Isaacs Z du jeu. La faiblesse de cette approche est que I’hypothése de continuité
globale de la solution S est rarement réalisée en pratique, comme le remarquait déja
Carathéodory [46] a propos d’un probléme de navigation en temps minimal, dit probléme
de Zermélo.

Dans 'approche discontinue, plus réaliste, aucune hypothése de régularité n’est faite
sur 8, en dehors du caractére localement borné. En ’absence de théoréme d’'unicité dans la
classe des solutions de viscosité discontinues de I’équation Z, on ne peut pas caractériser
S a laide de cette classe de solutions. Suivant les travaux de l'école italienne [8, 7],

2. Les jeux dynamiques stochastiques a temps discret généralisent leurs homologues déterministes en introdui-
sant des probabilités de transitions p®+1(zn,v1;...,on) de passer de l'état z, a l'état x,4+1 & étape n, sachant
que les décisions des joueurs a cette étape sont vy, ...,vn, voir Partie II, Chapitre 8.
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on caractérise alors & comme solution enveloppe (minimum des sur-solutions de viscosité
fortes ou maximum des sous-solutions de viscosité de Z, suivant qu’on se place en poursuite
évasion ou en distance minimum, voir Partie II, Chapitre 5).

Se situant principalement dans ’approche discontinue, on présente dans notre travail
des moyens de calcul de ces solutions enveloppes (correspondant aux travaux précités
de Bardi et al., dans le cas des jeux de poursuite évasion). Une deuxiéme contribution
de ce travail Jeuz différentiels a instant final variable (Partie II de cette thése) consiste
alors en une approche numeérique pour l'inéquation variationnelle d’Isaacs, c’est-a-dire
une approche quantitative pour I’é¢tude du Game of Kind, faisant suite aux travaux de
Rapaport [116, 117|, Pourtallier-Tidball [115], et Bardi et al. |7, 8, 9].

Enfin une troisiéme contribution de ce travail est de présenter nos schémas numériques
par jeux a différences finies sur maillages déstructurés, en présentant des conditions géo-
métriques sur ces maillages pour que les schémas convergent. On éclaire ainsi le role joué
par la géométrie des maillages sur la convergence, en méme temps qu’on ouvre la porte a
une utilisation élargie de ces schémas, par exemple dans le cadre de problémes inverses,
susceptibles de comporter des données en des points de I'espace arbitrairement distribués.
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Chapitre 3

Travaux relatifs a la Finance

Les travaux correspondant aux Parties III et IV de cette thése s’inscrivent dans une
tendance actuelle voyant ’émergence de méthodes numériques par edp en finances. C’est
ainsi que la Journée du 29 septembre 2000 de I’Association Frontiéres en Finance avait
pour théme “Equations aux Dérivées Partielles en Finance” (Organisateurs Rama Cont et
Stephane Denise [54]).

En effet, a l'origine, les mathématiques financiéres se sont davantage tournées du coté
du calcul des Probabilités, suivant en cela le chemin tracé par leur fondateur, Louis Ba-
chelier [4]. La premiére formulation en termes modernes d’edp d’un probléeme d’évalua-
tion/couverture d’options remonte & 1973 (équations de Black-Scholes [36]); et si l'on
excepte quelques travaux (par exemple & la CAR dans les années 1980, e.g. Barles et
al. [15], ou encore Jaillet-Lamberton-Lapeyre |91]), I'intérét des numériciens pour ces pro-
blémes est encore beaucoup plus récent. En effet, d’une part les opérationnels de marché se
sont longtemps contentés de modéles discrets arborescents, plus proches de leur intuition;
d’autre part, les numeériciens ont longtemps considéré les problémes d’edp correspondants
comme résolus (problémes paraboliques), n’ayant pas, faute d’avoir eu l'occasion de les
regarder d’assez pres, intégreé les spécificités financieres de ces problémes (singularités des
fonctions de gain, gestion simulatanée d’un grand nombre d’options et nécessité d’adopter
des traitements collectifs).

Finalement, il a fallu attendre les travaux sur la calibration dans la lignée de l'ap-
proche de Dupire [68|, pour voir émerger réellement des méthodes d’analyse numérique
par edp en finance. Le raffinement des modéles survenu parallélement (quoique le modéle
de Black-Scholes standard reste en pratique la référence incontournable sur les marchés
d’option), et la nécessité de calculs en plusieurs dimensions d’espace, dans des domaines
non rectangulaires, a par ailleurs entrainé le recours a des méthodes d’éléments finis.

La recherche correspondant aux Parties III et IV de cette thése a été développée a
partir des travaux réalisés dans le cadre du contrat No 197E685 entre 'INRIA et la
CAR (Caisse Autonome de Refinancement, Groupe CDC-Caisse des Dépots, Paris). Les
premiéres conclusions auxquelles la réalisation du contrat a permis d’aboutir ont fait
I'objet d’une présentation orale aux opérationnels de CDC Marchés (le 6 novembre 1997,
au Salon Blanc du 98, rue de 'Université a Paris), puis d’un rapport final a la CAR
(Crépey [64, Juin 1999]).

Les travaux ici présentés se décomposent en deux parties distinctes, un travail sur un
benchmark de schémas numeériques pour I’évaluation et la couverture de produits dérivés,
et un travail sur un algorithme de calibration de la volatilité locale. Ce dernier a été
présenté au Séminaire “Modeles Stochastiques en Finance” (R. Cont et N. El Karoui,
org.), a I’école Polytechnique, le 30 octobre 2000.
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3.1 Enjeux et risques des produits dérivés

On a assisté ces derniéres années a une explosion des transactions financiéres, notam-
ment sur les produits dérivés, rendue possible (suivant une analyse de J.M. Lasry, lors
du colloque Risque et Enjeux des Marchés Dérivés, Paris, mars 1995) par les “progrés de
I'informatique, une ingéniosité croissante en matiére financiére, juridique et fiscale, et le
développement de modéles mathématiques pour ces problémes”.

L’intérét des produits dérivés, ou “produits sur produits”, est de permettre une meilleure
allocation des ressources (échange d’avantages comparatifs) et des risques (transférés vers
des spécialistes). Les produits dérivés permettent en effet d’abaisser les cotits de tran-
saction. Ainsi, un swap sur taux cotte moins cher que les transactions correspondantes.
De méme, un call cotite moins cher que sa stratégie de réplication, consistant a ajuster
a chaque instant, moyennant un cott de transaction, les parts d’actif risqué et de cash
contenues dans le portefeuille de couverture. Les dérivés permettent aussi une meilleure
gestion des risques, plus ciblée, moins colteuse que le traditionnel recours a un coussin
de couverture a ’aide de fonds propres. Enfin, les produits dérivés complétent le marché
en externalisant la gestion de certains risques, confiés a des spécialistes de ces produits;
d’ou la possibilité d’investir avec moins de fonds propres, et un effet réel sur ’économie.

Des incidents croissants en fréquence et en gravité ces derniéres années (par exemple
affaire Barings en 1987) ont conduit & s'interroger sur la possibilité d’un probléme de
fond qui serait lié a l'usage de produits dérivés. Les produits dérivés souffrent d’abord
d’une complexité non encore maitrisée et d’'une certaine opacité, surtout au niveau des
controleurs. Ainsi, la plupart des affaires récentes, comme Barings, comportent un aspect
de manipulation de comptes et auraient pu étre évitées a 1’aide d’examens comptables
minutieux. On évoque aussi un effet de levier des produits dérivés, qui permettent d’ob-
tenir, en échange d’une prime initiale, un flux terminal aléatoire. En outre, la couverture
des dérivés, pouvant conduire a l'acquisition de sous-jacent en cas de hausse des cours
et vente en cas de baisse, contribuerait a augmenter la volatilité et donc le risque du
marché. Un discours opposé soutient que 'augmentation du nombre de participants due
aux dérivés aurait un effet stabilisant sur le marché; mais en cas de crise, un effet de
mimétisme des agents peut inverser cet effet de moyenne. Enfin, les dérivés créeraient du
risque systémique (de faillite en chaine), en donnant une large part & des produits faible-
ment compensés. Mais les procédés de compensation tendent a se généraliser, tant sur les
marchés organisés que dans les transactions de gré a gré.

En conclusion, les accidents mettant en cause des produits dérivés semblent plutot
relever de “maladies infantiles”, dues & un manque d’expérience de ces produits, auxquelles
la maturité et une mutation perceptible des institutions financiéres (développement des
activités de Controle des Risques) devraient finir par remédier. Du reste, d’autres secteurs,
comme 'immobilier, ont fait perdre aux banques ces derniéres années bien davantage que
les produits dérivés.

3.2 Modélisation financiére

Sur le plan épistémologique, les mathématiques financiéres se trouvent a priori dans
une position délicate. En effet, le rapport du monde physique aux mathématiques censées
les modéliser est particuliérement faible en finance. Ainsi la modélisation des cours de la
bourse par des diffusions, méme a sauts, est-elle grossierement simpliste. De méme, chacun
s’accorde a reconnaitre qu’une volatilité, “ca n’existe pas”, et que la vraie loi & identifier est
celle utilisée par les opérateurs de marché. Cependant, ['utilisation massive par ceux-ci de
modeéles mathématiques font a posteriori de ces modéles une vraie composante de la réalité
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financiére. Enfin, le prix Nobel d’économie attribué en 1997 a Merton et Scholes (Black,
décédé, étant cité dans la décision) pour leurs travaux en mathématiques financiéres est
venu valider, s’il en était encore besoin, le caractére scientifique de cette discipline.

A propos des produits dérivés, les développements mathématiques qui nous intéressent
le plus dans cette thése se rapportent aux options, ou droits d’exercer certaines transac-
tions (achats, options call, ou ventes, options put) lors de diverses échéances, moyennant
le paiement d’une prime initiale.

Ainsi, le call européen d’échéance 1" et prix d’exercice K, sur un sous-jacent S, consiste
en un contrat, ouvrant droit a acheter une action de sous-jacent a la date 7', a la valeur
K, quel que soit le cours Sy. A la date T, le détenteur du call exerce son option si
St > K, réalisant alors un gain instantanné de Sy — K (en Iabsence supposée de cotts de
transaction). Si Sy < K il n’exerce pas (car ce serait a son détriment), ce qui est loisible.
Ce contrat est donc équivalent & un flux terminal de valeur (S — K)* (dépendant de la
valeur Sp de l'actif sous-jacent a la date T', d’ou la dénomination de produit dérivé, ou
produit sur produit). L’intérét peut étre par exemple, pour 'acquéreur d’une telle option,
de se prémunir contre des hausses de cours au-dela de K, tout en se réservant la possibilité
de bénéficier d’évolutions favorables en dega.

Au dela de cet exemple élémentaire, il existe une trés grande variété d’options. Les
plus classiques, dites vanilla, sont échangées sur des marchés organisés et servent en outre
a en construire de plus complexes, dites exotiques, échangées de gré a gré.

Les problémes qui se posent sont alors:

— pour 'acheteur d’une telle option, de savoir combien il consent & acquérir le droit
qu’elle ouvre (probléme de I’évaluation) ;

— pour le vendeur, d’étre en mesure d’honorer les transactions exigibles de lui lors des
échéances (probléme de la couverture).

C’est pour résoudre ces problémes qu’on recourt a la modélisation mathématique.

Tandis que les opérations de marché se déroulent par définition en temps discret, la
modélisation mathématique utilise surtout le temps continu. C’est en effet ainsi qu’on
obtient les développements les plus substantiels, quitte ensuite a discrétiser pour résoudre
numériquement et retrouver le séquencement des ordinateurs.

Dans toute la partie de thése relative a la finance, on utilisera le plus souvent le
modéle (lognormal) de Black-Scholes unidimensionnel, comme sous-jacent sur lequel porte
I’option.

Ce modéle fut introduit en 1973 par les auteurs dont il porte le nom, et rendu rapide-
ment célébre par ses qualités pratiques en terme de couverture sur les marchés d’option
[36]. En effet, autant en physique les lois naturelles imposent des contraintes trés fortes
sur les modéles, autant en finances, on n’a pas de telles lois!. De plus, les approches
historiques sont peu opérantes en finances, l'identification de paramétres ou le test d’une
hypothese d’adéquation de modéle avec un seuil de confiance raisonnable requerrant bana-
lement un jeu d’observations qui, pris au jour le jour sur les marchés financiers, serait étalé
sur plusieurs (centaines d’)années. Par conséquent, on s’en tient a des modeéles simples,
méme irréalistes — tel le modéle lognormal unidimensionnel, qui a ainsi les vertus d’étre
explicite et d’offrir Pintuition d’un rendement moyen plus un bruit constant (la volatilité),
mais représente tout de méme un cas extréme, fréquemment enrichi: modéles a sauts, mo-
deles a volatilité stochastique (dont, comme on le verra dans la Partie IV de cette thése,
modéle lognormal & volatilité variable), ...

1. Sauf peut-étre la théorie générale de I’équilibre, mais comme le remarquait Denis Talay (Conférence de
techniques avancées de gestion de portefeuille, Nice-Sophia-Antipolis, octobre 1997), on n’a jamais dérivé de
dynamique de prix “équilibre-compatible”.
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Dans ce contexte, on comprend également que la précision recherchée pour les calculs
puisse étre moindre qu’en physique, eu égard a la moins bonne spécification des modéeles.
La nécessité de calcul en temps réel, plusieurs fois par jour, en salle des marchés, impose en
revanche une contrainte de vitesse de calcul accrue par rapport aux problémes de physique
(EDF fait tourner plusieurs semaines son plus gros Cray pour évaluer par une méthode
de Monte-Carlo un coefficient de fiabilité d’une centrale nucléaire).

On supposera les hypothéses habituelles (quoique grossiérement irréalistes) de marchés
financiers liquides, sans arbitrages (absence d’écart entre l'offre et la demande, existence a
chaque instant d’acheteurs et de vendeurs, absence d’opportunité de placement sans risque
rapportant plus que le taux court de I’économie r), et parfaits (absence de restrictions
juridiques, légales ou financiéres sur les ventes a terme, absence de coits de transactions),
voir El Karoui [69).

Sous ces hypothéses, et par exemple dans le modéle de Black-Scholes, on a par des
considérations d’arbitrage une probabilité risque-neutre P (unique, dans un marché com-
plet, par exemple le modeéle de Black-Scholes sous les hypothéses précedentes), sous la-
quelle le cours du sous-jacent actualisé au taux r est une martingale, et le prix d’une
option (européenne), ou prime initiale d’un portefeuille autofinangant qui duplique 1'op-
tion, est une espérance actualisée au taux r du gain de option & I’échéance. Etant donnée
I'inefficience de la probabilité historique dans ce contexte, et la prééminence de cette pro-
babilité risque-neutre P, on se placera directement dans les travaux de cette thése sous la
probabilité P, en passant sous silence la probabilité historique, pour alléger les notations.

On constate au passage que le parameétre déterminant du modéle est la volatilité, c’est-
a-dire la composante stochastique de la dynamique, — la composante déterministe sous
la probabilité risque-neutre P se ramenant a une dérive au taux court de I’économie r,
quelle que soit la tendance réelle du sous-jacent sous la probabilité historique. La situation
est donc inversée par rapport aux modeles stochastiques de la physique, dans lesquels
la dérive (déterministe) est en général I’élément essentiel, auquel vient parfois s’ajouter
un bruit, pour traduire une information incompléte sur le systéme, ou 'existence d’une
perturbation.

3.3 Meéthodes directes et problémes inverses

On peut distinguer deux grands champs d’application des méthodes numeériques par
edp en finances (voir [54, Vol. I et I1]). Les méthodes directes visent & traiter les problémes
d’évaluation/couverture de produits dérivés, a partir de données exogénes relatives a leurs
sous-jacents; les méthodes inverses, s’attachent au contraire a inférer des données relatives
aux sous-jacents, a partir de prix observés sur les marchés d’options (en vue d’utiliser les
données ainsi calibrées, a des fins d’évaluation/couverture d’autres produits).

On peut de fait voir les deux travaux présentés dans les Parties III et IV de cette thése,
comme un exposé de techniques et résultats numériques par edp relatifs a des problémes
d’évaluation/couverture d’options d’une part (Partie III), et d’autre part (Partie IV)
I’étude mathématique d’un probléme inverse de calibration.

3.3.1 Benchmark de schémas numériques

Ce premier travail, exposé dans la Partie III de cette thése intitulée Evaluation et
couverture de produits dérivés — Benchmark de schémas numériques par différences ou
éléments finis, a été réalisé sous la direction de Pierre-Louis Lions?, avec la collaboration

2. Alors consultant & la CAR, Professeur & I’Université Paris IX.
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d’Eric Fournié?3. 1l présente des aspects de I’analyse numérique appliquée & la finance.
L’objectif est I’évaluation des produits dérivés, et de leur sensibilité par rapport a divers
parameétres d’intérét. Ces sensibilités, ou Grecs, interviennent en effet dans les calculs de
couverture. Ce benchmark numérique est pour nous l’occasion d’évoquer de nombreuses
techniques mathématiques de résolution des edp pour aborder les problémes d’estimation
q q P P p
et de couverture. Certaines d’entre elles peuvent étre soulignées comme présentant des
éléments nouveaux — principalement dus a P.-L. Lions, — concernant en particulier:
— I’évaluation d’une option a bords courbes ;
— D’évaluation d’une option & payoff (fonction de gain) discontinue ;
— D’évaluation d’un put asiatique, européen ou américain ;
Y ?

— le calcul de prix d’options a I'aide d’arbres a cinq branches, plutét qu’a deux ou trois

le calcul d d’opt a I'aide d’arbres a b hes, plutot qu’a d t
branches, selon 'usage en vigueur sur les marchés financiers.

Les méthodes d’éléments finis présentées a titre de comparaison pour les problémes a
bords courbes décrits dans cette Partie de thése sont dues a Jeréme Busca.

3.3.2 Calibration d’une nappe de volatilité locale

Le second travail, Sur un algorithme de calibration de la volatilité locale, a été réa-
lisé sous la direction de Henri Berestycki?, avec la collaboration de Jérome Busca®. Il
concerne le calibrage de la volatilité d’un sous-jacent en fonction des prix des produits
dérivés observés sur le marché, suivant une modélisation de S. Osher et R. Lagnado [99].
Mathématiquement, le probléme obtenu a la structure standard d’un probléme de controle
optimal d’équations aux dérivées partielles. Ici le controle est la volatilité, fonction du
temps et du cours du sous-jacent. Le critére est le résidu quadratique des valeurs cal-
culées avec ce controle par rapport aux prix observés sur le marché. De plus, on ajoute
un terme de régularisation afin d’obtenir une nappe de volatilité suffisamment réguliére,
compatible avec l'idée que s’en font les opérationnels. En dépit de cette structure stan-
dard, la maniére dont le controle apparait dans les équations rend difficile ’obtention de
résultats mathématiques sur ce probléme (ceci deviendrait encore plus vrai en dimension
supérieure d’espace, lorsque le dérivé peut dépendre de plusieurs sous-jacents). Notre ef-
fort porte donc, d’une part, sur les aspects mathématiques de ce probléme, tels que la
recherche de résultats d’existence, unicité et stabilité du controle optimal (sous hypothése
de régularisation); d’autre part, il s’agit de déterminer numériquement une nappe de vo-
latilité lisse qui reproduise aussi bien que possible les prix de marché (en calculant au
passage une fonction de Green).

3. Alors ingénieur financier a la CAR, PAST a I’Université Paris VL.
4. Alors consultant a la CAR, Professeur a I’Université Paris VL.
5. Alors stagiaire & la CAR, Doctorant a I’Université Paris VI.
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Chapitre 4

Conclusion générale

Si l’on excepte I’équation d’Euler (10.2), partie IV, tous les problémes traités dans cette
theése tombent dans le champ de I’équation de Hamilton-Jacobi suivante — 7" pouvant étre
infini, et/ou I’équation posée sur un sous-domaine en espace, moyennant l'introduction
d’une condition au bord:

1
{ Owu — H(t,x,u,Vu) — §Tr(aot7{u) +pun(u—1)=T, t<T (4.1)

U|TE(10

— gradient (matrice Hessienne) en espace V().

Le cas des jeux différentiels correspond au cas limite d’'un Hamiltonien H fortement
non linéaire, et d’une volatilité o entiérement dégénérée (o = 0; ce qui ne fait qu’accroitre
la difficulté du probléme, car un terme de diffusion est doté de propriétés régularisantes).
Les problémes de finance représentent un autre cas extréme ou H est linéaire, la diffi-
culté provenant alors souvent de la présence d’obstacles ¢, ou de conditions terminales ¢
singulieres.

Une particularité de I’équation (4.1) est de se préter & une interprétation trajectorielle,
en termes de I’équation suivante:

drs = pds + odws

— éventuellement controlée, et assortie de temps de sortie ou d’arrét 7. Dans le cas
déterministe, on parle de méthode des caractéristiques; obtenant dans le cas stochastique
des formules de type Feynman-Kac.

L’équation (4.1) n’est pas nouvelle. Son analogue sous forme divergence a re¢u un
traitement systématique dans les années 1970 (synthétisé par exemple dans le livre de
Bensoussan-Lions [24]), a Paide de méthodes d’énergie (formulations variationnelles), dans
un contexte de solutions fortes d’edp. L’équation (4.1), sous forme non-divergence, a en-
suite pu étre étudiée dans les contextes successifs de solutions de viscosité (années 1980)
puis W;’lic—solutions de viscosité (années 1990), & l'aide de principes du maximum.

Les divers travaux de cette thése peuvent étre vus comme des ramifications de ces
recherches, dans un contexte de solutions discontinues (cas des jeux), ou (cas de la fi-
nance) pour des problémes posés dans tout espace, (pour le probléme de calibration)
a coefficients principaux o/mineurs, (seulement) continus/mesurables. Des méthodes de
régularisation permettent d’aborder ces problémes au plan numeérique.
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Deuxiéme partie

Jeux Diftférentiels a instant final
variable
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Ce travail est d’abord un état de ’art de 'approximation numérique par edp pour la
résolution des jeux différentiels de poursuite évasion. On adopte un point de vue unifié
permettant de traiter a la fois le Game of Degree: calcul de la valeur du jeu de capture
évasion, ou résolution de I'équation d’Isaacs associée a ce jeu; et le Game of Kind: dé-
termination de la barriére du jeu de poursuite évasion, via la résolution d’une inéquation
d’Hamilton-Jacobi, appelée inéquation d’Isaacs, associée a un nouveau jeu différentiel, en
coit (distance) minimum.

On présente un schéma numérique par jeux a différences finies sur maillage déstructuré,
afin de faire ressortir les propriétés géométriques des maillages essentielles a la convergence
du dit schéma, et d’étendre 1'utilisation possible de ce schéma, par exemple a des problémes
inverses.

La résolution analytique compléte d’un jeu concret, dans ses deux versions Kind et
Degree, vient par ailleurs montrer comment adapter au Game of Kind les techniques a la
[saacs-Breakwell-Bernhard de calcul des valeurs des jeux.

Ce travail a été réalisé sous la direction conjointe de Pierre Bernhard (Université Nice
/I3S CNRS) et Odile Pourtallier (INRIA Sophia Antipolis), en collaboration avec Alain
Rapaport (INRA Montpellier). Une version préliminaire a fait ’'objet d’une communica-
tion orale 32| et a été acceptée a paraitre dans un ouvrage en collaboration [33].
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Chapitre 1

Introduction

On poursuit dans cette Partie I’étude initiée par Alain Rapaport [116, 117| des jeux
différentiels & instant final variable: jeux de poursuite évasion ou jeux en colt minimum.
Ceux-ci permettent de développer une approche unifiée par équations aux dérivées par-
tielles (edp) des aspects tant quantitatifs que qualitatifs des jeux différentiels de poursuite
évasion. Le probléme quantitatif, ou Game of Degree [87] conduit a I'étude de ’équa-
tion d’Isaacs du jeu de poursuite évasion. Le probléme qualitatif, ou Game of Kind (87|,
concerne notamment la détermination d’une barriére éventuelle, séparant une zone de
capture d’une zone d’évasion du jeu. Ce probléme peut pour sa part étre appréhendé a
travers I’étude d’une inéquation variationnelle, qu’on appellera dans ce travail inéquation
d’Isaacs du jeu de poursuite évasion. Il s’agit en fait de I’équation d’Isaacs d’'un nouveau
jeu différentiel, en distance minimum |20, 21].

Décrivons le plan de ce travail. Le Chapitre 3 présente les jeux différentiels a instant
final variable, jeux de poursuite évasion ou en colt minimum, tels qu’ils furent introduits
initialement par Isaacs [87], et étudiés par Alain Rapaport [116, 117|. Le Chapitre 4
illustre sur 'exemple d’un jeu concret les concepts généraux ainsi introduits. Cet exemple
est issu de la modélisation d’un probléme de servomécanisme. Le jeu de poursuite évasion
correspondant avait été introduit et résolu analytiquement par Pierre Bernhard et J.-F.
Masle |29, 110]. On présente ici une résolution analytique du jeu en distance minimum.
Celle-ci débouche sur une détermination de la barriére du jeu de poursuite évasion, quelles
que soient les valeurs des paramétres du jeu — tandis que I’étude de Bernhard-Masle avait
laissé ouverte la question de ’existence ou non d’une barriére, pour certaines valeurs des
parameétres. Le Chapitre 5 décrit les liens existant entre les fonctions valeurs de nos jeux
et leurs équations d’Isaacs. Par valeur du jeu, on entend ici la valeur VREK inférieure, ou
plus exactement sa transformée de Kruzkov [133, 121, 71]|. Mais on pourrait obtenir des
résultats analogues concernant la valeur VREK supérieure. Ainsi obtient-on également
des résultats d’existence de (valeurs de) points-selles pour nos jeux.

On étudie ensuite un schéma d’approximation par jeux a différences finies pour les
fonctions valeurs de nos jeux. Le Chapitre 6 introduit le dit schéma, dont une particularité
est de pouvoir également s’interpréter comme ’approximation de nos jeux différentiels
par des jeux discrets stochastiques. Initialement introduits par Kushner pour résoudre
numériquement des problémes de controle optimal [95], de tels schémas furent adaptés
aux jeux par Pourtallier et Tidball [115]; ils relévent par ailleurs du cadre abstrait général
défini par Barles et Souganidis [17] et également considéré dans Bardi et al. [8, 11]; ils
sont en outre voisins de schémas obtenus par approximation d’Euler de la dynamique
(Bardi, Bottacin, Capuzzo-Dolcetta, Falcone, Soravia [12, 10, 8, 7, 125, 11|). On obtient
en effet dans ce cas comme dans 'autre des schémas d’approximation par différences
finies de la solution de viscosité |59, 14| de I'équation d’Isaacs [87] du jeu. On présente
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ici un schéma sur maillage déstructuré, afin d’éclaircir le role de la géométrie du maillage
sur la convergence, et d’étendre l'utilisation possible d’un tel schéma a des classes de
problémes plus générales — on pense en particulier aux problémes inverses. Au Chapitre
7, on présente les résultats de convergence double (voir Bardi et al. [8, 7]) du schéma vers
les solutions enveloppes de viscosité de nos jeux (par application des résultats généraux de
Barles et Souganidis [17]). A cause des discontinuités de ces derniéres, on est en effet obligé
d’introduire une famille de jeux différentiels approximants, caractérisés par une dilatation
de la cible dans le cas des jeux de poursuite évasion, ou une pénalité en temps dans le
cas des jeux en distance minimum. L’application du schéma par jeux a différences finies
aux termes successifs de cette famille fournit la convergence annoncée. Chapitre 8, on
exploite I'interprétation “jeux discrets stochastiques” de ce schéma, pour obtenir — dans
le cas des jeux de poursuite évasion — des résultats de convergence simple. Ces résultats
sont obtenus sous des hypothéses de régularité locale (mais néanmoins restrictives), qui
n’excluent pas, a priori, la présence de discontinuités dans les fonctions valeurs de nos
jeux. Chapitre 9, on présente des résultats d’expériences numeériques sur le probléme du
servomécanisme résolu analytiquement Chapitre 4. La Conclusion évoque des approches
alternatives.

Mais d’abord, le Chapitre 2 rassemble une série de Lemmes élémentaires, auxquels le
lecteur sera invité a se référer au fil de 'exposé. Avant tout,

Définition 1.1 Posant e = 0, on appelle transformation de Kruzkov, notée ¢, l’ap-

plication :

RU{+00} = R 3> t -2 ¢(t)=1—exp(—t) €R, (1.1)

ou de maniére équivalente :
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Chapitre 2

Lemmes élémentaires

Lemme 2.1 ¢ désignant la transformation de Kruzkov (1.1),
a. ¢ est (strictement) croissante et concave sur ]ﬁ, Lipschitzienne sur toute partie in-
férieurement bornée de R ;
b. pour toute séquence finie de réels x,y,z--- ,s,t, on a:

dr+y+z+-+s+t)
= d(x) + exp(—2)p(y) + exp(—2 — y)p(2) +---+exp(—z —y — z--- — 5)P(t)
=d(x) +[L = d(@)]|p(y) +[1 —p(x +y)lp(2) +- -+ [1—p@+y+z+---+5)]pt) .

c. Pour toutes fonctions réelles | et L sur R, , [ positive ou nulle localement sommable :

o[ ws + z) = [ aeneas + xwso

(t>0), A(s) = exp(— [, 1), S=¢oL.

Preuve
a. En effet, ¢'(t) = e™" est positive sur R, bornée sur toute partie inférieurement bornée
de R. ¢""(t) = —e ! est négative sur R.
b. Par récurrence sur le nombre d’arguments de ¢, en utilisant la propriété de mor-
phisme de ’exponentielle.

c. Parb, ¢ ( /;O“S)ds . L(t)> _ ¢< /0l> +ADS)

o, ¢( fot [) étant l'intégrale de sa dérivée (dérivée t-presque partout, voir par exemple
Rudin [123, Théorémes 8.17 et 8.18]),

qﬁ(/otl) _ /Ot)\l, £>0.

Lemme 2.2 Pour tous réels a,b,c,d,e,f, on a les relations suivantes :

1.
a<c

aNb<cANd st {bgd.

1.

0<cAb—cha<b—a si a<b ; |[cAb—cAa|<|b—a].
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11,

. a—c>e
aANb—cANd>eNf st {b—de.
0. | |
. a—c|<e
lanb—cAd|<eVf si {|b—d|§f.

Preuve Dans toutes ces preuves, on peut supposer a < b, par hypothése ou symétrie.

Alors:
i.
aNb=a<cAd;
ii.
0 si c<a
cANb—cha=< c—a si a<c<b
b—a si b<c;
iii.
a—c>e>eNf si c<d
b— d= - = .
an A {a—dZa—cZe sinon ;
iv. sic<d,
laAb—cAd|=]a—c|<e;
sinon,

lanb—cAd|=la—d|=(d—a)V(a—d)<(c—a)V(b—d)<(eV[).
(|

Lemme 2.3 Etant donnée une fonction a valeurs réelles étendues f, définie sur un en-
semble non vide X ; alors, pour tout réel s,

sup(sA f) = sAsupf .
X X
Preuve Sisupy f < s, soit encore f <s, sA f = f, alors

sup (sA f) = supf = sAsupf ;
X X X

sinon, il existe une suite f,, de valeurs de f, tendant (dans R) vers une limite [ > s, quand
n — 400, mais alors

s > sup(sAf) > limsup(sAf,) = sAl = s = sAsupf.
X %

n—-+4oo

Lemme 2.4 Notons C la classe des fonctions réelles (uniformément) continues, sur le
produit (compact) des ensembles non vides, alors supposés compacts, U et V. Pour toutes
fonctions réelles F et G sur U x V, on a:

a. dans R,

supinf F < infsup F ;
v U Uu v

on appellera en conséquence valeur inférieure (respectivement supérieure ) de F, le
membre de gauche (respectivement droite) de l'inégalité ci-dessus ;
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b. si de plus F € C, alors F atteint ses extrema, extrema partiels, et valeurs inférieures
ou supérieures, c¢’est-a-dire pour (u,w) € Ux V :

sup F = max F
UxV UxV
inf F =min F
UxV UxV

i%ff("v) = m&n}"(-,v)

sup F(u, ) = max F(u,)
v v

sup inf F = max min F
v U voou

inf sup F = min max F ;

U v u v

st FLG,

o

supinf F < supinf G ;
v U v U
soit, pour F, G € C (voir b) :

maxmin F < maxming ;
voou vVou
on dira que 'opérateur de maxi-minimisation est monotone sur C ;

d. si F,G € C, G >0, alors maxyminy FG et maxyminy F ont le méme signe (simul-
tanément <0 ou >0) ;

IN

sup(F — G)

supinf F —supinf ¢
v U v U Ux Vv

|supinf F —supinf G| < sup|F — G| ;
v v v v UxV

f. quand n — 400,
max min JF,, — max min JF
vVoou voou

dans R, st F, tend vers F uniformément dans C ;
. ¢ désignant la transformation de Kruzkov (1.1),

¢(sup inf F) = supinf(¢p o F)
v U v U

S

si F inférieurement bornée, ou les valeurs inférieures sont atteintes si de plus F € C ;
h. Pour tout réel s,

supinf (s A F) = sAsupinfF , infsup (s A F) = sAinfsupF ,
v U v U u v u v
soit si F € C,
maxmin (s A F) = sAmaxminF , minmax (s A F) = sAminmaxF .
voU vou uov u v

Preuve
a. En effet, pour tout (u,v) € U x V:

1{Jlff(av) < f(U,U) < sup f(ua) :
\%
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b. Les quatre premiéres identités résultent de la continuité totale puis partielle de F
par rapport a ses arguments u et v, sur le produit des compacts U et V. On a alors,
pour € > 0, et v suffisamment proche de v' :

~e < Fluw) = Flur) < min F0) ~ mjn F ()
< Flu'w)—Fup)<e,

ol u et u’ sont tels que:
Fluw) = mUin F(o), Fu'w') = rnUin F(0) .

La fonction v — miny F(-,v) est donc (uniformément) continue, sur le compact
V. Elle y atteint donc son maximum, ce qu’exprime, vues les précédentes, ’avant-
derniére identité, dont la derniére se déduit par application a —F.

c. Si F < G, alors F(-,v) < G(-,v) pour tout v, donc inf,cy F(u,v) < inf,cy G(u,v).
Puis supy, infy F(u,v) < supy infy G(u,v)

d. On a, par positivité de G :

m\z}xmuin FG>0 & Jv; Yu, Fu,w)G(u,w) >0

& v Yu, Fluw) >0 < m\r;xxmuinfz 0.

Le cas < 0 se préte a un calcul analogue.

e. Car F < G+supy,(F—G), d’ou d’aprés c la premiére inégalité dans e. La deuxiéme
s’en déduit en considérant conjointement l'inégalité obtenue en échangeant le role de
Fetded.

f. Corollaire immédiat de e.
g. Par croissance de ¢, vue au Lemme 2.1.a,

¢(sup inf F) = sup ¢(inf F(.,v)) = supinf ¢ o F .
v U U v U

veV

Si F, et donc, toujours d’aprés le Lemme 2.1.a, ¢po F, appartiennent a C, on applique
de plus le b.

h. Appliquer le Lemme 2.3 (et remarquer que sAF € C si F € C, par exemple en vertu
du Lemme 2.2.ii).

|

Lemme 2.5 Soit Q un ouvert, T son complémentaire dans £ :=R" (r € N*).
a. 2 et T ont le méme bord, qu’on notera I'.

b. ' est vide si et seulement si T ou €) est vide, ce que [’on exclut dans les point suivants
de ce lemme.

c. Notons alors d7(x) la distance orientée du point x & T, c’est-a-dire, par définition,
plus ou moins la distance Fuclidienne dr(z) de x a I’ selon que x € Q oux € T.
On introduit également 6% = (—R)V 61 (R fizé > 0), cette distance orientée écrétée
inférieurement au niveau —R. Notons enfin, pour € > 0,

T. = {vefldr(zx) <e} ,

de bord I'.. Alors les fonctions 61 ou 5? sont Lipschitziennes, et les ensembles T .
sont fermés, comme T .
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d. Sous U'hypothése que T est conveze (plus généralement, proximalement lisse [53]),
alors T, est une variété réqulicre de classe Ct, pour € assez petit > 0.

Preuve
[e]
a. Par définition, le bord 0f) ne rencontre pas (Q, qui coincide avec () puisque celui-ci

est ouvert. Donc 9€2 C T. De plus, quel que soit x €T, l'ouvert T contient une
boule centrée en x d’intérieur non vide, qui ne rencontre donc pas 2. Donc  ne peut

appartenir a 0€2, qui ne rencontre donc pas 7. Ceci joint & 02 C T prouve 02 C OT.
Réciproquement, tout point x € OT est limite de points de © (sinon x €7 ). Donc
OT C Q. De plus, 7 étant fermé, on a 9T C T, ou T ne rencontre pas €1, alias ).
Joint & 0T C €, ceci prouve 0T C 0f). Finalement, 02 = 0T =T.

b. T vide équivaut & Q = Q, fermé. Q est alors simultanément ouvert et fermé dans le
connexe £ = R", donc I'un des ensembles  ou T est vide.

c. La distance orientée a un ensemble T non vide est Lipschitzienne (voir par exemple
Delfour [65]). Cette méme distance écrétée est alors & son tour Lipschitzienne, en
vertu du Lemme 2.2.ii. T. est enfin fermé, comme ensemble de niveau inférieur ou
égal a € d’une fonction continue sur &.

d. Car alors dr est de classe C!, Vdr # 0, sur {dr < £} (¥ assez petit positif), voir
Clarke et al. [53, p. 133 et 135].

O
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Chapitre 3
Généralités

3.1 Définitions et hypothéses
On note toujours € lespace d’état R” (r € N*), muni de sa norme Euclidienne || - |.

Définition 3.1 Nous considérons dans ce travail des jeuzr différentiels (4 deux joueurs,
somme nulle) a instant final variable, formellement définis par :
e une dynamique,

{50 = L), 20 -

y'(0) ==, '

ot u(t) € U compact Euclidien non vide (respectivement v(t) € V compact Euclidien non
vide) est le controle du minimiseur “u” (respectivement mazimiseur “v”) ;
e un critére, J* = J*(1) (jeu de poursuite évasion pe), ou J* = inficr, J*(t) (jeu en
colt minimum c¢m), ot pourt € R, :

() = T )t
_|_

et J*(400) 1=

i [ el ods + L) € R 32)

oo .

En poursuite évasion, T = Tff(,) () € R, désigne le temps de sortie d’un domaine

ouvert ) C Q C &, c’est-a-dire de cc;pture par la cible T = E \ QQ, ou encore d’atteinte du
bord (Lemme 2.5) I', dans le flot controlé (3.1).

Enfin, sile critere est I == ¢poJ € R au lieu de J € I@, ot ¢ désigne la transformation
de Kruzkov (1.1), on parlera de transformée de Kruzkov du jeu, ou jeu transformé.

Hypothése 3.2 Dans toute la suite, par jeu (différentiel a instant final variable) G, de
poursuite évasion ou en cott minimum, on entendra par défaut un tel jeu vérifiant les
hypotheéses suivantes :

e continuité de la paire constituée par la dynamique et le Lagrangien

1
(zu0) € (EUV) S (fD)(zu0) € E xR,
et Lipschitz continuité de la dynamique f (et continuité uniforme du Lagrangien l, en codt

minimum) par rapport 4 x, uniforme en (u,v) ;
e continuité (uniforme en codt minimum) de la composante terminale L du codt :

xES#L(x)ER;
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e cyistence de réels L?,L,Z,L, tels que pour tout (z,u,v) € € X Ux V:

0< f <l flauw)lI<f
0<l<l(zuv) <l
L < L(z) .

(3.3)

Commentaire 3.3

a. Ces hypothéses justifient a posteriori les Définitions formelles 3.1, comme elles don-
neront sens aux différentes notions de stratégies et valeurs (cf §3.2). Ainsi (voir par
exemple Elliott-Kalton [71]) l'edo 3.1 admet une unique solution au sens de Cara-
théodory!, et le critére J est bien défini, pour toute condition initiale x et paire de
stratégies en boucles ouvertes u(.) € U et v(.) € V2, en poursuite évasion comme
en codt minimum. De plus, la fonction J*(t) est continue sur R, supérieure a sa
valeur en 0 pour t > [ '[L(x) — L].

b. Les bornes (3.3) constituent une hypothese forte sur le jeu, rarement vérifiée dans les
exemples classiques (voir Isaacs [87]). Cependant, on s’intéresse dans ce travail auz
jeux différentiels a instant final variable, notamment en ce qui concerne les méthodes
numériques par différences fintes. Ces derniéres seront finalement appliquées a des
versions localisées de nos jeur se disputant sur des compacts, moyennant [ introduc-
tion de conditions auz bords appropriées. Or, si la paire (f,l) est rarement bornée sur
l’espace € tout entier, elle [’est en revanche toujours sur les compacts, par continuité.
On dispose alors également des bornes (3.3), sous réserve de positivité (stricte) de
| [ || etl (voir également le point d ci-dessous concernant Uhypothése de positivité
de || f1|)- On s’autorise donc ces hypotheéses, qui devraient d’ailleurs pouvoir étre
affaiblies sans porter atteinte a [’essentiel des résultats et méthodes présentés dans
ce travail.

c. Les résultats et méthodes présentés ici se généralisent aux jeur non Sstationnaires,
dans lesquels la paire (f,l), voire la composante terminale du codt L, ou méme la
cible T, et par conséquent le critére de coit J, peuvent dépendre explicitement du
temps :

{ f = flteuw) , 1 =I1(tr,uw) (3.4)
L=Ltz) , T=T;. '

En effet, apres extension de l’état du systéme a [’arde d’une variable temporelle trans-
latée s'(s) :=t + s, la dynamique et le critére du jeu non stationnaire se réécrivent
respectivement, pour u(-), v(-) mesurables sur R:

(d

£(8t;yt”3 os)(s) = (LfI(s"y"" os)(s),uos'(s)vos(s)])
(Stjyt,:v o st)(O) = (t,f)t (3 5)
T - / S (s 0 s')(s),u0s'(s),v 05 (s)]ds '
X +L[(s' b o s'(s))(r —t) ER

ot il faut lire conventionnellement J = +oo si 7 = 7% est infini. On pourra alors
appliquer les résultats et méthodes étudiés dans ce travail au jeu d’état et dynamique
étendus (t,x) et (1,f), de composantes intégrales et terminales du codt | et L, de
cible T, pouvant présenter des dépendances temporelles explicites — du moins si le
jeu étendu vérifie les Hypothéses 3.2 (les hypothéses de réqularité en temps qui en
résultent pouvant étre affaiblies).

1. Solution presque partout, absolument continue.
2. Applications mesurables sur Ry & valeurs respectives dans U et V, voir §3.2.
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d. L’hypotheése concernant la positivité de f n’est qu’apparente (elle est en elle-méme

restrictive et inhabituelle). En effet, d’une part, elle intervient seulement au niveau
de la bonne définition des schémas numériques, c’est-a-dire pas avant le Chapitre 6 ;
d’autre part, si un jeu vérifie toutes les Hypothéses 3.2, sauf peut étre celle concer-
nant la positivité de f, alors on étend [’état du systeme, comme dans le cas non
stationnaire (équation 3.5, ot la dépendance explicite de f, 1, L et T en s est cette
fois purement formelle, par stationnarité).
Toutes choses égales par ailleurs, le jeu étendu entre bien dans le champ des Hy-
potheses 3.2, et ses sections suivant les différentes valeurs de t sont des copies du
geu initial, par stationnarité. On peut donc notamment appliquer les méthodes nu-
meériques présentées dans ce travail au jeu étendu, pour calculer a l'aide de jeux a
différences finies la valeur (au sens défini §3.2) du jeu initial. Contrairement aux
apparences, on verra le moment venu (§9.2) qu’il n’en résulte pas d’augmentation
de la dimension sur le plan de la résolution numérique. En effet, les sections du jeu
étendu suivant les différentes valeurs t sont des copies les unes des autres, et on peut
se contenter de calculer ['une d’entre elles.

e. A un jeu de poursuite évasion, G, associons le jeu en distance minimum de méme
dynamique f, et critére inf,~ 07 [y*(t)] (61 distance orientée a la cible T de G, voir
Lemme élémentaire 2.5.c). Ce jeu en distance minimum n’est pas un jeu en codt
minimum au sens strict des Définition 3.1 et Hypothese 3.2. En effet, il correspond
dans la Définition 3.1 au cas | = 0, L = 67 non nécessairement borné inférieure-
ment, alors que les Hypotheéses 3.2 (constitutives de la définition méme de nos jeuz)
prévoient notamment [ > [ > 0, et L > L. Ce jeu en distance minimum constitue
néanmoins le cas limite, lorsque ¢ — 07 et R — 400, des jeur en codt minimum
— au sens strict des Définitions 3.1 et Hypothése 3.2 — ou |l = ¢ (pénalité Lagran-
gienne), et L = (—R) V d1 (distance écrétée a la cible T ). De plus, sous ces seules
entorses a nos hypothéses, on vérifiera la bonne définition de ce type de jeu en dis-
tance minimum a la relecture de ce qui précéde, et en lisant la section suivante §3.2,
on constatera que les diverses notions de stratégies et valeurs qui y sont définies pour
nos jeux différentiels a instant final variable fonctionnent sans modification pour ces
geux limites. En ce sens, on pourra parler de valeur de ces jeut.

Dans la suite de ce Chapitre, on suppose donc donné un jeu ¢, de poursuite évasion
ou en coit minimum (et vérifiant comme tel toutes les Hypothéses 3.2), ou en distance
minimum (voir Commentaire 3.3.e ci-dessus).

3.2 Stratégies et valeurs

3.2.1 Valeur sur I'ensemble des boucles ouvertes

Fixons x € £. Nous avons donc a disposition une trajectoire y* et un coit J* , pour
toute paire de controleurs mesurables, dits “en boucles ouvertes”, (u(.),v(.)) € U x V.
Le joueur “u” veut minimiser J , tandis que son adversaire “v” veut maximiser J (ou
minimiser —.J).

Le probléme qui se pose d’emblée est alors la détermination d’un équilibre de Cournot-
Nash, ou point-selle, du jeu en boucles ouvertes, c’est-a-dire d’une paire de controleurs

mesurables (u(.),7(.)), telle que:

sup Juy .y = int Ji 5= Ulz) .
9B ure) = 0, i ()
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U(x) est alors appelée valeur en boucles ouvertes du jeu sur l’ensemble des boucles ou-
vertes.

Mais trés peu de jeux admettent une valeur en ce sens. Une intuition en est que les
processus de décision associés aux stratégies en boucles ouvertes sont purement statiques:
les suites d’actions sont décidées et fixées au début du jeu; les informations sur ’état
arrivant au cours du jeu, ne sont pas prises en compte dans les boucles ouvertes. Dans un
jeu dynamique donné, il n’y a en général “pas assez” de controleurs en boucles ouvertes
pour assurer ’existence d’une telle valeur.

3.2.2 Valeurs en feedback d’état (discriminants inférieurs)

L’intuition suggére que 'utilisation de controles plus généraux, en feedback d’état p(y)
et ¥ (y), voire en feedback discriminants ¢(y,v) et ¥ (y,u), débouche sur une structure
d’information plus réaliste, susceptible d’assurer 'existence d’une valeur a davantage de
jeux. Mais cette approche conduit a des difficultés sur le plan mathématique. En effet, les
feedback intéressants dans la plupart des jeux sont discontinus — on parle de controles
bang bang. Or, la confrontation d’un tel feedback, mettons p(y), & un controle en boucles
ouvertes, v(t), conduit & une équation d’état a second membre (potentiellement) discon-

tinu:
g (1) =y @sely"(O)v(t)} -

Le recours aux solutions au sens de Filippov |76] de telles équations n’est pas non plus
satisfaisant, car on a alors trop de solutions. La difficulté de définir convenablement les
ensembles de stratégies admissibles, et donc le probléme posé, a occupé une tres large
place dans la littérature. Des auteurs comme Fleming, Friedman, Varaiya, Roxin, Elliott
et Kalton, Krasovski et Subbotin, y ont fait des contributions importantes.

Le génie surprenant d’'Isaacs dans sa théorie initiale [87], suivi en cela par Breakwell,
est d’avoir ignoré cette difficulté et progressé néanmoins vers la détermination de ce qui
devrait étre considéré comme une solution. La “bonne” théorie dans cette direction est
celle dite d’Isaacs-Breakwell-Bernhard |31, 30| (voir aussi Lewin [104]), dont nous posons
ici le cadre, avant de revenir sur cette théorie au §3.4.

Définition 3.4 Dans le jeu G, soient ® et ¥ des classes de stratégies en feedback discri-
minants inférieurs p(y,v) et Y(y) pour “u” et “v”, admissibles, au sens ot :
— elles comprennent les controleurs mesurables :

UCoyCcv, (3.6)
— toute paire (o)) € ® x W génére une unique trajectoire du jeu® pour toute condition
initiale x ;
— @ et U sont stables par concaténation, i.e. passage d’une stratégie a une autre a un
instant intermédiaire du jeu.

Proposition 3.5 On a alors la séquence suivante d’(in-)égalités :

N P v - '
sgp 12f J sgp 1%f J* < 1%f sgp J 1gf 8111}p J (3.7)

Par conséquent,

Définition 3.6 On appelle valeur feedback inférieure (respectivement supérieure) du jeu
G, pour le produit admissible de classes de stratégies ® x WU, les termes a gauche (respec-
tivement droite) de l'inégalité dans (3.7). De plus, U(x) valeur de point-selle du jeu en

3. Trajectoire y* au sens de Carathéodory.
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x pour ces classes de stratégies signifie par définition qu’on a une égalité centrale dans
(3.7), a la valeur U(x).

Preuve de la Proposition 3.5
L’inégalité centrale résulte du Lemme 2.4.a. De plus, a cause des inclusions (3.6), il
est clair que l'on a:

P P . v s v '
sgp 12fJ > sgp 1gf Jv 1r\11jf sgp J* > 1%f 5111}p J (3.8)

Il ne reste donc plus & montrer que les inégalités opposées a (3.8). Montrons par exemple:
supinf J* < supinf J*. (3.9)
v U v @

L’inégalité restante se prouverait de la méme maniere.

Soit donc ¢ fixé dans ¥ et ¢, une suite minimisante pour J%, sur ®. Alors pour ¢ fixé
positif et n assez grand,

Un

supinf J* > by 2 00 —e = Sl e

> infJ* —e
u oY ’

ol u,(.) € U désigne la synthése en boucle ouverte pour le minimiseur de la paire (¢,,1),
c’est-a-dire :
Un(t) == pn {y;’Zn,¢ (t),w[yin,w (t)]} .
Soit :
Slqup 1gf JC > 12f Jy — ¢,
pour tout ¢y € U et € fixé positif. D’ou (3.9), par passage a la limite quand ¢ tend vers

0", puis au sup en ¢ € V.
O

Proposition 3.7 (Bernhard [30, p. 1007]) Dans le jeu G, étant donnée une paire de
feedback discriminants inférieurs p(y,v) et ¥(y) telle que pour tout (w,u(.),v(.)) € £ x
UxYy:

o) = o < Juw

— (@,0,0) générant une unique trajectoire, ainsi que (x,p,0(.)) et (z,u(.),¥), — alors
J, 7 est valeur de point-selle de G, pour tout produit admissible de classes de stratégies en

feedback discriminants inférieurs ® x U contenant (g,@). De plus, il existe toujours un

tel produit, a savoir la fermeture par concaténation de U U {p} pour ® et V U {4} pour
v,

Preuve Alors,
infsupJ* < supJ: < J_ -
Yoy v lj" f’% .
< uLl{f J-,E < sgp 12f Jv.
On a donc bien ’égalité centrale dans (3.5), a la valeur Jia'

|

Remarque 3.8 On pourrait considérer de maniére analogue des feedback discriminants
supérieurs, ¢(y) et ¥ (y,u).
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Comme on le verra plus en détail au §3.4, il existe dans le contexte des stratégies
et valeurs feedback un certain nombre de principes de vérification (théorie de Hamilton-
Jacobi), ou conditions suffisantes pour qu’une fonction donnée soit la valeur feedback
— inférieure, supérieure, de point-selle, — d’un jeu différentiel a instant final variable:
principe de vérification C! (c¢f. par exemple Rapaport, [116, Proposition 1.16 1.17]), voire,
du moins en poursuite évasion, principe de vérification (semi-)continu (Bernhard, [30, 28]).

L’approche en stratégies feedback souffre cependant d’une absence de conditions né-
cessaires que devrait satisfaire la valeur du jeu — conditions nécessaires propres a faire
émerger pour la fonction valeur un candidat a priori, dont on vérifie a posteriori qu’il est le
bon a ’aide des principes de vérification précités. Ainsi, par exemple, le principe du maxi-
mum de Pontriaguine [114] ne s’étend pas du Controle Optimal aux Jeux Différentiels, a
cause des discontinuités de la dynamique évoquées plus haut.

En outre, les classes de stratégies ® et ¥ sont toujours définies de maniére implicite.

3.2.3 Stratégies non anticipatives

Finalement, si I’on exclut les approches ensemblistes par inclusions différentielles de ces
problémes — théorie de la viabilité, école russe [48, 93] — qu’on considére ici extérieures
a notre champ, la tentative la plus achevée par équations différentielles pour définir une
notion de solution qui assure l’existence d’une valeur raisonnable & la plupart des jeux
classiques, voire a des jeux quelconques sous des hypothéses assez générales, semble étre
celle des stratégies non anticipatives, encore dites VREK [133, 121, 71|. C’est en tous cas
le concept de stratégies le plus approprié pour 'usage en jeux différentiels de la théorie des
solutions de viscosité d’edp [59, 14|, dont on veut faire dans ce travail notre outil principal.
C’est donc la notion de stratégies que nous adopterons.

Notons d’ailleurs que toutes les approches ayant conduit & des développements sub-
stantiels, notamment celles d’analyses ensemblistes évoquées ci-dessus, débouchent sur
des notions de valeurs pour nos jeux trés voisines de celle que I’on expose maintenant.

Définition 3.9 (Stratégies non anticipatives VREK) Dans le jeu G,

a. on appelle stratégie non anticipative du minimiseur, et on note o € A, toute applica-
tion o de V dans U, telle que pour toutes v(-), v'(+) € V, alv(+)] = a[v'(+)] coincident
sur tout segment [0,t] ot v(-) et v'(-) coincident. On définit de maniére symétrique
une stratégie non anticipative du mazimiseur, notée 3 € B;

b. on appelle valeur VREK wnférieure, respectivement supérieure, la quantité
inf sup J*
o Vp )
respectivement
sup inf J* .
i
St les deux quantités coincident, on les qualifiera de valeur VREK.

En stratégies VREK, il est plus difficile d’établir si la valeur dite inférieure est de
fait inférieure ou égale a la valeur dite supérieure (l'intuition étant que le joueur qui
exerce une stratégie VREK est avantagé par la connaissance du controle instantané de
son adversaire). On n’approfondira pas ce point, n’ayant pas besoin d’une telle propriété

dans le présent travail. On renvoie a Varaiya et Lin [134| pour une preuve a instant final
fixé.
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Proposition 3.10 Pour toute paire admissible de classes de stratégies en feedback dis-
criminants inférieurs (®,¥) sur le jeu G :

a. PCA VCB;
b. si les valeurs feedback sur ® x U et VREK existent, alors elles coincident.

Preuve
a. € ¢ et Y € ¥ s’identifient respectivement a € A et § € B, telles que pour tout

teRy:
alv()](t) = ey (1),0(t)]
Blu)I(t) := YY) @] -

b. En effet, si on a des valeurs VREK U (z) et feedback U'(z), alors:
U(r) = infsupJ* < infsup J* = U'(x)
Ay ey

= supinf J* <supinf J" =U(x) ,
v U B U

par la Définition 3.6 et les inclusions du a.

3.3 Barriéres

Dans des contextes de stratégie et valeur donné, on conviendra? de nommer barriére
d’un jeu de poursuite évasion, toute hypersurface séparant, — au sens strict, sans préjuger
de ce qui se passe sur cette barriére, — les conditions initiales z € £ débouchant sur
I'évasion du fugitif (voir la Définition 3.11 ci-dessous), des conditions initiales débouchant
sur sa capture. Il existe alors des liens étroits entre les barriéres éventuelles d'un jeu de
poursuite évasion d’une part, et d’autre part les hypersurfaces de niveau 0 de la fonction
valeur U (dans le méme contexte de stratégie) du jeu en distance minimum associé —
d’ou l'intérét d’introduire ce dernier type de jeux. Ainsi,

Définition 3.11 Dans le jeu de poursuite évasion G, étant donné un produit admaissible de
classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs ® x U, alors, en valeur inférieure
sur ® x U, un point x € £ est appelé point de capture du jeu si et seulement si

Vel , dped; 7;,<+00

— x étant dit point d’évasion sinon.
De méme, en valeur feedback supérieure sur ® x ¥, un point x € & est appelé point
de capture de jeu si et seulement si

Jpe®; VYYev, 77,<+00
— x étant dit point d’évasion sinon.

Remarque 3.12 En vertu de nos Hypotheses 3.2, on a J(7) > [t + L, trajectoire par
trajectoire. La valeur feedback inférieure (supérieure) du jeu de poursuite évasion est alors
infinie dans la zone d’évasion en valeurs feedback inférieures (supérieures), par application
du Lemme 2.4.c.

4. S’écartant d’un autre usage consistant & nommer barriére toute hypersurface de discontinuité de la valeur
du jeu.
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Théoréme 3.13 Dans le jeu de poursuite évasion G, étant donné un produit admissible de
classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs ® x U, alors, en valeur inférieure
sur ® x U,

a. la valeur U du jeu en distance minimum associ€é a G est < 0, respectivement > 0,
aux points de capture, respectivement évasion, du jeu. Donc une barriére sépare des
points ou U < 0 de points ou U > 0;

b. réciproquement, x est un point de capture, respectivement évasion, du jeu, si U(x) <
0, respectivement U(x) > 0. Donc une hypersurface séparant des points ot U est < 0
de points ou U est > 0 est une barriére.

De plus, on a les mémes énoncés en valeur supérieure sur ® x W,

Preuve On prouve seulement les premiéres parties, locales, des énoncés a et b (en va-
leurs inférieure puis supérieure), les conséquences globales qu’on en tire s’en suivant par
définition méme des barriéres. De plus, on se limite aux énoncés concernant la capture.
Ceux concernant I’évasion s’obtiennent par contraposition.

La capture en valeur feedback inférieure depuis x € £ signifie par définition que pour
tout ¢, il existe ¢ tel que 77, est fini. Alors:

sup inf infory"(t)] < Sgpiggér[yf,w(t)]),

ou pour tout ¢ :

inforfyzs (0] < Orlygu(r54)] =0,

d’ou
inf i ()] <0.
sup infinforly” ()] < 0

Réciproquement, si l'inégalité précédente est stricte, alors, pour tout 1, il existe ¢ et ¢
tels que: N

0T [Ygu (D] <0,

donc 77, est fini et = est un point de capture en valeur feedback inférieure.

De méme, la capture en valeur feedback supérieure depuis x € &£ signifie par définition
lexistence de ¢ € P, tel que

inf Slqupgg%[y ()] < sup inf 07 [y (0)]),

ou pour tout ¢ :
inf o7 [yp ()] < O7lygu (7)) =0,
d’on
. , vl <0
inf sup inf o7 [y*(1)] < 0

Réciproquement, si I'inégalité précédente est stricte, alors il existe ¢, tel que pour tout ¢ :

nf orlyg (O] < 0;

donc 77, est fini et & est un point de capture en valeur feedback supérieure.
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3.4 Théorie classique des jeux dynamiques de Isaacs-Breakwell-
Bernhard

Pour un exposé général de la théorie d’Isaacs-Breakwell-Bernhard, on renvoie aux
références §3.2.2 plus haut, ou encore au livre de Pierre Bernhard |28, Chapitre VIJ.

Rappelons formellement la méthodologie, dans le cas d’un jeu différentiel de poursuite
évasion en temps de capture (espace d’état &€ = R", r € N*; dynamique f, domaine €2,
cible T, bord T'; critére J = 7, temps d’atteinte de la cible T).

On se limite dans ce rappel aux jeux vérifiant la condition d’Isaacs du jeu qualitatif:

mUin max < v,f >= m\?xmuin <vf >=: F(zw), (z,v) € E%

On note alors (u(x,v),v(x,v)) une paire de commandes réalisant le point-selle en (x,v) €
&% La condition d’Tsaacs est notamment vérifiée lorsque le jeu est séparé: f(x,u,v) =

g(x,u) — h(z,v).

Remarque 3.14 Le probléme de servomécanisme étudié au Chapitre 4, vu comme un
jeu de poursuite évasion (§4.2), satisfait toutes ces conditions.

Soit u la normale extérieure a la cible 7, 'ouvert ) étant supposé régulier, “loca-
lement d’un seul coté” de son bord I', variété différentiable de dimension (r — 1). Par
continuité de f, le jeu ne peut se terminer que sur la partie utile (PU) de la cible, définie
par {z € I'; F(x,u) < 0}, avec égalité en tout point x de la limite de cette partie utile
(LPU). Cette derniére étant supposée constituer une variété réguliére non vide de dimen-
sion (r — 2), intégrons de maniére rétrograde, au départ de {(z,u(x)); z € (LPU)}, le
systéme Hamiltonien d’équations d’Euler-Lagrange suivant, composé de 1’équation de la
dynamique optimale en x, et de I’équation, dite adjointe, en v:

& = floulrwy)o(zy))
{” = —(Jf)" (wulz,v)v(zpy))v (3.10)

(matrice Jacobienne .J). On construit ainsi dans £ une hyper-surface orientée B, vérifiant
formellement I’équation d’Hamilton-Jacobi-Isaacs du jeu qualitatif attaché a G :

F(z,w)=0, z€B (3.11)

(v, normale & B en x, qualifiée de semi-perméable, pour des raisons qui apparaitront plus
bas).

Ce procédé d’obtention d’une solution (formelle, dans la présentation qui vient d’en
étre faite) d’'une équation d’Hamilton-Jacobi, par intégration rétrograde du systéme Ha-
miltonien associé, porte le nom de méthode des caractéristiques. Dans le cas d’un probléme
de Calcul des Variations, ou (on parle alors de principe du maximum de Pontriaguine)
de Controle Optimal, toute solution s’obtient nécessairement par le procédé ci-dessus.
Celui-ci est en revanche en partie formel en Jeux Différentiels, la normale v pouvant su-
bir des discontinuités (a fortiori il n’existe pas r) le long des trajectoires optimales. La
construction précédente se heurte a des singularités du champ d’extrémales. Certaines se
rencontrent dans la théorie de la synthése en commande optimale. D’autres sont radica-
lement nouvelles, entrainant des discontinuités de 1*‘adjoint” v le long d’une trajectoire
optimale, une situation que le théoréme d’Erdman Weierstrass interdit en Controle Op-
timal. C’est pour cette raison que le théoréme de Pontriaguine ne peut étre utilement
étendu a notre probléeme. Isaacs et Breakwell ont découvert les principales singularités de
ce type, et Isaacs expliquait déja que ce phénomeéne ne pouvait pas se produire avec un
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seul joueur. Bernhard [29, 31| a proposé une analyse compléte du probléme, et, sous le
nom de condition d’indifférence, une condition qui remplace celle d’Erdman Weierstrass.

Toute une partie de la théorie a consisté a faire 'inventaire des types de singularités
possibles, a trouver des équations constructives pour les calculer numeériquement — gé-
néralement en intégrant les équations différentielles satisfaites par des trajectoires qui les
parcourent, — et & obtenir un théoréme de vérification (classique en 1’absence de singula-
rités) qui s’applique a la surface ainsi synthétisée. On peut penser qu’a ce jour, on a une
description compléte des singularités de co-dimension un.

Ainsi, ’analyse de ces singularités permet souvent d’établir que la surface B ainsi ob-
tenue, ou une surface construite de maniére ad hoc & partir de B, encore notée B, est
semi-perméable, au sens ot chaque joueur peut exercer un feedback (éventuellement dis-
criminant pour I'un des joueurs) empéchant son adversaire de franchir cette surface dans
le sens qui lui est défavorable; B constitue une barriére (de point-selle) dite naturelle, du
jeu de poursuite évasion G, séparant des conditions initiales depuis lesquelles le minimi-
seur peut forcer la capture (zone de capture) des conditions initiales depuis lesquelles le
maximiseur peut ’empécher (zone d’évasion).

L’étude des barriéres précédente est appelée étude du jeu qualitatif, par opposition au
jeu quantitatif, ou détermination de la valeur dans le reste de I'espace. (Isaacs disait Game
of Kind et Game of Degree. Les expressions utilisées ici ont été introduites par Blaquiére,
Gérard et Leitman.)

Remarque 3.15 L’analyse de singularités évoquée ci-dessus, revient pour beaucoup a in-
terpréter en termes de solutions de viscosité, la solution formelle B obtenue par la méthode
des caractéristiques pour I’équation d’Hamilton-Jacobi-Isaacs (3.11) du jeu qualitatif at-
taché a G (voir Rapaport [116, 117]).

Remarque 3.16 Une fagon alternative, déja envisagée par Isaacs [87], et systématisée par
Rapaport [116, 117], d’appréhender le jeu qualitatif, est, comme on I’a déja laissé entrevoir
au §3.3 précédent, d’introduire un jeu quantitatif auxiliaire, en distance minimum. Pour
un exemple d’une telle approche, voir le probléme du servomécanisme, Chapitre 4, §4.3.

Toujours par la méthode des caractéristiques, on peut ensuite, comme on ’a fait
pour l'équation (3.11), exhiber un candidat solution (toujours sans garantie) a ’equa-
tion d’Isaacs du jeu quantitatif suivante, posée sur le domaine de capture C préalablement
mise en évidence:

{ F(z,VU(z))+1=0, z€C

Ulpre = 0. (3.12)

Puis, comme dans I'étude du jeu qualitatif plus haut, une analyse des singularités de
U permet le cas échéant d’établir que U, ou une fonction construite de maniére ad hoc a
partir de U, est bien la valeur (de point-selle) du jeu dans la zone de capture (la valeur
dans la zone d’évasion étant infinie). Cette analyse de singularités revient essentiellement
(au moins pour les singularités d’ordre un: discontinuités de VU) a vérifier que U est
solution de viscosité de I'équation d’Isaacs (3.12).

En résumé, le jeu qualitatif consiste a essayer de construire une surface globalement
semiperméable, (y compris le long de singularités et de “raccordements”) séparant une
région de ’espace de jeu contenant la partie utile de la cible d’une ne la contenant pas.

Si cette construction échoue, tout ou partie de la surface ainsi construite peut porter
une discontinuité de la valeur. Seule une solution compléte peut confirmer ou infirmer ce
point. Un processus trés problématique dés que la dimension du jeu dépasse deux ou trois.
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Ceci explique l'intérét des méthodes numériques attaquant directement 1’équation
d’Isaacs par discrétisation, pourvu qu’on ait un cadre dans lequel on sait que la solu-
tion ainsi approchée a un rapport avec le probléme posé. C’est ce que font les concepts de
solutions de viscosité, dans leurs différentes formes.
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Chapitre 4

Un probléme de commande d’un
servomeécanisme

Nous reprenons dans ce Chapitre I’étude analytique d'un probléme de servomécanisme,
introduit initialement par P. Bernhard [29] et Masle [110]. Cependant, nous étudions ici
le jeu en distance minimum, aprés un rappel concernant le jeu de poursuite évasion.
L’intérét de cette nouvelle approche est de fournir, pour toutes les valeurs possibles des
parametres du jeu, une description compléte de la barriére du jeu de poursuite évasion,
plus simplement qu’en résolvant ce dernier directement.

En effet, la résolution analytique du jeu en distance minimum est dans le cas d’espéce
plus simple que celle du jeu de poursuite évasion, au moins pour certaines valeurs des
parameétres. Aprés résolution du jeu en distance minimum, la barriére du jeu de poursuite
évasion est déterminée comme hypersurface de niveau zéro (s’il en est) de la fonction valeur
du jeu en distance minimum — une détermination intrinséquement robuste, vu que le
gradient de cette fonction ne s’annule a priori d’aucun coté de cette surface, contrairement
au gradient de la valeur du jeu de poursuite évasion (transformé) qui s’annule dans la
zone de capture. De plus, ce gradient fournit également une mesure de la sensibilité de la
barriére par rapport a la cible, hypersurface de niveau € de la valeur du jeu en distance
minimum fournissant la barriére du jeu de poursuite évasion pour la cible dilatée de €.

4.1 Présentation du jeu

On considére le systéeme monovariable du deuxiéme ordre suivant :
Y = fuv, lv| <1,

ou l'objectif est de garder Y aussi proche que possible d’un point Z sujet & une dérive
inconnue: _
Z =au, lul <1.

Plus précisément, pour v > 0 préalablement fixé, on cherche un controle (en feedback d’état)
Y, qui garantisse |Y (t) — Z(t)| <y pour tout ¢t > 0, quelle que soit la perturbation u(-).
Introduisant le vecteur d’état :

- (2)-(7)

ce probléme peut étre formulé comme un jeu de poursuite évasion, de dynamique:

f(zuw) = ( T2 ﬁ—vau > ,
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cible:
T ={z cR ||| > 7},

et critere de cott J égal a 7, le temps de capture par la cible 7.

Ce jeu a été étudié en détail par Masle [110] et Bernhard |29]. Une attention particuliére
a été portée a lexistence et a la caractérisation de la barriére (voir §3.3).

On introduit ici le jeu en distance minimum, de critére J égal a la distance orientée
07 minimum & la cible sur une trajectoire (voir commentaire 3.3.e). Ici, o7 (z) = v — |24/,
et le lieu des z tels qu'il existe i vérifiant infy, ;>0 [yF(2)] < v, n’est autre que le lieu o la
valeur inférieure de ce jeu en distance minimum est > 0. Nous proposons une résolution
analytique pour ce jeu en distance minimum, dont 'hypersurface de niveau zéro (s’il en
est) n’est autre que la barriére du jeu de poursuite évasion (Théoréme 3.13.b). De plus,
si ce nouveau critére ne renseigne pas sur le temps de capture, il caractérise la sensibilité
de la barriére par rapport a la cible.

4.2 Résolution analytique du jeu de poursuite évasion, cas p > 1

Nous résumons ici ’analyse de Masle [110] et Bernhard [29], utilisant la théorie clas-
sique de Isaacs-Breakwell-Bernhard (voir §3.4). Par analyse dimensionnelle, il est facile
de voir que le seul paramétre significatif dans ce jeu est le rapport

By
p=

a?’

Dans la suite, « et 3 sont fixés dans R7, tandis que v joue le role de parametre.

On cherche d’abord la partie utile de la cible. Elle comporte ici deux parties symé-
triques: {x; =, 1y > —a} et {z; = —7, x2 < a}. La limite de la partie utile (LPU) se
compose donc des deux points (z1 = py, x9 = —pa) pour = £1. A partir de la (LPU),
on essaye de construire une barriére naturelle. La normale semi-perméable sur la (LPU)
est (v = —p,vy = 0). Etant donné le Hamiltonien du jeu qualitatif,

F =vi(xs — au) + vy fv,

nous voyons d’une part que les controles semi-perméables sont u = sgn(v;) et v = sgn(ry),
et d’autre part que les équations adjointes donnent

Z./l - 07
l./2 = —U.
Apreés initialisation avec les normales semi-permeéables v sur la (LPU), ceci fournit deux
arcs de paraboles avec les controles u =v = —p:
B 2
. —(r—t
y<t>=u(7 y (=) ) t<r.
—a+ 3(r —1t)
Ces arcs de parabole intersectent ’autre bord de la cible, i.e. la droite x; = —puy, en

1y = pu(—a + 24/B7). Nous devons maintenant distinguer deux cas selon que ces points
appartiennent ou non a la partie utile.

Le cas simple est quand cette intersection a lieu en dehors de la partie utile, ce qui
est le cas si p > 1. Dans ce cas les deux paraboles ainsi que les deux segments de partie
non utile de la cible qui les relient (en gras Figure 4.2), forment de fait une barriere B,
séparant une zone d’évasion a lintérieur, de la zone de capture a l'extérieur. Il s’agit
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d’une barriere composite. En tous ses points réguliers, la condition de semi-perméabilité
est vérifiée (ou au bord de la cible, une inégalité plus forte pour le fugitif). Aux deux
points d’intersection des paraboles avec la cible, le fugitif peut jouer suivant la regle en
vigueur sur la parabole, i.e. v = —pu. Ceci garantit que 1’état reste a l'intérieur de la zone
d’évasion, des lors que g7 a le signe voulu, quels que soient les controles.

Lorsque p = 1, les deux arcs de parabole se raccordent exactement en (x; = py,xe =
—pa) (= +£1), délimitant une lentille fermeée L.

Définition 4.1 « et § étant fizés, tandis que v joue momentanément le role de paramétre,
Uensemble des B, lorsque p = [(v/a* varie dans [1,+ oo partitionne extérieur de Int(L).
Introduisons alors des feedback (d’état purs) ¢ et 1, valant plus et moins un sur les arcs
de paraboles (ouverts) inférieurs et supérieurs des B,, et arbitraires (non nécessairement
égauz) ailleurs.

Proposition 4.2 (Bernhard-Masle [110, 29]) Soit p > 1. Alors la paire (p,00) ainsi
définie constitue un point-selle® du jeu de servomécanisme en poursuite évasion de ratio
p. La valeur du jeu est

1
Ute) = 5 ot s = ot p)? =250y = )]
avec =1 dans la partie (et son bord) au-dessus de la barriére de point-selle B., décrite
plus haut, et p = —1 dans la partie au-dessous (et son bord). A Uintérieur de la zone

d’évasion délimitée par B, on a bien sir U = +o00.

Remarque 4.3 Lorsque p = 1, aucune trajectoire du jeu correspondant au controle ¢ du

poursuivant (respectivement 1 du fugitif) ne saurait pénétrer (respectivement quitter) £,
par semi-permeéabilité.

Preuve de la Proposition 4.2
Si x appartient a l'intérieur de la zone délimitée par B,, alors, d’aprés la discussion
précédente, la courbe B, (7, < ) passant par x, ou 0L si x € L, est semi-perméable,

et le controle ¢ garantit que la trajectoire yz( V7 reste dans la zone délimitée par cette

courbe, n’atteignant donc jamais la cible, quel que soit u(.) € U. B, délimite donc une
zone d’évasion en valeurs inférieures, et a fortiori supérieures, correspondant a une zone
ou la valeur de point-selle du jeu de poursuite évasion est infinie (voir Remarque 3.12).
A lextérieur de cette région, le controle ¢ garantit de méme la capture, quel que soit
v(-), et nos arcs de parabole constituent un champ complet de trajectoires définissant la
fonction U, qui est bien la valeur de point-selle recherchée, par application du principe de
vérification semi-continu de Bernhard |29, 28|.
O

Fort de ces résultats concernant le jeu de poursuite évasion ou p > 1, on aborde a
présent I’étude du jeu en distance minimum. Nous allons voir qu’on obtient ainsi tous les
résultats sur la barriére, quel que soit le rapport p > 0, moyennant une étude indépendante
de ce dernier.

4.3 Résolution analytique du jeu en distance minimum

L’étude précédente du jeu de poursuite évasion dans le cas 8y > o (p > 1) met en effet
en évidence I'existence d’une barriere B, composée de deux arcs de parabole raccordés

1. Sur tout produit admissible contenant (¢,1)) de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs.
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par deux segments d’axes {|z1| = 7y} — barriére en valeur inférieure comme supérieure,
ce jeu admettant le point-selle (p,) (Définition 4.1).
On a notamment par application de la Proposition 3.13.a:

supinfinf (y — |y7(¢)]) <0 (respectivement > 0) ,
gy U t>0

si x est & lextérieur (respectivement l'intérieur) de la zone délimitée par cette barriére.
Appliquant ce résultat pour la valeur v — 6 du parameétre (cible dilatée de 6 € R), il vient
tant que v — § > a?/f3, soit § < v —a?/f :

supinfinf (v —d) — |y (¢)|]] < O (respectivement > 0) ,
gy U t>0

soit :
supinfinf (v — |y7(¢t)]) < 0 (respectivement > §) ,
w U 20
si = est (strictement) hors (respectivement dans) la zone délimitée par B,_s. De plus, on
obtient également pour 6 = v — o/ (Remarque 4.3):

o 2 . . _ €T
7 — o/ < supinfinf (v — [y (£)]) . (4.1)

si x appartient a la zone fermée £ délimitée par Bz /s.

Ceci suggére que B,_s est 'hypersurface de niveau § de la valeur inférieure du jeu
en distance minimum, si § < 7 — «?/8. On peut raisonner a I'identique au sujet de la
valeur supérieure. Le jeu en distance minimum admettrait alors une valeur de point-selle
(feedback) UT a Dextérieur de £, ou par définition B,_s est la surface de niveau § de U si
6 <vy—a*/f.

Complétons cette définition de U et prouvons que la fonction UT ainsi définie est bien
la valeur de point-selle (,70) du jeu en distance minimum — moyennant une condition
supplémentaire sur .

Théoréme 4.4 On impose de plus ¢ = —1 sur Int(L) dans la Définition 4.1 de (f,@) pré-

cédente. Alors, pour tout p > 0, (g@) constitue un point-selle? du jeu de servomécanisme
en distance minimum de ratio p, de valeur

(v +z1) A Pt(x) sixe >«
Ulx)=<¢ (y—x1) N P (x) sizy < —a (4.2)
(y—a?/B) A PH(x) A P~ (z) silzs] <a,

ou par définition :

Pt(z) = ’Y—:rl—i(m;ﬂa)z
P (z) = ’y—l—:rl—%

Remarque 4.5

a. Cette valeur est donc la seule possible en stratégies VREK, d’aprés la Proposition
3.10.b.

2. Sur tout produit admissible contenant (fﬂ) de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs.
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y=X - (x2+a)2/2[3

FiG. 4.1 — Différentes aires définissant la fonction valeur du jeu en distance minimum

b. Elle est maximale et constante, égale a v — o/, dans la lentille délimitée par les
deux branches de parabole:

L=A{z|P(x),P"(z) 27— a’/B}.

La valeur constante dans la lentille £ est égale a la valeur commune atteinte par les
trois fonctions y—|zy|, P~ (x) et P*(z) aux points A = (—a?/83,a) et B = (o?/,—«)
(voir Figure 4.1).

c. L’ensemble des points ou U s’annule est :
— vide si v — a?/8 < 0;
— sinon égal a

{PH(x) =021 > —y,20 > —a} U {P (2) =021 < v,22 < a}
U {7} x [@2vBy —a] U {7} x [~a,a = 2¢/B9]

(voir Figure 4.2).
On reconnait exactement dans cette derniére expression la barriére trouvée par Bernhard
[29] et Masle |110] pour le jeu de poursuite évasion dans le cas p > 1 (voir §4.2).

xlz—y Xlzy

F1G. 4.2 — L’ensemble des points d’annulation de la valeur du jeu en distance minimum (p > 1)

Lemme 4.6 Si f et g désignent des fonctions réelles sur RY. telles que :

(f(x) = g(y))(x —y) <0 (4.3)

pour tous x,y € R et si g est continue, alors f et g coincident sur R .
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Preuve Soit € R, en faisant tendre y vers o, respectivement z~, dans 4.3, on déduit
f(z) > g(x), respectivement f(x) < g(z), par continuité de g.
d

Preuve du Théoréme 4.4

Soit I la partie d'un demi-axe issu de l'origine extérieure a £, identifice a RY . Notons
momentanément U' le membre de droite de (4.2), U désignant indifféremment la valeur
feedback inférieure ou supérieure du jeu de servomécanisme en distance minimum. La
restriction de UT & I est continue, comme UT. U et U' restreintes a I vérifient alors les
hypothéses du Lemme. En effet, notant pour § < v — a?/8:

yZ:Iﬂnyfg,

il vient alors:

Ulx) <6=U'(y) ou Ulx)>6=U'(y),

selon que x est au-dela ou en-deca de y sur I, d’apreés la discussion précédant I’énoncé du
Théoréme. D’ott U = UT sur I. Faisant varier I, on déduit U = UT a Iextérieur de L.

Il reste & examiner ce qui se passe sur £. Etant donné un point z € £, considérons un
controle en boucle ouverte v(-) € V. Notons y* la trajectoire associée a (x,p,v(-)). D’aprés
I’étude du jeu de poursuite évasion dans le cas p > 1, y* ne saurait rentrer dans Int(L),
pour cette paire de controles (p,v(-)) (Proposition 4.2 et Remarque 4.3). Donc:

e soit y® reste indéfiniment & Pintérieur de la lentille, auquel cas

e <
%rzlgyl(t)_(),

ou yf = y5 + «, et y* rejoint B en temps infini. D’ou:
: f x < A2 .
mforfy" ()] <v—o’/8

e sinon, y* quitte une fois pour toutes Int(£) en un point &, & une date o, et la conclusion
précédente demeure vraie. En effet, tant que y* est dans une bande |yf| < o?/f—¢ (¢ fixé
> (), on a pour t > o — si  appartient au bord supérieur de £, ce qu’on peut supposer
par symeétrie :
=y +a,
inférieurement positivement borné. Donc y* quitte cette bande en temps fini, pour tout
e > 0, d’ou la conclusion annoncée.
Par conséquent,
inf inf 67 [y"(t)] < v — o?
inf sup inf Ty @] <v—-a’/p

sur L. Utilisant aussi (4.1) et I'inégalité entre les extrémes dans (3.7), il vient sur £:

o e "
vy—a’/f < sgplgfirzlgﬁ[y (t)]
. . ;c 2
< 1%fs%p11€r21£67-[y B <vy—-a’/8,

et les inégalités précédentes sont en fait des égalités, a la valeur de point-selle v — a?/8 =
Ul(x).
(|

Remarque 4.7 Cette analyse est bien indépendante du ratio p > 0.
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4.4 Deétermination de la barriére du jeu de poursuite évasion

Revenons a I’étude du jeu de poursuite évasion dans le cas p < 1. La valeur de point-
selle en distance minimum précédente étant négative, il ne peut exister de barriére, d’apres
la Proposition 3.13.a — en valeur inférieure comme supérieure. Quant a I’étude directe et
compléte du jeu de poursuite évasion, elle est dans le cas p < 1 extrémement compliquée.
En effet, les deux paraboles s’intersectent alors a l'intérieur du domaine de jeu, délimi-
tant une lentille qui n’est cependant pas une zone d’évasion: les coins “fuient”. Suivant
I’analyse classique de l'intersection des barrieres, nous obtenons une intersection avec des
trajectoires incidentes qui la traversent. Par conséquent cette surface composite n’est pas
une barriére.

En fait, la lentille est 'intersection des zones de siireté définies par chaque parabole.
Donc, pour y rester, I’état ne doit traverser aucune des paraboles; une situation que le
fugitif ne peut pas forcer car les controles nécessaires sont +1 pour une des paraboles, —1
pour 'autre. En atteignant un tel coin, le poursuivant peut garder le controle optimal en
fonction de la parabole incidente de telle sorte que I'état quitte nécessairement la lentille.

Dans ce cas la lentille n’est pas une zone d’évasion. Mais la solution compléte en
terme de singularités de I’équation d’Isaacs est tres compliquée. John Breakwell, lors d’une
communication privée a Pierre Bernhard, a méme suggéré que le nombre de commutations
des controles optimaux de +1 a —1 et réciproquement peut étre arbitrairement élevé, en
fonction de I’état initial et de la valeur de p.

Cette complexité du champ des trajectoires optimales du jeu de poursuite évasion pour
p < 1 a pour conséquence qu’il n’avait pas été possible de calculer la fonction valeur du
jeu de poursuite évasion dans ce cas, et donc, stricto sensu, ’absence d’'une zone d’évasion
n’était pas complétement établie.

Ainsi, le passage par le jeu en distance minimum (qui profite lui méme de ’étude du
jeu de poursuite évasion dans le cas p > 1) est utile pour conclure a la capture partout si
p < 1, en valeurs feedback inférieure ou supérieure.

Toute approche numérique pour les jeux différentiels comporte des limites intrinséques :
hypothéses restrictives pour que la méthode converge, absence d’éclairage sur la nature
profonde des singularités, sans oublier bien sir the curse of dimensionnality (le volume de
calculs nécessaires limite ['utilisation des programmes a des jeux dont I’espace d’état est de
dimension modeste). Cependant, sauf dans des cas de jeux particuliérement simples, des
solutions analytiques comme celles présentées dans ce Chapitre sont hors de portée. D’ot la
nécessité de développer des méthodes numériques, qui ont 'avantage d’étre systématiques
— a défaut d’éclairer sur la nature profonde des solutions. Les méthodes numériques
étudiées dans ce travail sont basées sur les liens existants entre la valeur du jeu et les
solutions de viscosité de I’équation d’(Hamilton-Jacobi-Bellman-)Isaacs associée. En vue
d’en venir & ces méthodes numeériques, le Chapitre suivant introduit cette équation et
précise les liens qui 'unissent & la valeur de nos jeux.
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Chapitre 5

(In-)équations d’Isaacs

On s’intéresse dans ce Chapitre a la caractérisation de la fonction valeur d’un jeu diffé-
rentiel & instant final variable de poursuite évasion ou en coit minimum, G (dynamique f,
Lagrangien [, composante terminale du cott L, cible éventuelle T), en termes de solutions
de viscosité de I’(in-)équation d’Isaacs associée.

Une telle caractérisation est en effet un prérequis aux preuves de convergence de sché-
mas numériques utilisant des arguments d’edp (Chapitre 7). Pour Pessentiel, le présent
Chapitre 5 est une synthése de travaux de Bardi et al. [13, 8, 7, 9] (jeux de poursuite
évasion) ou Rapaport [116, 117| (jeux en cotut minimum). En poursuite évasion, le Théo-
réme (principe d’optimalité) 5.10 et le Théoréme 5.12 qui en découle (via le Lemme 5.11
adapté de Evans-Souganidis [72]), sont standards (voir par exemple Barles |14, Théorémes
5.1 et 5.2] pour des déroulements analogues en controle optimal, ou le livre de Bardi et
Capuzzo-Dolcetta [9] pour les jeux).

5.1 Jeux transformeés

On rappelle (Définition 3.1) que la transformée (de Kruzkov) de G, ou jeu transformé,

désigne la version du jeu ayant pour critére [ = ¢poJ € R aulieude J € R = RU {400}
(p(t)=1—e€t e > =0). On notera S := ¢o L.
Pour ¢ € CH€&), (z,u(.),v(.)) € E xU x V, t >0, on notera:

(50 = (FDl (@ u)v@®], A1) = exp (— /_Ol:”(S) d8>

H (1) = (Voly"(0)Lf7(1) + (L=l @)]) 1*(¢) -
Proposition 5.1 Dans le jeu G (vérifiant par défaut les Hypothéses 3.2) :
a. S est continue (uniformément, en coGt minimum), bornée, telle que pour x € & :

—c0 < S:=¢(L) < S(z)<1; (5.1)

b. la valeur VREK inférieure du jeu transformé, V, n’est autre que la transformée de
Kruzkov de la valeur inférieure VREK du jeu, po U ; S <V < 1.

c. pour tout ¢ € CH(E), (xu()w(.)) €EXUXV, t>0:

I () = / X2 (s)1%(s)ds + A(1)S[y* (1)) (5.2)

| A @ s + X aer o) - ole) = [ R0 63)
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Preuve

a. Par application du Lemme élémentaire 2.1.a. En cotit minimum, L uniformément
continue, —oo < L < L, donc

S(x) = S(y)l < ( sup |¢']) |L(z) — L(y)]

[L,+o0]

< e Fwle—yl) = wsllz—yll)

— w désignant un module de continuité.

b. Par application du Lemme élémentaire 2.4.g. L’encadrement pour V' provient alors
du méme encadrement pour les valeurs du critére I, et du Lemme élémentaire 2.4.c.

c. (5.2) provient du Lemme élémentaire 2.1.c. Pour (5.3), on écrit que A*(t)p(y“())
est U'intégrale de sa dérivée (dérivée t-presque partout, voir par exemple Rudin [123,
Théorémes 8.17 et 8.18|), soit

Ol 0) —r = [ AT DI el () V) ds
o IRSCIOEE

=0

par définition de HZ.

(|
5.2 Hamiltoniens
Définition 5.2 Au jeu G (transformé), on associe sur £ son Hamiltonien :
H(z,s,pu,v) = (p,f(z,u,w))+ (1 —s)l(z,u,w),
ainst que son Hamiltonien inférieur :
H(z,s,p) = maxminH(z,s,p,u,v) , (5.4)

veV uel

ot (p,f(xu,v)) signifie le produit scalaire des vecteurs p et f(x,u,v) dans &, tandis que s
désigne un scalaire réel.
On définit également, pour un jeu de poursuite évasion (pe)

B H(z,s,p), €
G(‘/I“J‘S)Jp) - { S(l‘)—s, SL‘EF,

et pour un jew en codt minimum (cm)
G(z,s,p) = H(z,s,p) N (S(x)—3s), €& .
L’équation aux dérivées partielles non linéaire du premier ordre
G(z,V(z),VV(x)) = 0 (7)
sur Q (pe) ou € (cm), renotée le cas échéant GV = 0, s’appelle équation d’(Hamilton-

Jacobi-Bellman-)Isaacs inférieure du jeu. De méme, I’équation H (x,V (x),VV (x)) = 0 sur
& sera parfois notée HV = 0.
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Lemme 5.3 Etant donné un jeu transformé G, et (u,w) € Ux V, on a:

|H(:r,8,p,u,v) - %(thJQJ/U’J/U)| ,|H(l‘,8,p) - H(ZJJ;QH ~ _
< lplialle—yll + Q+lshef(le—yll) + Us—t] + fllp—al ,

pour tous (z,5,p), (y,t,q) € Br x R x &, wlt désignant un module de continuité uniforme

par rapport & x € B de l, uniforme sur U x V.

Remarque 5.4 Par Hypothéses 3.2, wft, qu’on renotera alors wj, peut étre choisi indé-
pendamment de R en coit minimum.

Preuve du Lemme 5.3.
On développe

H(x,s,p,u,v) - %(yata%uav) = <p,f(x,u,v) - f(y,u,v)> + (1 - 3) (l(x,u,v) - l(y,u,v))
+ (t - S)l(yJU’:U) + <p - q,f(y,U,v)> )

et on exploite les Hypothéses 3.2 sur G. On applique ensuite le Lemme élémentaire 2.4.e.
d
On a alors la

Proposition 5.5 Etant donné le jeu (de poursuite évasion ou en codt minimum) G, H
est continu sur £, ainsi que, en codt minimum, G.

Preuve (en cotut minimum) Contenue dans celle de la Proposition 5.17.
([

S étant de plus continue (Proposition 5.1.a), on peut alors se référer aux concepts
devenus classiques de solutions de viscosité (éventuellement fortes, dans le cas d’'un jeu
de poursuite évasion) des équations du premier ordre —HV = 0 ou —GV = 0, tels qu’ils
sont présentés dans Barles [14] et rappelés dans I’Annexe A.

Le signe moins devant les Hamiltoniens H ou G sert a se placer dans le cadre de la
théorie des solutions de viscosité des équations d’Hamilton-Jacobi, généralement décrite
pour des Hamiltoniens non décroissants en la variable réelle s — tandis que les Hamilto-
niens H ou G de nos jeux sont décroissants en s (G étant le minimum de deux fonctions
décroissantes, en colit minimum).

Dans la suite de ce travail, on écrira parfois HV =0 ou GV =0, au lieu de —HV =0
ou —GV = 0. Ceci pourrait préter a confusion dans un contexte ou les deux écritures
auraient un sens — alors potentiellement différent [14] — dans le cadre de la théorie des
solutions de viscosité, c’est-a-dire si H ou G étaient indépendants de la variable s.

Mais dans le contexte qui est le notre, H et G décroissent en s et seules les équations
—HV =0 et —GV = 0 ont un sens dans le cadre de la théorie des solutions de viscosité.
On les notera alors parfois abusivement sans leur signe moins, sans risque d’ambigiiité,
afin d’alléger les écritures. Alors, d’apres la Proposition 5.5 et ’Annexe A:

Définition 5.6 Notons, pour toute fonction réelle F' sur R C R" (r € N*) bornée au
votsinage de x € R :

F(z) :=liminf F(y) , F(x) :=limsup F(y) .

— ’RBwa RBy—»x

On se place dans le jeu différentiel a instant final variable (transformé) G.

a. Par sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité de HV = 0, on entendra
dans toute la suite de cette Partie une sous-solution (respectivement sur-solution) de
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viscosité (au sens habituel) de —HV = 0, c¢’est-a-dire une fonction localement bornée,
semi-continue supérieurement (respectivement inférieurement) V- sur £, telle que
pour tout & € £, pour toute fonction-test o € C1(E), vérifiant ¢ >V (respectivement
© < V) sur & avec égalité en x:

—H(z,V(x),Vp(z)) <0 (respectivement — H(z,V(z),Ve(x))>0)

$01t

H(x,V(2),Vo(r)) >0 (respectivement H(x,V(x),Vp(x)) <0) .

. Par sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité de GV =0, on entendra

une sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité (au sens habituel) de
—GV =0, c’est-a-dire une fonction localement bornée, semi-continue supérieurement
(respectwement inférieurement) V. sur Q (pe) ou € (cm) telle que pour tout x € Q
(pe) ou & (cm), pour toute fonction-test p € C'(E), vérifiant p >V (respectivement
© < V) sur Q avec égalité en x:

—G(x,V(2),Vo(z)) <0 (respectivement —G(z,V(x),Vp(z)) >0),

ot H(z,V(z),Ve(x)) >0, x €
H(e,V(2),Vip(a) > 0 i V(z) > S(a), z€T (pe)
H(x,V( ), V() >0etV(z)<Sx), z€& (cm),
respectivement,

{H(xV() o(x)) <0, z €}
H(z,V(z),Vo(z)) <0siV(z) <Sx), €l (pe)
H(z,V(z),Vo(z)) <0siV(zr) < Sx), ve€& (cm).

. En poursuite évasion, on entendra dans ce travail par sous-solution (respectivement

sur-solution) de viscosité forte de GV = 0 sur Q, une sous-solution (respectivement
sur-solution) V de GV = 0 sur ), vérifiant l"inégalité V< S (respectivement V> S)
en tout point de I'.

Remarque 5.7 On a les mémes Définitions 5.2 et 5.6 que dans le cas (¢m) pour un jeu
en distance minimum, G, mais on perd alors la Proposition (principe de comparaison)
5.17 et ses conséquences.

Remarque 5.8 On connait toujours des sous-(respectivement sur-)solutions de viscosité
V', au demeurant constantes, et fortes en poursuite évasion, a nos équations HV = 0 et
GV =0, a savoir:

V=S (respectivement V =1) ,

ou S est défini par (5.1). En effet:

et

H(x,5,0) = (1 = 8) maxmin I(z,uv) >0, z€&;
H(2,5,0) >0, € (pe)

G(z,5,0) = S(x)—S5>0, zel be
(S(z) —S)ANH(x,8,0) >0 ,2€& (cm)

H(z10) =0, zeQ
{(5() 1)<0, zeT (pe)
(S(x) —1)ANH(z,1,0)<0,x€& (cm)

H(z1,0) =0, z€&; Gz1,0) =
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De plus, en coit minimum, S est sur-solution (continue, bornée, forte) de I’équation
d’Isaacs Z du jeu. De méme, en poursuite évasion, on sera parfois amené a poser 'Hypo-
thése suivante (toujours vérifiée si S = ¢ o L = 0, par exemple J = 7, jeu en temps de
capture).

Hypothése 5.9 S est une sous-solution (continue, bornée, forte) de l’équation d’Isaacs
inférieure I du jeu de poursuite évasion G.

Le cadre théorique des solutions de viscosité permet alors d’énoncer des conditions
nécessaires (a l'aide de principes d’optimalité issus de la programmation dynamique),
et parfois suffisantes (principes de comparaison), pour étre la fonction valeur — VREK
inférieure — d’un jeu (transformé) de poursuite évasion ou en cott minimum. Les deux
sections suivantes explicitent ces conditions nécessaires et principes de comparaison.

5.3 Conditions nécessaires

Théoréme 5.10 (Principe d’optimalité) V' désignant la valeur VREK inférieure trans-
formée du jeuw G, on a pourt > 0:

Vo) =ingsup [ N EEEs + Lo MOV O]+ Lo X OS0)] 69

si x est extérieur a la cible en poursuite évasion, ou si V(x) < S(x) en codt minimum, T
désignant alors le temps d’atteinte du lieu {V = S}.

Preuve Considérons d’abord un jeu en colGt minimum G. En prenant ¢ = ¢t A 7 dans
Rapaport [116, Proposition 1.13|, on a le principe d’optimalité suivant, valable pour la
valeur VREK inférieure (non transformée) U du jeu:

Ulx) = ir}‘f 8111}p /OMT I*(s)ds + Uly“(t A T)] .

D’ou par application du Lemme élémentaire 2.4.g:

V(z)=¢olU(x) = ir}‘f sgp o) </0MT I*(s)ds + Uly*(t A 7')]>

tAT
= ir}‘f sup/ A (s)1%(s)ds + Nt AT)V ]y (t AT)],
v Jo

par le Lemme élémentaire (2.1.c).

Considérons a présent un jeu de poursuite évasion G. x étant fixé dans €2, ¢ et € étant
fixés positifs, notons W (z) le membre de droite dans (5.5). On va montrer:

V(z) —2e < Wix) <V(zx)+3e,

d’ou le résultat, par passage a la limite quand ¢ — 0.
Il existe a! € A, tel que:

tATl
Wix) > sup/ Aot w(ylar vy T Aa )(t/\Tl)V(l‘l) — €
0

el al (. al (.
v(.)EV ( (

.’131 $1
V(l‘l) > sup Iaml,w(.) —€2 Iaml,v(.—i-t) - &,
w(.)eV
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pour a,1 € A bien choisi, fonction de 2! = Yar o) (E A ™), ou 7t = 7° (- Posons

alw
également :

anfv(.+t)](s—1t), s>tATh.

afv()](s) = { atfo()](s), 0<s<tAT!

En particulier, a![v(.)] = afv(.)] sur [0 AT]; tAT =t AT (car 7 = 7y si 7y < £ et
tAT < T),ouT =75 s at =yh (A T). Alors, v(.) étant fixé dans V:

tAT
W(z) > /0 N+ X (EATIIE oy — 22

Soit, si 7 < t, #t = yZ ,\(7):

W<x>z/0 T (DS (@) 2 =TT 2

tandis que si t < 7, 2! = Ya oy (D), — T(f;‘v(.ﬂ) =7—t€R,:

t
W(LE) > A av( lw + )‘2,@( ()Ii L10( ) T 2¢e

ou
2

x! ! x x x!
Ia L1 J(4t) = /0 )\a o1 (4 )la 1,0(.4t) + )\aml,v(.+t)(7—2)s(x2)

siT?est fini, r=t+7> € Ry, 2’ = yzll‘v(.ﬂ) (7%) = y& () (7). Alors, par changement de
variables s — ¢ + s

W(z) > /Ot wo() e
#2000 ([ N ol = D = 002, 7 — 050 )
= /OT A le oy F Ao (T)S(@?) — 26 = I3, —2¢,
car pour s > t:
5 (5= 1) = lg.(s),
Ao (t )AL La(p(s—1) = exp —/Ot li,m.)) exp <—

Si enfin 7 = 72 = 400, IS = I = 1, par convention, alors:

a_1,0(.+t)

t
W(x) > /0Xﬁ,v(.)lﬁ,v(.)+)\a,v(.)(t) — 2
= 1 — 2¢ = I;f’v() — 25,
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d’aprés le Lemme élémentaire 2.1.c appliqué avec une composante terminale du cott prise
égale & 0. Ainsi, dans tous les cas:

Wi(z) > I3 ) — 22,
pour tout v(.). D’ou:

Wi(z) > sup I ) —2e>V(x)— 2.
v()ey

De méme, il existe o' € A, tel que:

V(.’E) Z sup Icalfl,v(.) - &, (56)
v(.)EV

et v'(.) puis v?(.) dans V, tels que:

=
&
A

taTl
/ Xon iolan i) + M EATHV (1) + &,
0

— Q

1
V(JI) < Ivz()+€

ot 7' et z! sont des notations pour 7% ,, ., et y* ., .(t A T'), respectivement, et pour
alwl() alwl()

v(.) eV:
o[v()](s) = o' [oirr (](s +1),

ou
R ! 0<s<IAT
T w(s —tATY, tATE < s,
et en particulier:
ool ()] = o't()]sur [0t AT,
tATE = tAT ,
vt = yne (EAT),
OUT = Tor2 ()= Tated, ()
D’ou: .
Wiz) < /0 ot bz 0 T Nt ) (E ATy + 26
Soit, si 7 < t:

W () </0 s s+ Mo (NS + 2
= 21‘1);2_(') + 2e .

Et si au contraire 7 > ¢, 77 = T(f’lvz(') —r—teR;:

t
W) S/o Aozl sy F Ao () (DIE () + 22

ou
2
1

I3 ) = /0 Aaw2()law2c) T Ai,vz<.>(72)5(x2)
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Si 7‘2 =7 —1est ﬁni, .1,’2 = y21v2( )(7_2) - y21 UZ( )(7—)7 auquel cas:
) . U\

t T—t
W(z) < /0 Aat 2 olar w2y T Aa 20y (1) </0 Aez()lawz() ez (T — t)S(x2)> + 2e

= / Ail,vg<_>l§1,vg<.>+Ai1,vg<.)(ﬂ5(x2) + 2 = le,v?(.) + 2,
0

«

car pour s > t,

Enfin, si 72 et 7 infinis, I;C’lvz(_> = 21,v3<.> =1

t
W(x) S /(; )\zljv‘tz(.)l21w?(') + )\211Uf()(t) —+ 2e
par le Lemme élémentaire 2.1.c. Bref, dans tous les cas:
W(Jf) < 12111)?(') +2e < V(l‘) + 3¢ ,

par (5.6).
|

Lemme 5.11 (adapté d’Evans-Souganidis [72, Lemma 4.3|) Etant donné le jeu G,
siz €& etsipeC(E), alors

H(z,p(x),Vo(x)) >0 (respectivement < 0)

entraine .
ir}‘f sup/ AN (s)H(s)ds >0 (respectivement < 0) ,
v Jo
pour t > 0 suffisamment faible.

Preuve Supposons d’abord
H(wp(x),Vo(r) >0, (5.7)

ce qu’on réécrit

max H(z,v) =10 >0,
veV

avec
H(z,v) == Hleig%(x,w(x),vw(fr),u,v) :

Alors, il existe v tel que
H(z,u) =6 >0.
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H varie continiment par rapport a son premier argument x (appliquer la Proposition 5.5
avec V = singleton). Or, pour (u(.),v(.)) €U x Vet s >0:

ly"(s) — =l < 5.

Donc, y*(s) = x quand s — 0, uniformément en les controleurs u(.) et v(.).
On a alors:
H(y"(s),0) > 0/2

pour 0 < s < t, ol t a été choisi suffisamment petit et y”(.) est une trajectoire du jeu
pour des controleurs mesurables arbitraires u(.) et v(.). On déduit pour a € A, v(.) =T
et s € [0,¢]:

Ho(s) >0/2>0.

Comme par ailleurs

A¥(s) > exp(—lt) =: A >0,

il s’ensuit que

puis par intégration sur s € [0,]
¢ 1
/ AN (s)H(s)ds > 59&75 >0,
0
ceci pour v(.) = 7, uniformément en o € A. A fortiori:

t
1rjfs%p/0 N (s)H(s)ds >0 .

Ceci achéve la preuve du Lemme dans le cas (5.7).

Supposons maintenant
H(z,0(z),Vo(x)) =1 —0<0,

soit

r{}g\;{glelg?{(xagp(x)av(p(x)auav) = —0<0.

Donc pour tout v € V, il existe u(v) € U (sans régularité a priori de u(v) en v), tel que
H($,QO($),VQD($),U(U),U) < —0.
‘H étant uniformément continue sur U x V, il s’ensuit :

H(zp(2) V pla)u(v),) < 20,

4
sur B.(v) [V, pour r assez petit positif. Par compacité de V, on en déduit Pexistence
d’un sous-recouvrement fini, (B,,, (Um))1<m<n, de V, tel que:

30

H(z,0(x),Vo(x),u(vy),.) < -

sur B, (v,), pour 1 < m < n. Pour pallier 'absence de régularité a priori de u(v) en v,
définissons alors:
V— U,

71



telle que:

si

Alors:
H(z,p0(@), V() h(v)v) < ——

pour tout v € V. Or, d’apres le Lemme 5.3 :
H(y"(s),0(y"(5),Voly™ ()0 o vls)u(s)) — Hizp(r),Ve(r)pouls)u(s)) = 0
quand s tend vers 0, uniformément en v(-) € V. Ceci, joint & (5.8), entraine:
H(y"(s),0(y"(5)), Veoly®(s),alv(s)]v(s)) < —0/2,

pour 0 < s < t, ou t a été choisi assez petit positif, v(.) arbitraire dans V et a € A (¢
étant constante par morceaux) telle que:

afv()] :==vou(.).

(5.8)

Alors, pour 0 < s <t:
H(s) < —0/2 <0,

puis comme au point précédent :

xr x 1
A (s)H(s) < —§QA <0

(A =e'"), et par intégration sur s € [0,¢]:
‘ 1
/ N (s)H (s)ds < — 59&t <0,
0
ceci pour o comme précédemment, et v(.) arbitraire dans V. D’ou:

t
13f81]1}p/0 N (s)Hg(s)ds <0 .

|

Théoréme 5.12 Etant donné le jeu de poursuite évasion G, la valeur VREK inférieure

transformée V' est solution de viscosité discontinue bornée de ’équation d’Isaacs inférieure
7.

Preuve Montrons d’abord que V est sous-solution de Z, en tout point x € €. Soit
¢ € CHQ) telle que x maximise V — ¢ sur Q et V(z) = p(x) (donc V < o).

Supposons d’abord x € . Soit z;, — x telle que V (z) — V(x). Pour k assez grand,
disons k£ > k, on a:

1
dr(xy) > idp(x) =C>0.

Donc le temps de sortie 75, de la trajectoire du jeu issu du point x; vérifie:

C
Tk2:>07
f
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quels que soient , v(.). Le Théoréme (principe d’optimalité) 5.10 en x,(k > k) se réécrit
donc pour t < C/f:

V(ar) = infsup /0 X (5)17% (3)ds + A7 (8)V (5" (1)) |
soit :

i sup /0 N ()17 (5)ds + A7 () (57 (£)) — V(2x) = 0 .

Or, en y™(t) : o
V(g™ (@) < VI(y™(t) < o(y™(1)) -
Donc:

i sup /0 A ()17 (5)ds + A7 (£)p(y™ (£)) — V () > 0 :

ou encore :

infsup / X ()07 (s)ds + A% () p (™ () — plan) + () — Viag) 2 05

soit enfin, d’aprés (5.3):

i sup /0 X7 (sYHE (s)ds + (an) — V(g) 2 0. (5.9)

Lorsque k — oo, on a d’aprés les Lemmes de Gronwall et 5.3, uniformément en «, v(.):

/0 Xor (Y HE (s)ds + (o) — V(ax) — /0 X (5)HE (s)ds ;

d’ou, par passage a la valeur VREK inférieure (Lemme élémentaire 2.4.e) et d’aprés (5.9) :

t
11;1\fsgp/0 N (s)H(s)ds > 0,

ceci pour t > 0 assez petit, ce qui entraine d’apres le Lemme 5.11:
H(z,p(2),Ve(r) >0,

et signifie donc, lorsque ¢ varie, que V est sous-solution de H = 0 en & € €.
Supposons maintenant z € I'. On suppose de plus :
V(z) > S(x)
(sinon, c’est fini). Soit alors xy une suite de points de 2 telle que lorsque k — oo,
e =z, V(e — Vi(z).

Le Théoréme (principe d’optimalité) 5.10 en x; entraine cette fois, pour ¢ fixé > 0:

t/\Tk
Vi) = ir}‘fsup/ A7E ()17 (s)ds + Liper g A (O)V (y™* (1))
v Jo
1o 3 A (73) S (Y™ (1))

tATE
< inf / ATE ()17 (8)ds + Lgar g A" () V (y"F) (1)
0

1
Lz A OSE™ () + 1

(5.10)
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pour une application a — vj¥(.) bien choisie. Supposons par ’absurde 'existence d’une
extraction en k' et d’une suite oy, telles que quand k&' — oo

X
TkrETk’ oy —0.
Oék!,’llk, ()

Alors, pour £’ assez grand, on a 7 < t, donc d’apreés (5.10) :

1

V(l‘k:r) < / Ak (S)ZIk’(S)dS Y (ka)S(y‘”k' (Tk’)) + h
0

puis par passage a la limite lorsque k' — oo :

Viz) <S(x),

ce qui a été exclu par hypothése. De I'impossibilité de former une telle extraction k' et
suite associée g, il s’ensuit :

Iminfinf Tole) > O T =Tagpy 2

uniformément en «, & condition de choisir ¢ > 0 assez petit et k assez grand. Alors, (5.10)
entraine :

Vizg) < ir,zltf/o APE(s)17*(s)ds + A () V (y** (1)) + %

pour les controles v (.), puis:

Vi(zg) < ir}‘f Slll}p/o AP ()17 (s)ds + A% (E)V (y** (1)) + % :

On conclut alors comme dans le premier cas.

Montrons de maniere analogue que V. est sur-solution de I'équation d’Isaacs inférieure
7 de G. Soit z € Q. Soit ¢ € C1(Q) telle que

p<V , or)=V(s).

Le cas ou x € 2 se traite de maniére exactement symétrique a son homologue pour V.
Supposons donc directement

zel, Vi(z) < S(x).
Il existe alors une suite de points x, de €2, telle que lorsque k — 00
Tp — T, Vizg) = V(z) .
Le Théoréme (principe d’optimalité) 5.10 en x) donne cette fois:
tATE
Vie) = infsup / X7 ()1 (5)ds + Lgperyy A% (OV (57 (1))
v Jo
1o rp A (70) S (™ (7))

t/\Tk
= S“p/ N1 (8)ds + Lipar ) A (E)V (™ (1))
Y 0

(5.11)

1
+1{t27k})‘xk(t)s(ywk(7—k)) - E )
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pour ay, bien choisi. De plus, par 'absurde, comme il a été fait pour V, on a pour k assez
grand :

)
pour ¢ > 0 assez petit, uniformément en v(.). (5.11) entraine alors pour «y :

t
1
Via) = sup [ A6 (s)ds + N OV (1) - 1
v Jo
t
1
> inf sup/ A ()" (s)ds + A= (t)V (y*™ (1)) — — ,
Ay 0 k
et on peut conclure comme dans le cas x € €.
O

De maniére analogue, a partir (d’un raffinement, Rapaport [116, Lemme I.11]) du
Théoréeme 5.10:

Théoréme 5.13 Etant donné le jeu en coit minimum G, la valeur inférieure VREK
transformée V' est solution de viscosité bornée de [’équation d’Isaacs inférieure L.

Preuve Voir Rapaport [117, Corollaire 2.2 et preuve de la Proposition 2.5]. Justifions
simplement la continuité de la valeur (sans difficulté particuliére, mais énoncée sous des
conditions moins fortes que dans Rapaport [117]). Etant donné (z,u(-),v(-)) € € x U x V,
on a (Commentaire 3.3.a)

JU(t) =z i+ L = L(z) = J°(0)

sit > T, T localement uniforme en z, uniforme en u(-), v(+). Or, pour ¢ € [0,7] et 2 dans
un voisinage de x, il vient par application du Lemme de Gronwall :

[J5(t) =" (1) < /0|lw—lw’|+|L[yw(t)]—L[y"’"(t)]lSTwl'(|fv—fv'|6AfT)+wL(|x—x'|6AfT)

(voir Remarque 5.4), qui tend vers 0 quand «’ tend vers x, comme alors |inf;>o J*(t) —
inf,>¢ J* (t)|, majoré par SUPepo,ry |7 (t) — J® (t)]; le tout, uniformément en u(-), v(-). La
continuité de V' en résulte, par application du Lemme élémentaire 2.4.e.

(|

5.4 Principes de comparaison

La partie b de la Proposition 5.16 suivante est sujette a I'hypothése de régularité
suivante concernant {2, classique pour aborder les problémes de Controle Optimal ou de
Jeux Différentiels a 'aide de solutions de viscosité.

Hypothése 5.14 (Condition de Soner; voir Bardi-Soravia [13, Remark 1.3.ii]) I/
existe ¢ > 0 et une fonction n bornée, uniformément continue de Q2N B.(T') dans &, tels
que pour tout x € QN B.(I') et t €]0,c|:

B.(x +tn(z)) C Q.

Remarque 5.15 D’aprés |13, Appendix| I'Hypothése 5.14 précédente est notamment sa-
tisfaite si T est épilipschitzienne, au sens ou T est localement 'épigraphe de fonctions
Lipschitziennes, a constantes de Lipschitz bornées (plus une condition de compacité). On
renvoie pour les détails a |13, Proposition A.1].
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Proposition 5.16 (Principe de comparaison, Bardi-Soravia [13]) Etant donné le
jeu de poursuite évasion G; si v (respectivement w) désigne une sous-solution supérieu-
rement bornée (respectivement sur-solution inférieurement bornée) de I’équation d’Isaacs
inférieure L, alors v < w des lors que ['une des conditions suivantes est satisfaite :

a. v et w sont respectivement sous-solution et sur-solution de viscosité fortes de T ;

b. v est sous-solution de viscosité continue forte de L, ou w est sur-solution de viscosité
continue forte de I, Q) vérifiant la Condition de Soner (Hypothése 5.14).

Preuve

a. On applique [13, Theorem 1.2] avec Ty =0, 'y, =T, v; = SV v, v; = 1 Aw. En effet,
vy (respectivement v,) ainsi défini est sous-solution (respectivement sur-solution) de
viscosité de Z, comme maximum (respectivement minimum) de deux sous-solutions
(respectivement sur-solutions) dont I'une au moins est continue (Proposition A.10.a).
v1 (respectivement vy) est méme sous-solution (respectivement sur-solution) bornée
forte de Z. On est donc bien dans les conditions d’application du Théoréme évoqué

ci-dessus.
b. On applique [13, Theorem 1.2] avec 'y = T', I'; = ) et toujours v; = SVu, vy = 1Aw.
|

Proposition 5.17 (Principe de comparaison, Barles [14, Th. 4.3]) Etant donné le
jeu en colt minimum G; on a v < w dés que v (respectivement w) désigne une sous-
solution supérieurement bornée (respectivement sur-solution inférieurement bornée) de
I’équation d’Isaacs inférieure T.

Preuve On applique Barles, [14, Théoréme 4.3] & SV v et 1Aw!. En effet, "'Hamiltonien
G du jeu en coit minimum vérifie bien les hypothéses (H1), (H4) et (H11) de ce Théoréme
(voir |14, pp. 189-190]), adaptées en tenant compte de nos conventions de signe (voir §5.2).
Ainsi:

e Pour (H1), on a d’aprés le Lemme élémentaire 2.4.b:

H(z,s,p) — H(z,t,p) > {Jme (H(z,s,pu,v) — H(z,t,p,u,v))
X

{Jnxle(t — s)l(z,u,v)
> (t—s) si s<t,
par Définition 5.2 de H. Puis
(S(x) —5) = (S(s) —t) =t -5,
donc d’apres le Lemme élémentaire 2.2.iii:
G(z,s,p) — G(zt,p) > (LAL)(t—s) sis <t
e Pour (H4) et (H11), on a d’aprés le Lemme 5.3 et la Remarque 5.4:

|H(x,s,p)—H(y,t,q)| S ) B
IpllAr fz—yll + QA+ [sPwi(lz=yll) + Us—t] + fllp—dll = A,

tandis que

S(x) =5 = S(y) =t < [t=sl+ws(lz—yl)=B.

1. Qui sont respectivement sous-solution bornée et sur-solution bornée, comme plus haut.
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Donc, par le Lemme élémentaire 2.2.iv :
|G (z,s,p) — G(y,t,q)| < AV B .
d

Corollaire 5.18 On se place dans le jeu de poursuite évasion G. St la valeur VREK
inférieure transformée V' est continue sur ', alors ’équation d’Isaacs inférieure I admet
une et une seule solution de viscosité bornée forte, a savoir V. — qui est donc continue
sur Q0. Si de plus Q vérifie la condition de Soner (Hypothése 5.14), alors V est la seule
solution de viscosité bornée de L.

Preuve V est solution de viscosité discontinue de Z, d’aprés la Proposition 5.3. Donc
ses enveloppes semi-continues V et V sont respectivement sur-solution et sous-solution
de viscosité de Z. Elle sont par ailleurs bornées, comme V. Enfin, sur I, elles coincident
avec V, par continuité de cette derniére, qui n’est elle-méme autre que S. Donc V < V
sur €2, d’aprés la Proposition 5.16.a. Comme par ailleurs on a sur € I’inégalité opposée, il
s’agit en fait d’une égalité. V' est alors solution de viscosité bornée forte de Z — 1’égalité
précédente impliquant notamment la continuité sur Q tout entier de V, qui était déja
solution de viscosité discontinue.

Réciproquement, si v désigne une solution de viscosité bornée forte de Z, alors V = v
par applications successives de la Proposition (principe de comparaison) 5.16.a & (V,v) puis
(v,V), et il en va de méme si v désigne une solution de viscosité bornée (non nécessairement
forte) de Z, mais que Q vérifie la condition de Soner (Hypothése 5.14), par applications
successives de la Proposition (principe de comparaison) 5.16.b.

O

Corollaire 5.19 On se place dans le jeu en codt minimum G. L’équation d’lsaacs infé-
rieure I admet une et une seule solution de wviscosité bornée, a savoir la valeur VREK

inférieure transformée V. V' est méme la seule solution de viscosité discontinue bornée de
7.

Preuve Seule 'unicité dans le cadre discontinu reste a démontrer, d’apreés les Propositions
5.13 et 5.17 précédentes. Soit alors v solution de viscosité discontinue bornée de I’équation
d’Isaacs du jeu. V et v (respectivement ¥) sont donc sur-solutions (respectivement sous-
solutions) bornées, d’ou la double inégalité suivante, d’aprés la Proposition (principe de
comparaison) 5.17:

v1<V<uw,

qui est en fait une double égalité, a V', par définition des enveloppes semi-continues.
(|

5.5 Exemple du servomécanisme

Dans l'exemple du servomécanisme, étudié¢ analytiquement au Chapitre 4, on peut
montrer directement par le calcul que la valeur feedback, et présumée VREK, transformeée,
du jeu de poursuite évasion (respectivement en distance minimum) est solution de viscosité
discontinue (respectivement solution de viscosité) de I’équation d’Isaacs du jeu. Montrons-
le notamment en distance minimum.

Théoréme 5.20 On considére a nouveau le jeu du servomécanisme en distance minimum
(§4.3). Soit U, la valeur feedback mise en évidence au Théoreme 4.4. Alors V = ¢poU
est solution de viscosité de l'inéquation d’Isaacs du jew (transformé).
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Preuve On utilise la formulation par semi-différentiels (Proposition A.6.b). U est continue
et n’excede nulle part d7(.). V est donc solution de viscosité de l'inéquation d’Isaacs, si
et seulement si:

veV uel

V(x) = (b o 67_(1‘) ou ma\;(mllrjl < p,f(x,u,v) > < 07 vp = QV(.T) :
ve ue

{ maxmin < p,f(z,uw) > >0,Vpe DV (x)

Soit, puisque DV (x) = e Y@ DU(z) (Proposition A.8) et idem en D:

veV uel

U(x) = o0r(x) ou max min < p,f(z,uw) > <0,Vpe DU(z).

{ maxmin < p,f(z,u,w) > >0, Vp € DU(z)
V uelU

Le calcul direct montre que U satisfait I'inéquation a ses points différentiables. A ses
points non différentiables; utilisant des régles de calcul non lisse (voir par exemple Clarke
[52| ou Proposition A.9), nous avons:

e pour z tel que P*(z) =v+x1 et 29 > a,

DU(x) = {—)\ ( » +1a)/ﬂ > (1= ( ; >}AG[O’H, DU(z) = 0.

Donc maxmin < p,f(2,u,0) > = (1 —2\)zy — |1 =2\ a+ A(zy +a) >0, Vp € DU(x),

veV uel
et par symeétrie, nous avons les mémes inégalités aux points z tel que P~ (x) = v —x; and

Ty < —Q;
e pour 7 tel que PT(z) = — a?/f et |zs] < a,

DU(x) = {—)\ ( . +1a)/ﬁ > (1= ( 8 >}AG[O’H, DU(z) = 0.

Donc maxmin < p,f(z,u,0) > = —A(1y + a) + Moy + a) =0, Vp € DU(x), et par

veV uel
symétrie, nous avons les mémes inégalités aux points x tel que P~(z) = v — o?/ and
|zo| <

e au point A (voir Figure 4.1):

DU(A) = {—)\1 ( 2a1/ﬁ > + Ao ( (1) > + (1= A=A ( 8 >} A a0,

A1+A2<1
DU(4) = 0.

Donc ma\;cmial <p,f(Auw) > =N\ —A)a— Ay — Ala+2 \a >0, Vpe DU(A), et
veE ue
par symétrie, nous avons les mémes inégalités au point B .

U est donc bien solution de viscosité de I'inéquation d’'Isaacs du jeu.
O

En poursuite évasion, lorsque p est supérieur a 1, on pourrait mener des calculs ana-
logues, pour prouver que V et V préalablement calculées a I’aide de la valeur pe trans-
formée V' = ¢ o U (§4.2) sont respectivement sur-solution et sous-solution de viscosité
de I’équation d’Isaacs du jeu. On ne meénera pas le calcul ici. En effet, ces résultats sont
peu utilisables pour prouver que V' est la valeur du jeu (en poursuite évasion comme en
distance minimum), faute de résultats d’unicité (principes de comparaison) appropriés
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pour I’équation d’Isaacs correspondante (pas de principe de comparaison discontinu en
poursuite évasion et pas de principe de comparaison en distance minimum).

La démarche qu’on adopte dans la suite de cette Partie consiste a calculer numérique-
ment, a 'aide de jeux a différences finies, les fonctions valeurs de nos jeux, caractérisées
comme uniques solutions de viscosité bornées (fortes dans le cas poursuite évasion) de
leurs équations d’Isaacs respectives. Toutefois, la présence éventuelle de discontinuités
dans les fonctions valeurs de nos jeux (voir notamment Corollaire 5.18) appelle un travail
préliminaire supplémentaire: le recours aux solutions enveloppes de viscosité, suivant la
théorie de ’école italienne [8, 7].

5.6 Solutions enveloppes de viscosité

Commentaire 5.21 Lintroduction des ces solutions enveloppes est inspirée de la mé-
thode de Perron pour prouver [’existence de solutions classiques a certaines équations
elliptiques, voir par exemple Courant-Hilbert [56]; voir aussi Ishii [88] pour une version
de cette méthode dans le cadre des solutions de viscosité (continues).

5.6.1 Jeu de poursuite évasion

Soit G un jeu de poursuite évasion. Par jeu a cible dilatée de €, G., on entendra dans
la suite le jeu a cible 7. (Lemme 2.5.¢c), £\ T. renoté €. (bord I'.).

On notera V(.),Z(.),0(:),%), la valeur VREK inférieure transformée, I’équation d’Isaacs
inférieure, ’ensemble des sous-solutions fortes supérieurement bornées de cette équation,
I’ensemble des sur-solutions fortes inférieurement bornées de cette équation, respective-
ment; et enfin, pour x € ﬁ(g),

vy (w) == sup u(w) . (5.12)

UEo(¢)

0(c), respectivement Y., contiennent la fonction constante égale a S, respectivement 1
(Remarque 5.8). D’ou par la Proposition (principe de comparaison) 5.16.a:

u<l, w<wv, S<v,
pour tout (u,v) € o) X (2.

Lemme 5.22 On suppose (Hypothése 5.9) que S est sous-solution de viscosité (continue,
bornée, forte) de l’équation d’Isaacs inférieure T du jeu de poursuite évasion G. Soit €
fizé > 0. La prolongée @ par S sur Q\ Q., d’une sous-solution de viscosité supéricurement
bornée u > S de l'équation Z., est sous-solution de viscosité forte supérieurement bornée

deZ (u€ o).

Preuve Il ne reste qu’a vérifier la propriété de sous-solution de viscosité pour % au point
courant € I'.. Soit ¢ € C1(Q) une fonction-test telle que @ — ¢ est maximale sur €, nulle
en .

Alors il en va de méme pour S — ¢, pour peu qu’on ait de plus u(z) < S(z); car alors

(o) = ulr) = u(z) < S(x),

tandis que par hypothese, S < wu sur Q., donc S < @ < ¢ sur . Donc, S étant sous-
solution en z pour le domaine €2, on a:

H[z,S5(x),Vp(z)] >0,
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ou S(x) n’est autre que @(x).
Si au contraire u(z) > S(x), alors par la condition au bord faible pour u sur I'. :

Hlzu(x),Ve(z)] >0,

ott u(z) = u(z). En effet, u — ¢ est maximale sur (2., nulle en z, comme restriction de
U — .
Finalement, on a bien @ € 0.
(|

Proposition 5.23 (Bardi, Bottacin, Falcone [8, 7|) On fait I’Hypothése 5.9 sur le
jeu de poursuite évasion G (S sous-solution de T). Alors:

a. v =min%, qui, en tout v € Q, n'est autre que la limite croissante (au sens large)
des ve(x) quand e 07 la fonction v sur ), a valeurs dans [S,1], s’appelle solution
enveloppe de viscosité de Z.

b. st v est continue, alors v = max o, ['unique solution de viscosité bornée forte de I.

Preuve

a. D’aprés Bardi et al. [8, 7], le supremum, 0, des sous-solutions bornées fortes de Z,
en est la plus petite sur-solution bornée forte. Or, pour tout (v',v') € 0 X X, u' V S,
resp. 1 Av', est une sous-, resp. sur-, solution bornée forte de Z (Proposition A.10.a).
D’ou

W < dvS <9 < 1AY <Y

)

et v =0 = min X.

De plus, toujours d’aprés Bardi et al., v(z) = 0(x) (z € Q) est la limite croissante
(au sens large) des 0.(z) quand € \, 07, ot ¥. = supd.; 6. (¢ > 0), I'ensemble des
sous-solutions bornées de Z, coincidant avec S sur Q\ €% (donc d.|g. C o.). Mais @,
n’est autre que v., prolongée par S sur Q \ Q.. En effet, les deux objets coincident
(avec S) sur Q \ Q., tandis que par Pinclusion précédente v. > 0. sur .. Enfin,
pour toute u € o, alors u V S bornée, uV S € o. (sous 'Hypothése 5.9, Proposition
A10.a) uV S > S (avec égalité sur I'.), donc (Lemme 5.22) u V S, prolongée par S
sur Q \ Q., appartient & 6., et sur Q.:

v. = supo. < supuVSsS < supo. = 0. .
ucoe

b. v est donc bornée, S < v < 1. Si elle est de plus continue, alors elle est sous-solution
de viscosité comme supremum continu de sous-solutions (Proposition A.10.b). L’uni-
cité et le caractére extrémal résultent de la Proposition (principe de comparaison)
5.16.a.

O

La Proposition 5.26 suivante fait le lien entre cette solution enveloppe et la valeur du
jeu.

Hypothése 5.24 Pour ¢ > 0 suffisamment faible, Q. vérifie la condition de Soner (Hy-
pothése 5.14).

Remarque 5.25 L’Hypothése 5.24 est notamment vérifiee si T est convexe (ou plus
généralement proximalement lisse [53], Lemme 2.5.d) compacte.

80



Proposition 5.26 (Bardi, Bottacin, Falcone|8, 7|) Hypothése 5.9 sur le jeu de pour-
suite évasion G. Alors:
a. pour € positif,
v. <V <V.<w (5.13)

sur Q. , si celui-ci vérifie la Condition de Soner (Hypothése 5.14);
b. sous I’Hypothése 5.24, v(x) = lim,_ o+ V. (x), en tout x € ;
c. v=V siv est continue, Q vérifiant la condition de Soner (Hypothése 5.14).

Preuve c résulte des Proposition 5.23.b, Théoréme 5.12, et Proposition (principe de com-
paraison) 5.16.b; b est un corollaire immeédiat de a et de la Proposition 5.23.a; montrons a
(prouvé dans [8] dans la cadre plus restrictif d’un critére de cout égal au temps de capture
7).

D’apres le Théoréme 5.12, V. est solution de viscosité discontinue bornée de Z.. V_
est donc sur-solution bornée de cette équation, dont S est sous-solution bornée, continue,
forte sous I’'Hypotheése 5.9. Donc

S<V.<V. (5.14)

sur ., par application de la Proposition (principe de comparaison) 5.16.b, puis u < V_
sur ). pour u € o. par application de la Proposition (principe de comparaison) 5.16.a.
On en déduit la premiére inégalité dans (5.13) par passage au supremuin sur o..
Prouvons maintenant la derniére inégalité dans (5.13). V. est sous-solution bornée
de Z.. Donc V, prolongée de V. par S dans Q\ Q., appartient & o (Lemme 5.22). Or,
(Proposition 5.23.a) v € X. Donc V < v sur Q, et, a fortiori, V < v sur Q..
d

5.6.2 Jeu en distance minimum

Etant donné un jeu en distance minimum, G, associé & un jeu de poursuite évasion
de cible T, on introduit le jeu en cott minimum §., correspondant au jeu en distance
minimum écrétée inférieurement au niveau —R, L = 5?, et a pénalité Lagrangienne [ = ¢
(paramétre ¢, constante R, fixés > 0, voir Commentaire 3.3.e). On notera respectivement
Vi) Z(e),0(c),2e), la valeur VREK inférieure transformée de G.), son équation d’Isaacs infé-
rieure, I’ensemble des sous-solutions supérieurement bornées de cette équation, I’ensemble
des sur-solutions inférieurement bornées de cette équation (tous dépendant implicitement
de la constante R).

0(c), respectivement Y., contient la fonction constante égale a S, respectivement 1
(Remarque 5.8). D’ou par la Proposition (principe de comparaison) 5.17, pour € > 0:

u<l, w<wv, S<v,

pour tout (u,v) € 0. x X..

On rappelle — toujours pour € > 0 — que V. est solution de viscosité bornée de ’équa-
tion d’Isaacs inférieure Z., dont V. est également 'unique solution de viscosité discontinue
bornée (Corollaire 5.19).

Proposition 5.27 (Rapaport [116]) Etant donnés le jeu en distance minimum, G; la
constante R fizée > 0. Alors,

a. V. =maxo. (£>0) ;
b. sous I’Hypothese supplémentaire 5.28 suivante, (—R) V'V = maxo, limite décrois-
sante (au sens large) de V. quand € N\, 0%; la fonction v ainsi définie sur &, a
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valeurs dans [S,1] (S = ¢(R)), s’appelle solution enveloppe de viscosité de [’équa-
tion d’Isaacs inférieure T. C’est la plus grande sous-solution supérieurement bornée
de cette équation.

Hypothése 5.28 Pour tout (z,o) € € x A et n > 0, il existe T fini, tel que pour tout
Y= Yooy W) EV)
inf droy” < inf droy“+n. 5.15
inf oroy” < inf droyt+y (5.15)

Preuve de la Proposition 5.27
a. Par la Proposition (principe de comparaison) 5.17.

b. En effet, dans les conditions de 'Hypothése 5.28, on a d’aprés le Lemme élémentaire
2.3:

inf 02 T = (=R)Vinf *
iforey’ = (=R)Vinforey

< (-R+n)V ( inf 57-oy$+77>
[0,400[

= [Oiggo[(sgoy’:—i-n.

D’aprés Rapaport [117], on a alors le b, avec, a la place de (—=R) V'V, la valeur VREK
transformée du jeu en distance minimum 5? — mais les deux objets coincident, en
vertu des Lemmes élémentaires 2.3 et 2.4.h.

O

Remarque 5.29 En valeurs supérieures, I’hypothése analogue a 5.28 prend la forme sui-
vante.

Hypothése 5.30 Pour tout (zu(-)) € € XU, et n > 0, il existe T fini, tel que (5.15)
vaut pour tout y* = yu 5 (B € B).

5.7 Points-selles

Les résultats précédents reliant valeurs inférieures des jeux et solutions de viscosité
de leurs équations d’Isaacs inférieures, mis en regard des résultats analogues concernant
les fonctions valeurs et équations d’Isaacs supérieures, permettent de prouver existence
de fonctions valeurs de point-selle VREK pour ces jeux lorsque la condition d’Isaacs est
satisfaite — auquel cas les équations d’Isaacs inférieures et supérieures du jeu coincident,
on parle alors d’équation d’Isaacs du jeu.

Hypothése 5.31 (Condition d’Isaacs) On a un point-selle du petit jeu :

m\r;xxm&n(q,f(x,u,v» + l(xu,w) = m&nm\gx(q,f(x,u,v)) + (z,u,w),

pour tout (z,q) € E%.
Alors, (en prenant ¢ = p/(1 —s), S < s < 1, puis en faisant tendre s vers 17)

max min H(z,s,p,u,v) = minmax H(x,s,p,u,v) ,
VARV UV

pour tout (x,s,p) € € x [S,1] x &; d’ou coincidence des équations d’Isaacs inférieures et
supérieures du jeu de poursuite évasion ou en cott minimum transformé G.
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Proposition 5.32 Dans le jeu de poursuite évasion G vérifiant la Condition d’lsaacs
(Hypotheése 5.31) :

a. si les valeurs VREK inférieures et supérieures transformées sont continues sur I,
ou, Q étant supposé de plus vérifier la condition de Soner (Hypothése 5.14), si l'une
des deux est continue, alors ces valeurs coincident, et cette valeur commune définit
une valeur de point-selle VREK continue ;

b. Hypothéses 5.9 et 5.24 sur G. Alors les valeurs VREK inférieures et supérieures
transformées des jeur G. (a cibles dilatées de €) convergent vers une méme limite
lorsque € — 0.

Preuve

a. Par le Corollaire 5.18, et I’énoncé analogue concernant les valeurs VREK et équations
d’Isaacs supérieures.

b. La limite en question est la solution enveloppe de viscosité de I'équation d’Isaacs
de G, d’aprés la Proposition 5.26.b et 1’énoncé analogue concernant les valeurs et
équations d’Isaacs supérieures.

O

Proposition 5.33 Sous la Condition d’Isaacs (Hypothése 5.31), tout jeu en distance mi-
nimum vérifiant les Hypotheses 5.28-5.30, respectivement, jeu en codt minimum, admet
une valeur de point-selle VREK semi-continue supérieurement, respectivement continue.

Preuve Cette valeur transformée est la solution enveloppe de viscosité du jeu en distance
minimum 65‘1 (du moins au-dessus du niveau —R, R étant pour cette fois considéré comme
un paramétre qu’on fait tendre vers +00), respectivement la solution de viscosité bornée,
de I’équation d’Isaacs du jeu, d’apres la Proposition 5.27.b, respectivement le Corollaire
5.19, et les énoncés analogues pour les valeurs et équations d’Isaacs supérieures.
|
Ensuite, pour calculer numériquement les valeurs des jeux, caractérisées comme solu-
tions (éventuellement enveloppes) de viscosité de leurs équations d’Isaacs respectives, on
va utiliser une extension aux jeux (déja considérée par Pourtallier et Tidball [115]) d’une
méthode proposée par Kushner [95] pour le controle optimal. Cette derniére est elle-méme
une extension au controle des équations aux différences finies dans le sens du vent (up-
wind) pour résoudre les équations hyperboliques (voir par exemple Morton-Mayers [112]),
et peut étre vue comme un schéma d’approximation par jeux a différences finies.
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Chapitre 6

Schémas numeériques

6.1 Grilles étoilées

Définition 6.1 Etant donné un ensemble de neuds localement fini (grille) £" C £ = R,
(reN“):

a. on appelle cone en x € E", l'ensemble des combinaisons positives d’une famille libre
d’arétes de la forme y —x, ouy € EN;

St un tel cone comporte plus d’une aréte, on appelle face de ce cone opposée a son
aréte y — x, le sous-cone engendré par ses arétes autres que y — x ;

b. la grille E" est dite étoilée si a chaque x € E", est associé un systéme (fini par
définition) de comes en w, dit étoile, S"(x), réalisant une partition de l'espace &
pointé en T ;

c. étant donnée une grille étoilée, E", on note V" (x), et on appelle ensemble des voisins
de v € E", lensemble des y € E" tels que y — x est une aréte d’au moins un cone de

Sh(z).
Proposition 6.2 Etant donnés un jeu différentiel a instant final variable G (dynamique
f), une grille étoilée E" de E =R" (r € N*), et (z,uw) € E" x Ux V:
a. l’ensemble E" est dénombrable ;
b. lensemble des fonctions réelles bornées sur E", muni de la norme sup ||.||" sur E,
est un espace de Banach, noté (o (EM) ;
c. Uensemble V"(z) est fini;
d. il eziste une unique famille, (fY(x,u,v))yeyn telle que:
i. poury € V'(x), f¥(z,u,v) est positif, siy appartient au cone de S"(x) contenant
f(z,uw); nul, sinon ;

f(.’E,U,,U) = Z fy(x,u,v)(y - *T) ’

yeVh(x)

i.

le cardinal du support de cette somme étant compris (au sens large) entre 1 et
r.

Preuve
a. £ =R (r € N*) étant non borné, £ est infini. Sinon co(£") (I'enveloppe convexe
fermée de £") est un polyédre convexe compact, donc pour tout sommet z" de ce
polyédre (z" € £") il existe un hyperplan de £ qui laisse €o(£") d’un seul (au sens
large) coté, autre (au sens strict) coté ne pouvant rencontrer aucun cone de S"(z"),
ce qui contredit le caractére étoilé de £ en z". Etant de plus localement fini, £ est
donc dénombrable.
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b. Corollaire immeédiat de a.

c. En dimension r, chaque cone de 1’étoile (finie par définition) S"(z) comporte au plus
T arétes.

d. f(z,u,v) est non nul (d’aprés les Hypotheéses 3.2), et par définition S"(x) partitionne
'espace " pointé en x.

O

Exemple 6.3 Si £ est le plan (r = 2), une grille étoilée £ peut étre constituée par
. ~h

la donnée d’un réseau régulier de parallélogrammes de cotés " < 6, d’angle obtus o,

assortie de la donnée en chaque nceud P du systéme de cones défini par les arétes PFE,

FiG. 6.1 — Grille losange de pas h sur £ = R?

PN, PO, P3, et leurs paires {PE, PN}, {PN,PO}, {PO.PS} et {PS,PE} (Figure 6.1).

Cet Exemple se généralise aisément & des dimensions quelconques d’espace. De méme,
il n’est pas difficile de définir une grille étoilée " a partir d’une triangulation donnée de

€.

6.2 Schémas numeériques

Définition 6.4 Etant donnés un jeu différentiel & instant final variable G, une grille
étoilée E", une fonction réelle V" € (o (EM), (vuw) € E" x U x V et y € V'(z), on
notera :

At" (z,u,v) =1/ Z fzupw) e R AW z) =V(y) = V(z) ;
zeVh(z)

pY(z,u0) = fY(xuw)Ath(x,u,w) € [0,1] ,

EVP(2,u,0) = Y cpnipy 0 (m,u0)VE(2) <[ VL (6.1)
~ [Ath . . 1
k= —— = 1— A= —— €01 :

1+ [Ath B, ouf 1+ [Ath 6]0, [:

= V"@) + Blauw) A" (@uv)H"V" (2,u,0) |
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ou

HV zuw) = Y [Feue) A V@) + 1= V@)l(z,u0) ;
zeVh(z)
TV (xu,w) siz € Q"S(x) sinon  (pe)
hyrh o s Wy )
RVHzuv) = { S(x) ATV (aru,0) (cm)

T"V"(x) = maxmin T"V"(z,uw) , H"V"(z) = maxmin H"V"(z,uv) ;

R'Whz) = rvng\;(rgleiSRth(x,u,v)
1 { ThVh(x) six € Q, S(x) sinon  (pe)
S(x) NThVh(x) (cm)
wirh | H"Wz) six e Q, S(x) — V() sinon (pe)
GVHw) = { (S(z) — V'(2)) A BV h(2) (em)

On a anticipé quelques propriétés faciles (positivité de At"...) dans ces Définitions.
Remarquons en outre dés a présent que les p¥(z,u,v) pour y € V*(x), peuvent étre inter-
prétées comme des probabilités de transition de x a y conditionnelles aux controles u et
U 3 eynw P (2,u0)V"(2) s'interprétant alors comme la moyenne de V" (2) sous cette
pondération. D’ou 'inégalité dans (6.1).

On vérifie alors aisément que H" et T", ou G et R", opérent de (o, (E") dans lui-méme.
On appellera équation d’Isaacs discréte au pas h, I’équation

G"Vh =0 (")
sur £ (EM).

Remarque 6.5 On a les mémes Définitions pour un jeu en distance minimum, G, mais
on perd alors la Proposition (principe de comparaison) 6.11.c et ses conséquences.

Dans la Définition 6.6 et les Propositions 6.8 et 6.11 a venir, il faut lire également les
énoncés analogues ou G" et R" remplacent respectivement H" et T" — les preuves étant
pour leur part rédigées dans les deux cas.

Définition 6.6 Etant donnés le jeu G, une grille étoilée E*. On appellera sous-solution
de U'équation H"V" =0, toute fonction V" € (o (EM), telle que sur EM :

H"'V" >0,
ou de fagon équivalente (Proposition 6.8.a) :

vi<T'Wh .
Définitions symétriques pour une sur-solution.

Exemple 6.7 Soient le jeu G (espace d’état £ = R", r € N¥), la grille étoilée £ sur £.
On vérifie aisément que 1 et S sont respectivement sur- et sous-solutions de Z". De plus,
en colit minimum, S est également sur-solution de Z".

1. En utilisant au passage le Lemme élémentaire 2.4.h en coit minimum.
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Proposition 6.8 Soient le jeu G (espace d’état € = R", r € N*), la grille étoilée E" sur
E. Pour tous UMV p € U, (EM) et w € EM:
a. T"Vh(z) — V(z) et H"WV"(x) ont méme signe ;
b. (Ellipticité) H"U"(z) < H"Wh(x), si V(z) < U"(x) et AYV(z) = AYU"(x) pour
ye Vh(x) ’
c. (Monotonie et fonctions-tests)

Hth(x) < tho(x) st V< sur Vh(x) et Vh(x) = p(x) ,

et méme résultat (par interchangeabilité de V" et ) avec les inégalités changées de
signe; enfin,
U < ThVY s UM < VR

Preuve
a. Déja, TMVh(x) — Vh(x) et H"W"(x) ont méme signe, par application du Lemme
élémentaire 2.4.d. Ainsi, en poursuite évasion: R*V"(x) —Vh(z) = T"V"(z) - V" ()
et G"Vh(x) = H"V"(z) ont méme signe si x € €, tandis que si z € T

R'"WMx) = V(2) = S(z) = V(z) = G"V"(x) .
Enfin, en colt minimum,
R'W"(w) = V*(z) = (S(x) = V"(2)) A (T"V"(z) = V"(2))

est “du plus petit signe” de (S(x) — V"(z)) et (T"V"(x) — V"(x)), ce dernier étant
du signe de H"V"(z) d’aprés ce qui précede. (R"V"(z) — V"(z)) est donc “du plus
petit signe” de (S(z) — V"(z)) et H"V"(x), comme G"V"(z).

b. Dans les Hypothéses du b, on a clairement quel que soit (u,v) € U x V:

d’ou H"U"(z) < H"V"(z), par application du Lemme élémentaire 2.4.c. Ainsi, en
poursuite évasion, G"U"(z) = H"U"(x) < H"V"(x) = G"V"(z) si z € Q, tandis
quesix € T:

G"U"(z) = S(z) — U"(z) < S(x) — V"(2) = G"V"(z) .
Enfin en cott minimum, on a d’aprés les inégalités précédentes:
G"UM(z) = (S(2) -U"(x)) A H"U"(2) < (S(z)=V"(z)) A H'V"(z) = G"V"(2),

d’aprés le Lemme élémentaire 2.2.1.

c. Montrons les énoncés relatifs & H" ou G (ceux relatifs & T" ou R" se montreraient
de maniére analogue, en plus simple). En effet, si par exemple V" < ¢ sur V() et
Vh(x) = ¢(z), alors pour y € V"(x):

Vi(y) — o(y) < V(x) — p(z) =0 .

Soit :
AW (x) < AVp(x)

d’on, puisque V" (z) = p(x),
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pour tout (u,v) € U x V. Alors, par application du Lemme élémentaire 2.4.c:
H"V"(2) < H"p(z) .
En poursuite évasion, on a par définition :
G"V'(x) = H"V"(z) < H'¢(z) = G"p(x)

si x € (), tandis que si x € T :

G"p(z) = S(2) — p(z) = S(z) = V() = G"V"(2)
par définition.
Enfin, en cott minimum, on a par définition :

G"Whx) = (S(x)—V"x))ANH"V"(z)

< (S(x) — o)) A H'(z) = G"p(a) |
par application du Lemme élémentaire 2.2.i.
(|

Une grille étoilée £ sera dite non dégénérée si elle vérifie 'Hypothése suivante —
comme par exemple la grille parallélipipédique de I’Exemple 6.3 :

Hypothése 6.9 (Grille étoilée non dégénérée) I existe 3" € RY , o e R;, o €
|m/2,7| tels que pour tout x € E", pour tout cone C de létoile S"(z) dans E", pour toute
aréte y — x de ce cone:
a. " <|ly—a|<8 ;
b. angle entre y — x et la face opposée F dans C n'excéde jamais o :

<y—zx,2—T >

h .

Ty — 2l [z ] > cos(a) €] — 1,0 si z € F\ {z}.
Remarque 6.10 Dans un cone C de 8"(z), 'Hypothése 6.9.b est notamment vérifiée si
'angle (zy,n) (de vecteurs non nuls de £, a valeur dans [0,7]) entre une aréte y — x et la
normale n (dans l’espace affine engendré par C) a la face opposée F dans C n’exéde jamais
a" — /2. On a alors en effet, en se placant dans I'espace a trois dimensions engendré par
les vecteurs xy, xz et n:

s

(7)< (77) + (72) < (o~ 2) + & = o,

pour tout z € F \ {z}. Néanmoins cette condition n’est pas nécessaire, excluant les grilles
ol 'angle entre arétes et faces opposées est certes borné supérieurement par o, mais peut
étre arbitrairement faible lorsque & décrit £".

Proposition 6.11 Etant donnés un jeu différentiel & instant final variable G (espace
d’état E =R, r € N*), et E" une grille étoilée sur € vérifiant I’Hypothese de non dégé-
nerescence 6.9; alors pour tous (z,u,w) € E" x U x V et y € V'(z) :

a.
0< fUzuw) ||y —x|| < 7/ sin(ah) (6.2)
F< Yo FPlauw) | 2= <rf/sin(a") (6.3)
< Yo Fleuw) < rF/(0"sin(a")) (6.4)
Ath < At (z,u,v) < Ath (6.5)

oty At" (respectivement At") est une notation pour linverse du membre de droite
(respectivement gauche) dans (6.4).
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b. T" est une contraction de (o (E") dans lui méme.

c. (Accrétivité) T" admet dans (. (E™) un unique point-fite V", qui y est également
lunique 0 de H", ainsi que la plus petite sur-solution, ou encore la plus grande
sous-solution, de I’équation H"V" = 0.

d. (Principe de comparaison) V" désignant le point-fize précédent, U" < Vi < Wh i
H"Wh <0< HM", pour UM\ Wh € 0, (EM).

Remarque 6.12 Etant donné un opérateur maximal monotone (accrétif) A sur un Ba-
nach, on définit sa résolvante en A > 0, Ry := (Id+ \A)~! (Brézis [41]). R, est contractif,
et admet comme tel un unique point-fixe. A admet donc un unique 0. De méme, nous
montrons que 7" ou R" est une contraction pour prouver que H" ou G" admet un unique
0.

Preuve de la Proposition 6.11

a. (6.5) est une reécriture de (6.4) dont, sous 'Hypothése 6.9.a., les inégalités gauche
et droite découlent aisément des inégalités analogues dans (6.3), qui découlent elles-
mémes de (6.2) et de la Proposition 6.2.d. Reste & prouver I'inégalité de droite dans
(6.2) (la gauche résultant de la Proposition 6.2.d.i).

FIG. 6.2 — f(x,u,v) et sa décomposition dans S"(z), £ = R?

La Figure 6.2 illustre la situation. Notons p = fY(z,u,v)(y — x), ¢ = f(z,u,v). Par
les relations métriques dans le triangle (supposé non dégénéré) z,x + p,x + ¢, on a
d’aprés I’'Hypotheése de non dégénérescence 6.9.b:

llg||sin(g,q — p) = ||p|| sin(p.p — q) > ||p|| sin(a”),
si (pg—\p) > m/2; sinon :
all> =1lpll* +lle —pl? +2<pa—p> > |||,

qui est encore trivialement vraie dans les cas dégénérés ot p ou ¢ — p sont nuls.
b. Soient U V" € £, (E"). En poursuite évasion, on a pour z € £:

|\R"UM(z) — R"W (2)| = |T"U" () — T"V"(2)|

90



si x € (), tandis que si x € T :
R'"UM(x) = R"V"(z) = S(x).
En colt minimum :

|R"UM(z) — R"V" ()| 1S(z) AT"U" () — S(x) AT"V"(2)|

< |TMUMa) - TV ()],

par application du Lemme 2.2.ii.
Donc, en poursuite évasion comme en colt minimum :

\R"U" (z) — R'VM(a)| < |[T"U"(z) — T"V"(2)].
Or, par application du Lemme élémentaire 2.4.e:

7" UM (@) = TV (@)] < VHIL,

h ||Uh -
1+ [AL
car, pour tout (u,v):

T (wu0) = TV M) = Blauo) |EU" = V) ()]

< —— (U= VML
1+ IAt

D’ou:
| MU — RV L < T U =TV < B | Ut = VL

ou #:=1/(1+IAt") < 1, d’aprés a.

Donc T" et R" sont des contractions sur o, (E").

et d. La contraction T" admet donc un unique point-fixe, ou indifféremment (Pro-
position 6.8.a) H" admet un unique zéro, V", sur 'espace de Banach £, (E"), limite
uniforme, lorsque n — oo, de l'itération de Picard suivante:

Vnh+1 — Thvnh 7

au départ de Vj' arbitraire dans (., (E").
Par exemple, V" = W" comme en d, mais alors

‘/1h :Th‘/oh — Thwh S Wh — ‘/E)h;

d’aprés la Proposition 6.8.a. Par récurrence, on obtient (en vertu de la croissance de
T" a la Proposition 6.8.c):

Vnh+1 S Vnh S ‘/0 = Wh?

pour tout n € N, d’ou V" < W", par passage a la limite uniforme sur £* quand
n —» 00.

On raisonne de méme pour U" & la place de W".
Idem pour R" et G" & la place de T" et H".
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Chapitre 7

Convergence — Approche globale par
les solutions de viscosité

7.1 Enveloppes de schémas

Hypothése 7.1 Etant donnée une famille de grilles étoilées non dégénérées, (E")n=q, sur
E =R (r € N), on parlera de famille non dégénérée de grilles étoilées, ou de non

. : . ~h
dégénérescence uniforme de ces grilles, si on peut prendre o < o < 7w (h > 0), et 0

tendant vers 0 quand h — 07, dans [’Hypothése de non dégénérescence 6.9.

Théoréme 7.2 Sur £ =R (r € N*), soient (E"),~o une famille non dégénérée de grilles

étoilées, (V")ns0 € (Loo(EM))ns0 une famille localement équibornée de fonctions.

a. Si
( = lim lim V" (z") R,

n—-+0o00 m—-+0oo

ot b, — 0F, Em 5 ghm — 2" € € (n € N) quand m — +oo, et 2" — x € € quand

n — +o0, alors ¢ se réécrit sous la forme :

¢ = lim V"™ ("),
N—+o0

ot hy — 07 et E™ > 2"V — 2 quand N — +o0 ;
b. l’ensemble des limites de la forme :

( = lim V'"(a")eR,

n—-+4oo

ot hy, — 0% et EM 3 2" — 2 € & lorsque n — +oo, est compact non vide, et admet

comme tel un plus petit et un plus grand élément: V(x) et V(x) dans R ;

c. la fonction V., respectivement V', ainsi définie sur £, est semi-continue inférieure-
ment, respectivement supérieurement. On Uappellera enveloppe (semi-continue) in-

férieure, respectivement supérieure, de (Vh)h>0 ;
d. pour tous o et 3 > 0, il existe h > 0, tel que:

V(g)—a < V'@") < V(@)+5,

sih <h etah e &N By(x). Alors [V'(a") — ] < aV =t v, en supposant de plus

que V(z)=V(z) =4 ;
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e. on dira alors que V" converge en x quand h — 07, et on notera :

lim V") = ¢,
h—0t
chszh g
c’est-a-dire :
lim V" (2") = ¢,
n—-+4oo
pour toutes suites h, — 07 et E > gl — o ;
f. st VP converge en tout point vers une fonction V., alors cette convergence est uniforme
sur tout compact C ou V est continue :

Via") = V(2" 0
max |V (") = V(a")| -

quand h — 07,

Exemple 7.3 Etant donnés le jeu G (espace d’état & = R", r € N*), une grille étoilée
non dégénérée EM sur €. Soit V", l'unique zéro de H" ou G" sur £, (E") (Proposition
6.11.c). Alors, S < V" <1 sur £, par application de la Proposition (principe de compa-
raison) 6.11.d. a "'Exemple 6.7; donc (V") est équibornée.

Remarque 7.4 Dans le Théoréme 7.2, (V"),¢ désigne une famille localement équibornée
arbitraire de fonctions réelles sur (£),-¢, et non spécialement le cas particulier mis en
évidence a ’Exemple 7.3.

Preuve du Théoréme 7.2

a. Etant donnée une limite ¢ de la forme (7.1), alors pour N fixé positif, on a pour n
suffisamment grand, mettons n > ny, puis m suffisamment grand, mettons m > m,, :

" n, pn 1
RV 2| 2" || Vv 22t =" v Vi)~ < N
D’ou en particulier, renommant hy = h; Y N
1
Y v 2N =z || v V(M) —) < N

b. (Début) En effet, cet ensemble est fermé (spécialiser le point a précédent au cas
2" = x pour tout n), borné (V" localement équibornée), non vide.
Pour justifier ce dernier point, notons F 1’ensemble, fermé (vu dans la preuve du a),
des limites de suites de z"» € £ ou h,, — 07 quand n — +oo.
eSi) & FGE, disons x & F, alors dg(x) = d(x,2*) > 0, pour z* bien choisi dans
F, z* = lima" € & on h, — 07 quand n — +oc. De plus, (n € N) on peut
supposer que """ est un point de £ (qui est localement finie) au plus proche de z,
sinon on choisit £"» € £" qui minimise cette distance; puis on extrait une sous-suite
(€"') convergente vers £* € F tel que d(z,£*) < d(z,z*) et il suffit de prendre la
suite (") au lieu de la suite (z") précédente.
Alors, pour n assez grand, et pour toute aréte 2y du cone de x en z», C'"(x):
d(z" ) > 3d(a*,x),
—hn
o
d(x,z*)
(voir Figure 7.1), qui tend vers 0 quand n — +o00, d’ott géométriquement — voir b
(Suite et fin) a la fin de la preuve — ’angle entre au moins une aréte et une face

cos(xhn:r/,:rh\nyhn) < (7.3)
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opposée de C"(x) (ou une extraction) tend vers m quand n — +00, ce qui contredit
la non-dégénerescence uniforme de la famille de grilles (£");,9. D’ou absurdité, et
F=0oucf.

e Si F =0, ie. lim,_ o+ mingcen || 2" ||= 400, soit alors £ l'image de £" dans
’homothétie de centre origine et rapport 1/ mingncen || 2 ||, (positif) pour h assez
petit, disons h < h. (€")y-,-7 est alors une famille non dégénérée de grilles étoilées
sur £, comme (E");,-0, et 'ensemble F' correspondant est non vide, par compacité
de la sphére unité; mais F' devrait alors contenir I'origine, par le résultat du point
précédent. D’ou absurdité.

En conclusion, F = €&.

FIG. 7.1 = g € B (") \ Bjyho g (@)

c. En effet, quels que soient z € € et { = lim,,_. . V(2"), ot 2" — z quand n — o0,

on a pour chaque n:
V(") = lim Vhin (xhzl) ,

m——+o0

ot h* — 0% et £ > 2" — 2™ quand m — +o0. D’o1l, par application du a:

(= lim V" (g"~) |
N —+oco
ott hy — 0% et £ > z"v — 2. Donc V(x) < /¢, par définition. Ainsi, V est
semi-continue inférieurement au point x. Preuve analogue dans le cas de V.
d a f. Par arguments standards de compacité — extraction de sous-suites convergentes
et, pour d et f, en procédant par I'absurde. Par exemple, pour f, supposons qu’il
existe un compact C de continuité de V tel que:

3y > 0,3h, — 0 tel que max |V — V| > 2y,
cnéEh

disons |V (zh») — V(z")| > 27. Extrayant alors " — x € C, on obtient par
continuité [V (z+) =V (x)| > 7 (n assez grand), contredisant lim;, . ., V" (z") =

V(z).
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b. (Suite et fin) Précisons. Pour tout n,

hn
xhnx — Z py xhnyhn , pyn > O
yhnechn(x)

ou (quitte & extraire en h,,)
Card C" () =d e N}, C'(z) = {ylh"}leNs :

Soit en renormalisant

qu gt ghe 0, et =1,

ol par compacité et continuité (quitte, & nouveau, a extraire)

atn =t 2 sy, |ta =1 (€N
quand n — oo.

Soit P (la projection orthogonale sur) le plan normal & 2"~z passant par "". Pour
n e N,

P (z"z) = 0 = qu"Ph" " zl ")

= Zrlh"Ph gz, i >0, Zrl" =1
= Ph (v"), Wt LPM |
Vit = Zrl gzl
ou (quitte, encore, & extraire)

"=, >0, Zrlzl(leNZ)

quand n — +o00, et par continuité

v = E rrxtz L P,
=1

P plan normal a x*x passant par z*.
Par ailleurs,

d
(Zqﬁ) " :EZ e S e | |
=1
ou 27:1 qlh" > 0, donne par passage a la limite quand n — +o0: < z*z,v > > 0,
tandis que d’aprés (7.3):

—

S i
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(n assez grand) passe a la limite quand n — +o00 en
cos(z*z,x*z) < 0
(l e Ny), d'ou
d
<z'row> = Zrl <z'ratz > < 0.
=1

Bref, < z*z,v >= 0, et P(v) = 0, d’ou finalement v = 0. Soit par exemple en
supposant 1, > 0:

d r
1
-1z = E — 2%z,
]
=2
ou encore
d Th"
— lim "2 = lim lh gz
n—-—4o00 n—»—l—ool r]_"
i.e.
d ke By in
I r | 2ty | I
Ty, Rl h e Y
— 11 | 2y ]

tend vers 7 quand n — +o0.
|

D’aprés les résultats généraux de Barles et Souganidis [17], les enveloppes inférieures
et supérieures V et V d’un schéma d’approximation stable, monotone et consistant, sont
respectivement sur- et sous-solution de viscosité de ’équation d’Isaacs du probléme limite
de poursuite évasion ou en coilt minimum.

Ces résultats s’appliquent au schéma étudié dans ce travail, sous la condition de non
dégénérescence uniforme (Hypothése 7.1) des grilles £".

Lemme 7.5 Etant donnés le jeu G (espace d’état € = R, r € N*); (EM) =0, une famille
non dégénérée (Hypothése 7.1) de grilles étoilées sur £; ¢ € CY(E), h, = h — 0T, E" >
" — x € £. Alors uniformément sur U x V, quand h — 07 :

Y [ u)Atee) = (f(eu), V(@) (7.4)

yeVh(ah)
Hip(z" uw) — Hizp(@),Vo(z)uw)
H'(a") — H(wp(x),V(z)) . (7.5)

Preuve D’apres la formule de Taylor, a A fixé :
S Pt ) Avp(at)
yeVh(ah)
= (Ve(a"),f (2" u0))
+ Y (Vela¥) = V"), 2 (" uw)(y — =)

yEVh (ah)
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oll z¥ est combinaison convexe de z" et y, pour y € V"(2"). Notant alors w un module de
continuité de Vg sur la fermeture (compacte) d’une boule non vide de centre z (ou Ve
est uniformément continue), il vient par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Y P u)A%(a") = (Ve(a"),f(z"uw))| < rw(d I/ sin(a")

yEVh (ah)

en utilisant la Proposition 6.2.d.ii et (6.2). Quand h — 07, les hypothéses faites sur 5" et
o’ entrainent alors (7.4), puis (7.5), par Définitions 6.4 de H" et 5.2 de H, et application
du Lemme élémentaire 2.4.f.

O

Proposition 7.6 Etant donnés le jeu G (espace d’état € = R", r € N*); (EM)pso, une
famille non dégénérée (Hypothese 7.1) de grilles étoilées sur €. Soit VP unique zéro de
H" sur ., (E) (Proposition 6.11.c). Alors, Vet V' sont respectivement sur-solution et
sous-solution de viscosité de 'équation H (x,V (z),VV (x)) =0 sur £.

Meéme résultat si V" désigne l'unique zéro de G" sur o (E"), pour Uéquation G(z,V (),
VV(z)) =0 sur Q (pe) ou & (cm) — V et V étant alors restreintes a ), en poursuite
évasion.

Preuve La stabilité résulte de I’Exemple 7.3 ; la monotonie n’est autre que la Proposition
6.8.c (en H"); montrons la consistance.

Soit p € CH(E), hy =h — 07 et £" 5 2" — 2 € €. La consistance pour H est fournie
par I'équation (7.5) dans le Lemme 7.5 précédent. Supposons de plus que limy,_o+ G (z")

=:/.
En coit minimum, on a par application du Lemme 2.2.ii:

G p(a") = Gla,p(2), V(@) < |H(a") — H(zp(x), V(@)

qui tend vers 0 d’aprés (7.5). D’ou

t = Grp(r),Ve(r)) .

En poursuite évasion, soit pour h assez petit " € Q" (c’est nécessairement le cas si
x € Q), et par définition :

Glo(a") = H'p(a") — H (2,0(2),Ve(2)) ,

d’apres (7.5) ; sinon, G"o(z") vaut S(z") — p(2") pour des h arbitrairement petits, d’ot
0= S5(z)— oz )par continuité. Finalement :

{ H(z,p(z),Vp(z)) siz e
(5(93) — () NH(z,0(2),Ve(z) << (S(2) —(2) V H(zp(2),Ve(z)) sizel,

ce qui prouve la consistance en poursuite évasion.

1. Enveloppes inférieure et supérieure de (Vh)h>0, voir définition au Théoréme 7.2.c.
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7.2 Résultats de Convergence

Proposition 7.7 Etant donné le jeu G (espace d’état E =R", r € N*), sa valeur VREK
inférieure transformée V', son équation d’lsaacs inférieure I, une famille non dégénérée
de grilles étoilées (EM)p=o sur &.

a. En coit minimum ; ou, si'V est continue sur I'?, en poursuite évasion, Q étant alors
supposé vérifier la condition de Soner (Hypothése 5.14) .

Alors la solution V" de I sur E" (Proposition 6.11.c) converge vers V quand h tend
vers 0%, localement uniformément?.

b. Sous I’Hypothese 5.28 en distance minimum (écrétée inférieurement au niveau —R,
R constante fizée > 0); ou sous les Hypothéses 5.9 et 5.24 en poursuite évasion.
Notons V! la solution de I", analogue de I" pour le jeu G. & pénalité lagrangienne
| = ¢, ou, respectivement, & cible dilatée de €*.

Alors V! converge doublement vers la solution enveloppe de viscosité*v de I (pro-

longée par S sur T, en poursuite évasion) quand h et € tendent vers 0, au sens
sutvant.
Pour tout v > 0, on a pour € assez petit (pouvant dépendre de v) :

| V") —v(@) [<y (7.6)

pour h et || x — a" || assez petits (pouvant dépendre de €), " € E"; — et pour tout
compact C de continuité de v préalablement fixé :

ax |V —ov|<
g}ng| S|y

pour h assez petit (pouwvant dépendre de ¢ ).

Preuve

a. D’aprés les Théorémes 5.13 ou 5.12, V (restreinte a €, en poursuite évasion) est
solution de viscosité de Z, dont V et V sont respectivement sur- et sous-solution de
viscosité, d’aprés la Proposition 7.6. D’ou par application des Propositions (principes
de comparaison) 5.17 ou 5.16.b:

V<V<VY

sur £ ou (2, puis, méme en poursuite-évasion, sur € tout entier (par V=V =V =95

[e]
sur T), c¢’est-a-dire convergence localement uniforme de V" vers la fonction continue
V', d’apres le Théoréme 7.2.e et f.

b. Soit C un compact sur lequel v est continue. Supposons par I’absurde I’existence de
v > 0, avec des € arbitrairement faibles tels que

V") — o) > 2v,

pour des h arbitrairement faibles et 2" bien choisi dans £" N C. Par compacité et
continuité, on obtient C N &M > oM — x € C, v(a") — wv(z) (suites pouvant
dépendre de €), telles que pour tout n,

V(@) = (™) > 27,

2. Donc sur Q, voir Corollaire 5.18.
3. Au sens défini au Théoréme 7.2.1.
4. Voir §5.6.
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d’ou pour n assez grand:
V(") = v(@)] > 7.

Ceci contredit (7.6) en z, qu’il ne reste donc plus qu’a montrer.

En poursuite évasion, on montrerait exactement comme on avait prouvé la Proposi-
tion 5.26.a:
US S Kg S VS S v

sur Q. poure > 0, et v = lim 7 g+ 0. sur £, ot v. est défini par (5.12). Notamment,
pour z € © ((7.6) étant évident pour x € T, v(x) = S(x)), il existe ¢, tel que
v(z) < ve(z) +7/2,
si € < ¢e,. Pour un tel ¢, il existe ensuite h. > 0 tel que
V() =7/2 <V a") S Vel2) +v
si h < h. et a" € £" N By, (), par application du Théoréme 7.2.d. Bout & bout :
v(@) =7 L ve(w) —7/2 < Vo(a) = /2 < VA" S Ve(a) + 9 S o(a) +

De manieére analogue, sous I’'Hypothese 5.28 en distance minimum écrétée inférieu-
rement au niveau —R, on a sur &:

KEZ‘/;:V5

pour € > 0, et v = lim N\, o+ V., d’apres les Propositions 7.7.a et 5.27, respective-
ment. Pour o € £, il existe donc €, > 0 tel que

v(@) = Va(2)| < v/2
si € < &,. Puis pour un tel ¢, il existe h. tel que
V(") = Va(2)] < v/2

si h < he et 2" € E" N By, (x), d’aprés le Théoréme 7.2.d appliqué a V. = V. = V..
Alors, [V (z") —v(z)| < 7.
(|

Remarque 7.8 Les preuves de convergence de schémas précédentes se rapportent a une
notion de solution enveloppe de viscosité de ’équation d’Isaacs correspondante — l’exis-
tence de cette solution enveloppe étant mise en évidence par une méthode de type Perron.

En adaptant les preuves d’unicité des solutions de viscosité (par principe du maximum
avec dédoublement de variables), on peut de méme obtenir, lorsque la valeur est réguliére,
des résultats quant & la vitesse de convergence. Pour des résultats dans cette direction
concernant des jeux en temps de capture, on renvoie aux travaux de 1’école italienne (So-
ravia [125]). On obtient typiquement une vitesse de convergence en O(v/h), en supposant
la valeur du jeu Lipschitzienne.

Pour un résultat de méme nature utilisant une technique différente, par régularisation,
voir Pourtallier-Tidball [115].
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Voici un Exemple de jeu de poursuite évasion (a un seul joueur: probléme de controle
en temps minimum) ot l'on a la convergence double de la Proposition 7.7.b, mais pas la
convergence simple de la Proposition 7.7.a.

Exemple 7.9 On considére le probléeme consistant a rejoindre 'origine de £ = R en
temps minimum, & ’aide d’une vitesse au choix n’excédant jamais 'unité — probléme
de solution évidente |x|, solution de viscosité forte de ’équation de Bellman(-Dirichlet)
associée.

On est bien dans le cadre des Hypothéses 5.9 (probléme en temps de capture) et 5.24; la
solution du probléme de controle a cible dilatée de € > 0 étant (|z| —e)™. Donc pour toute
famille non dégénérée de grilles étoilées (EM),-o sur R, le schéma (V*).oo -0 précédent
converge doublement vers la solution enveloppe de 'équation de Bellman (transformée),
solution qui ne saurait étre que ¢(|z|), d’aprés ce qui précéde et la Proposition 5.26.b —
tandis que si U,-o€" ne contient pas lorigine, alors V" = 1 = k+ 3 pour tout h, ou
V" désigne la solution du schéma pour la cible origine, d’oil

V=V=1>9¢lz),

pour tout © € R; la cause en étant bien sir que la cible origine ne vérifie pas la condition
de Soner (Hypothese 5.14).

Dans certains cas discontinus, on a, au moins localement, la convergence simple de
la Proposition 7.7.a. C’est 1'objet de la section suivante, qui est aussi l'occasion de pré-
senter des techniques de preuve de convergence probabilistes, fondées sur une approche
trajectorielle de nos jeux différentiels, et qui revient en fait & adopter le point de vue des
équations caractéristiques sur ces problémes.
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Chapitre 8

Approche trajectorielle par convergence
faible

Dans ce Chapitre, on présente une preuve de convergence utilisant des techniques
probabilistes de convergence faible (voir par exemple Billingsley [34]), fondée sur l'inter-
prétation des problémes discrets approximants comme jeux stochastiques, a l’exclusion de
toute notion classique d’analyse numérique.

Ces techniques, qui furent introduites par Kushner |95], sont historiquement les pre-
miéres a avoir été utilisées pour prouver la convergence de schémas de différences finies
vers la solution de problemes de controle optimal. En effet, c’est seulement lorsqu’on a
compris le sens véritable de ’équation de Bellman par rapport aux problémes de controle
optimal, c’est-a-dire avec I'avénement de la théorie des solutions de viscosité (début des
années 1980), qu’on a pu prouver la convergence de ces schémas par des méthodes d’edp.

Les nouvelles preuves utilisant la théorie des solutions de viscosité sont en général plus
efficaces que les preuves probabilistes initiales. Cependant, celles-ci valent parfois sous des
hypotheses plus faibles — uniquement locales — que celles-la. Ce Chapitre illustre ces
techniques de preuves probabilistes, dans une tentative pour les étendre aux jeux diffé-
rentiels. On obtient un résultat de convergence simple vers la valeur feedback, supposée
exister, du jeu (Théoréme 8.15), sans hypothése de régularité globale sur cette fonction
valeur. L'intérét de cette approche (méme si les conditions de convergence obtenues ap-
paraissent trop restrictives) est que ces hypothéses globales sont rarement satisfaites dans
les jeux classiques, tandis que des hypothéses de régularité locales sont satisfaites presque
partout — sauf en-dehors d’ensembles de mesure® nulle, en un mot les barriéres.

Dans le cadre des jeux en distance minimum, on perd 'unicité de la solution de I’équa-
tion Z" (voir Remarques 6.5 et 5.7). Ainsi se limite-t-on ici aux jeux de poursuite évasion.
Dans la suite de ce Chapitre, on suppose donc donné un jeu différentiel de poursuite
évasion G sur £ =R’ (r € N¥).

8.1 Jeux discrets stochastiques

Dans cette section, on suppose donnée une grille étoilée non dégénérée £ sur € (h fixé
> 0).
Définition 8.1 Au jeu de poursuite évasion G sur E =R" (r € N*), et a la grille étoilée
non dégénérée E" sur €, associons un jeu stochastique (chaine de Markov bi-controlée)
G", en espace (discret) dans E" et temps (continu) dans R, défini par :

1. De Lebesgue r-dimensionnelle.
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e un délai avant le prochain saut en espace, suivant une lot exponentielle de moyenne
Ath(z,u,v),
AT (z,u,v), (zuw) €E"x Ux V.

On note B = exp(—IAT), k = ¢(IAT) ;

e des probabilités de transition en espace :
Pau) = Ploun)A (o), (@uw) €€ x UxV, yeV'(z); (81)

e un critére de cotdt I", défini pour toute condition initiale z" € E", et paire de feedback
discriminants inférieurs (o)) sur E

Iy(") = I'"(a" o)
vh—1 n-1
= B (] BOXE ol bt (X ol ) + Hﬁ homh) | S(xXh)
n=0 m=0
vh—1

= EVGLY IXen i) AT(X] el i) + LX)

n=0

d’apres le Lemme élémentaire 2.1.b, en lisant un pour les quantités dont on prend [’espé-
rance lorsque V" = 400, par convention.

Dans les Définitions précédentes :
— (X),.en désigne la chaine de Markov bi-controlée sur £", telle que la probabilité de pas-
sage de X" a X', | vaut p¥in (Xh,gon,wh) ol " et wh sont des notations pour (X" ")
et 1(X]") respectivement; on notera: X' | ~» M(X ,cpn,wh)
— vh désigne 1’étape d’atteinte de la cible 7 depuis 2", c’est-a-dire le plus petit n € N
tel que X" e T.
— E*" F(X") désigne 'espérance d’une fonctionnelle F' dans le champ (T, X") (AT(X" @b )
=T, —T}) initialisé¢ en X} = 2" (I = 0).

Le Chapitre 6 est indépendant de la continuité en = de la paire (f,[) du moment qu’on
a la borne f sur ||f|| et la continuité de ¢ par rapport & v.

Ainsi, étant donnée une paire de feedback discriminants inférieurs (p,10) sur £", ot ¢
continue par rapport a v, désignons par RZ 'opérateur correspondant a R" pour

U= singleton, (f,0) = () (@ p(2,0).0) .

Cet opérateur est bien défini, contractif de (,,(E") dans lui-méme, par application de
la Proposition 6.11; il admet donc un unique point-fixe Vf. L’équation au point fixe
correspondante est notée Ih

Définitions analogues pour Rw, Vw, et I, pr, Vﬁw et If;)w

Enfin, V" désigne toujours le point-fixe de operateur R" initial, solution de ’équation
",

Théoréme 8.2 Soient un jeu de poursuite évasion G sur € = R (r € N*), une grille
étoilée non dégénérée E" sur € (h fizé > 0), G" le jeu associé a G sur E" comme a la
Définition 8.1, ®" x W I’ensemble des paires de feedback discriminants inférieurs sur E",
continus par rapport a v, (0,) firé dans ®" x W, Alors,

a. sz < RM'< R:}J sur Lo (EM) ; VS;‘, I:;w,
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b ming I, = I7_, = V' < I0 0 = V" = maxgs ming I" < V3 = I o = maxyn I,

sur E", deés lors que les feedback (d’état purs) o, et  dans D" et 1) et ¥* dans U"
vérifient pour tout x" € Q :

(p.a") € Agmin T'VEG", ("))

f(ffh) € ArgminTth( hob(@))

P(zt) € ArgmaxmmTth(xh,u,_) (8.2)
Pr(ah) € ArgmaxTth( o)),

Remarque 8.3 De tels feedback purs existent forcément, par continuité de p(z,v) par
rapport a v.

On reléve au passage le Corollaire suivant, qui interpréte (comme on pouvait s’y at-

tendre) Z" comme équation de programmation dynamique caractéristique de la valeur
inférieure du jeu G".

Corollaire 8.4 Hypotheses du Théoréme 8.2. La solution V" de I (Proposition 6.11.c)
n’est autre que la valeur inférieure (‘= maxyr mings I") de G".

|

Preuve du Théoréme 8.2
a. Etant donnée W" € £, (£"),0on a RW"(a") = R*W"(a") = REW"(a") = 1!, (2") =
S(z") si " € T. Si en revanche X! = 2z € €, alors d’une part

RIW"(z") = min T"W"(a" up ("))

< maxmin 7T"W" (2" uv) = RMW"(2")
veV ueU
< max T"W"(a"p(a" v),v) = REW"(a");

veV

et d’autre part, on a avec des notations évidentes, dans le jeu de poursuite évasion
G
ho (. h h h ~

De plus, k£ et § somment a un, par définition. Donc on peut écrire, trajectoire par

trajectoire, ¥ étant fini ou non, le facteur de 3(z",¢f,9%) étant pris égal & un dans
ce dernier cas:

vh—1

vh 1 n—1
S (H ﬁ(Xz,wz,¢;>) bttt + | T[ ocheany | s
0 =0 m=0

= k(z"054) + 8" 05,¢%) { (Hﬂ P m)> k(X 00)
1

n=

Hﬁ hetth) | s
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Alors, par linéarité de 'espérance et propriété fondamentale des espérances condi-
tionnelles imbriquées :

wh
Ik, (") = E7k(a"00.00)

vt—1
+E’“‘hEX{’{ﬁ(x",<p8,w3) Do | I e ehon) | KX enin)
m=1

n=1

+V]h_[16 ERALES)

= k(fL’ 73007wo)
vh—1 vh—1
h h
w5 {3 | TL 80kt | B0t
n=1 m=1
vh—1

+Hﬁ o) S (X)) )]}

= /AC(.’L' 7@071”0) + Ew [ﬁ(xhagpgaw(l)l)jg,w()({b)]
= k(" phwb) + Ba" bt BT (XY

car B(a"p5,45) et 17 ,(X1) sont des variables indépendantes, conditionnellement a
h et par proprletes des lois exponentielles (transformée de Laplace) et Définition
6 4de ket ﬂ

B ka0l ) = k(a0 ), B Ba” ol ) = Blah ol ) .

Ig}w résoud donc I:;,w. Soit IL’,}) Vhw par unicité.

. Vé’,respectivement V$, est sur-solution, respectivement sous-solution de Z" d’aprés

a. Donc on a
Vvt <l (8.4)
sur ", d’apreés la Proposition (principe de comparaison) 6.11.d en vigueur pour cette
équation. De méme, th,w alias Ig‘w est sous-solution, respectivement sur-solution de
1}, respectivement Z}}, d’on
Ik, <Vl (8.5)

respectivement

vwh < Ig‘w (8.6)

sur £,
De plus, Vj respectivement th n’est autre que V" w* alias I" . Tespectivement Vh
alias Ig*‘w, car elle vérifie Iz‘w*, respectivement I « 4> Dar propriété de ¢, respectl—

vement ¢, dans (8.2). D’ou par comparaison avec (8.5) ou on fait varier ¢ sur ¥",
respectivement (8.6) o on fait varier ¢ sur ®":

th = rrﬁxl . » respectivement V¢ = mm I.,w (8.7)

Enfin, V n’est autre que V", ou encore V:E’ car il vérifie I% ou IZE’ par propriétés

(8.2) de la paire (p,1).
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D’aprés a et (8.7) appliqué a la paire (p.,0) = (f,@), il vient alors:

h_yh — h i Th
Vi=Vy=Ig=mnl75

ce qui, joint & (8.4) et (8.7) (o on fait varier 1 sur U") achéve de prouver:

V" = maxmin I".
Tho ph

|

Dans les Propositions suivantes et leurs preuves, on notera en sus de ce qui précéde,
sous les hypotheses du Théoréme 8.2:

— XMt () les interpolées de X" o )" (...} constantes en temps entre les instants

Tyet Ty s

o (fthagifbb) = (f,f) (X[L@?awf)v: _

— pour ¢ > 0 fixée, AX] = X[, — X[ ;

— P! E' Cov', respectivement la probabilité, Pespérance et la (matrice de) covariance

conditionnellement a l'information disponible a la date ¢ (implicitement: au départ de
h

")

— MT TrM et |||M]||, respectivement la transposée, la trace et la norme d’application

linéaire d’une matrice M (éventuellement ligne ou colonne). Donc TrM < r|||M|||, pour

M symétrique réelle de taille r.

La Figure 8.1 reprend en les illustrant un certain nombre des notations introduites dans

ce Chapitre jusqu‘a présent. Les constructions qui précedent ainsi que les Propositions 8.5
et 8.6 suivantes, sont des adaptations de Kushner-Dupuis [97].

Proposition 8.5 Hypothéses du Théoréme 8.2. On a des constantes a, a®, b", ¢, §", —
indépendantes des indices autres qu’ezplicités, — telles que Vt > 0, V§ < 6" :

a.
E'AX] = 6f! + a0, |la” |<d"; || B'AXY (< 0"

I|Cot AXP||| < ¢"6% + add/sin(a”) .

Preuve Notons N/

[Lt44] le nombre de sauts du processus X" sur Pintervalle de temps |t,t+

d]. Par propriétés de la chaine de Markov en temps continu )Zf et des lois exponentielles
de moyennes
< o~ 6" sin(a”
AP g > )
rf
(Proposition 6.11.a), on a pour des constantes o’ et A" assez grandes, et § < §" assez
petit :

>0

5
At (X]8h 1)

Pt{]\f]}tl,t-i-é] =1} = + oy’

ou |a’| < ol
Zk’2 Pt{*N]}tl,t-i-é] =k} < Ao
k>2

En effet, notons v entier naturel (aléatoire) tel que T <t < T" ;. Alors,

v+1-

Pt(*N]}tL,t+6] =1) = Pt(N}IZ,tM} = 1)_Pt(N]}tL,t+6] >2) = Pt(TI/h+1_t < 5)_Pt(Tf+2_t <9),
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vh—1

(p /l/j - Z l ﬁonvw AT(X:Z‘?@?U?)D ) + L(Xu”)
T:Lh_ I/h S 7- l/ = Z7¢(xh)
|
|
|
|
|
o L
ATlh ~ Expl/Ath(X{l’SO’ll’ il) (lev<pt7 t) (X{LﬁD}llv"/){l)
T 4 AP MXGe500) 01 = o(XT (X)W1 = (XT)
ATO ~ Expl/At’l(X“ y, 1/, ) (levgotv t) (X(gbv‘png(})l)
Ip=0 L (Xgwg.05) = (@" e p(")) e ("))

(2, p,)) € EM x @M x Th

FiG. 8.1 — Jeu a chaine de Markov G"
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ou:

4] 4]
Pt(TVh+1_t§5):¢ = <5 S—ha
At (X780t At

Pt(Tf+2 —1< 5) = Pt{(T:H - Tj—u) + (Th+1 - t) < 6}

< PY(T), —Th  <0) A (T}, —t<0)}

= PU(T)y — Ty <0 | Ty —t <8) PUT)L, — 1 <6).

De plus, par propriété de Markov forte de la chaine de Markov en temps continu X h
Vincrément T, — T, est indépendant de 7)., — ¢, conditionnellement au passé du

v
processus au temps (d’arrét) 7" . Par conséquent,

v+1-

P}, — Ty <O | T —t<6) = EtPTIfL+1(TI/}L+2 ~ T} <O | Ty, —t<0)
= EtPT'fL“(TVhH ~T).1 < 90)
o
ol )
Ath(Xfﬂ,@ZHﬂ/JﬁH)
< 4 (L) < 5
B At") T OA
Finalement,
PY N, s =1)— 0
ST AR )
< s ( J ) ¢ ()
T \ar@Ehgen ) ARG At
Y R N ()
= 2\ A (g0 A
2
< 3 <i> =: a"6* .

De méme, par récurrence sur k > 2 (le cas k = 2 étant traité ci-dessus)

Pt(N]'Z,tm = k) < Pt(N]}tL,t-;-é] > k)

- Pt(Terk —t<9)
= Pt{(TLk - Tj—i—k—l) +.oo+ (Tzfl+1 —t) < 6}

5 \*
< -
< (ar)

S RPNy = k) < <§%>2§jw+2y<§%>e

ke>2 >0

d’ou

ol la série converge et est bornée en § < %Mh —=: 6", auquel cas on a bien:

Zk2pt(]\]]}tl,t+6] =k) < Ahg?

k>2
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Alors,

a.
EtAX;t{l = Pt{N}IZ,tM} =1}
Xy AKX AL AN (X B
Xth-faevh(—)zt )
+ A8,
ou
<h
FAP16% < Y PNt gy =k} kO
k>2
< A"
d’ou: _
E'AX! = 6fF + al6?,
ou || ap® ||< als" + A"S" =: a"; puis | BEYAX! || < b"6 pour b" assez grand, quitte
a restreindre " ;
b.
CoviAX! + (B'AXM)(E'AXMNT = B (A)“(’th A)~(thT>
4]
=: o + a’s?
Ath( t »Pt ﬂ/’t )
X0 AXPAXYT (X B0 0 A (XEB )
)ztll+5evh()zt’l)
+ BM's*,
ou

[1B1°1116* < S P'{k sauts de X} sur [t,t + 4]} (k3")?

k>2
< AN
Il vient alors en utilisant le point a précédent et la Proposition 6.2.d.ii:
IICoviAXY||| < ()26 + 615 f/sin(a") + o"62(3")2 + AM62(3")?
= 6+ aégh/sin(ozh) :
d’aprés la Proposition 6.11.a, équation (6.2).
(|

Proposition 8.6 Hypothéses du Théoreme 8.2. Le processus M} = )Z[‘ —zh — fot I

est une martingale nulle en 0, 4 sauts (a droite) n’excédant pas Sh, telle que pour tous
0<s<t:

Eesup || MM — MM |* < 4B || MP — MM |2 < dar(t—s)3"/sin(a?),  (8.8)
[5,1]

— a étant la constante introduite dans la Proposition 8.5 précédente .
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Preuve Pour 0 < s <t,d =(t—s)/n (n € N*):

EB(X! - X = Y pErmaxt

m<n
frd (5 ES (Z f-:l+m6) + 62 ES (Z a5+m6> y
m<n m<n
ot || a5 ||< a”, d’apres la Proposition précédente 8.5.a. Donce E*(X}'— X) = E* [! f*,

par convergence dominée quand n — +oo (en utilisant la borne f sur f). Le. EsMh MM,
et M" est une martingale, nulle en 0, dont les sauts (a droite) sont ceux de Xh, n’excédant

jamais 5" Alors ,

Z AXs—i-mé - Es+m6AXs+m6 )

m<n

ol les termes de la somme sont indépendants, conditionnellement & z". En effet, pour
s+ 06 < s+ md < t, il vient en utilisant les propriétés des espérances condltlonnelles
(imbriquées) :

ES+€5 { (AXs—i-Zé Es—l_eéAXs—i—Zé) (AXS—I—mé ES+m6AXs+m6) }
B ARY  (AXD,)T) = B {(B AR ) (AXE,,)T ]

_ st {AXshua Es+m6(AXsh+m6)T} n Es+£6{(Es+€6AXh

s+L6

) (ARl T}
= Et% {AX 106 (AXs+m6) } - (ESH(SAX ve5) ES+M(AXs+m6)
— Erttepstme {AXSJFM (AXs+m6) } + (ESH&A)}:H ) ESH&EHmé(AXermé)
~ 0,
car E5H = gt pstm par guite

E* | Mp =M = Y B AXD - BTAXD )P

m<n

- Z E B | AXs+m5 E8+m6AXs+m6 I”
m<n

= > BTy Covt™(AXT,) .
m<n

Donc, en vertu et avec les notations de la Proposition 8.5.b:
Es || M} — MPM|2P< rc6(t — s) + ar(t — s)gh/sin(ah), puis E* || M — M! ||’<
ar(t — s)gh/ sin(a"), par passage a la limite quand n — +oc.

La premiére inégalité dans (8.8) n’est alors autre que 'inégalité de sous-martingale
continue & droite || M" — M ||> 0 (inégalité de Doob, voir par exemple Karatzas-Shreve

[92, Chapter 1, Theorem 3.8.iv]).
|

8.2 Résultats de convergence

On introduit maintenant comme dans Kushner-Dupuis [97] les controleurs relaxés.

Définition 8.7 On appelle controleur v-relaxé, toute mesure borélienne positive v(-) sur
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VxR, telle que: v(V x [0,t]) =t, pour tout t.
Alors, il eziste pour tout t une dérivée v4(-), mesure de probabilité borélienne sur V,
telle que

v(dv dt) = wv(dv) dt .

Exemple 8.8 On peut notamment identifier les controleurs mesurables, v(-) € V avec
leurs représentations v-relazées, v (dv) = du(tydv.

Proposition 8.9 L’ensemble des contréoleurs v-relazés est séquentiellement compact pour
la métrique de Prohorov, telle que v,, — v quand n — +00 si et seulement si

/teR+ /vevf(t,v)l/(dvdt) = nLHEOO /tER+ /vevf(t,v)un(dvdt) ,

pour toute fonction réelle f, continue (tout au moins v-presque sirement), & support
compact sur V x R, .

Définition 8.10 Soient un jeu de poursuite évasion G sur € =R (r € N*), un produit
admissible de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs (Définition 3.4)
® x . Etant donnés x € &, un feedback du minimiseur, ¢, et un controleur v-relazé du
mazimiseur, v, on appelle trajectoire relaxée de G en (x,p,v), toute solution? de I’équation

0 = [ 1000 ud) . o=z

Remarque 8.11 On n’a pas de résultat général d’existence et d’unicité pour cette équa-
tion, sauf y* =y? sl p € D, v(dv) = dyydv pour v(-) € V, par axiomatique de ® x ¥
rappelée a la Définition 3.4.

Proposition 8.12 Données de la Définition 8.10. Toute trajectoire relaxée y* de G en
(x,p,v) est une solution au sens de Fillipov en x de l'inclusion différentielle associée a la
correspondance (bornée) F, :

Iy
3y {flyplyv)v) |veViCE.
On notera: y* € F,(z).
Ou (rappel):

Définition 8.13 (Solution au sens de Fillipov) Etant donnée une correspondance lo-
calement bornée F' de £ = R" (r € N*) dans lui-méme, on appelle solution au sens de
Fillipov, initialisée en x € £, de linclusion différentielle associée a F', toute trajectoire
absolument continue, y*(t), telle que y*(0) = x, et pour presque tout t positif:

roeNe U Fu).

e>0 yEB:[y®(1)]

— B.[y*(t)] boule ouverte de rayon e autour de y*(t) dans E.

2. Au sens de Carathéodory.
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Preuve de la Proposition 8.12
Soit y* une trajectoire relaxée de G en (x,p,v). Alors y*(0) = 0, et pour presque tout
t positif:

grt) = Fly*(0),0(y* (t),0),0) vi(dv)

veV

o F[y*(t)]

c e U FE,

e>0  yeBe[y*(1)]

car Fuly*(1)] € Uyep.yey Fo(y), Ve > 0.

m

O

Remarque 8.14 On a des développements analogues concernant les contréleurs u-relazés
du minimiseur, notés p. Dol en particulier dans tout jeu de poursuite évasion G, sur tout
produit admissible ® x ¥ :

infI*, < infI®, < supl? < supl?.
wy Y u v v 0 w 7

(voir Remarque 8.11), pour tout (z,p,0) € € x & x V.
Lorsqu’on a l'inégalité opposée (qui est donc alors une égalité, a la valeur de point-selle
en feedback V() sur ® x U):
supl; < infl”,

wy 7 {u}

on qualifiera (¢,1)) de point-selle relaxé au point x.

Théoréme 8.15 Soient un jeu de poursuite évasion G sur € = R (r € N*), & x ¥
un produit admissible de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs sur &,
(EM =0 une famille non dégénérée de grilles étoilées sur &, x € £.

a. Soit ¢ € ®, ¢ continue par rapport a v. Pour h > 0, " € E", on reprend en
les étendant les notations de la section précédente: Jeu G" sur E"; ©" = ¢|eny s

Y défini a partir de V;h comme (V* a partir de Vg’}) en Proposition 8.2.b, i.e. "
maximiseur dans [’équation au point-fizve Zgh ; )Z'h, processus des trajectoires du jeu
G" en (zh ") ; " = (XM M) YoM = Yh(XP), de représentation relazée i ;
= r(Xh); M= X[ — ot =[] F(XD Gl ds

Alors quand h — 0%, M" tend en probabilité, ou, indifféremment, en loi, vers la
constante nulle, dans D" .

De plus, pour toutes séquences h, — 0% et EM > ' — & quand n — +o0, il existe
une extraction, n,,, telle que

(X o plom Fhomy (X 7,7)

dans D" x {v} x Ry quand m — 400, ot X esta trajectoire dans F,(x), presque
sdrement.

b. Mieuz, X trajectoire de G en (z,p,0) et T = 7(X), presque sirement, et

o (@) < supI?

lim sup ZZ;"m
{v}

m——+o0

en supposant de plus :
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e © continue au point (x,v), pour tout v € V, et tout x € £ en dehors d’un fermé
S, qu’une trajectoire y© € F,(x) ne saurait rencontrer qu’en des dates isolées® — a
fortiori: y* ne sé€journe pas sur S ;
e [a continuité de T :

D" 5 y*() = 7ly()] € Ry,

c. On reprend les Hypothéses précédentes sur ¢ € ® et analogues sur ¢ € U, ot (p,1)
point-selle relaxé en x sur ® x W. Alors
lim V") = V(z),
h—0t
chszh g
ot VP est la valeur inférieure de G sur E", solution de l’équation au point-five, ou
programme par différences finies " (Proposition 6.11.c et Corollaire 8.4).

d. Idem ¢, en tout point-selle (¢,0) sur ® x U (non nécessairement relazé), si l’on
suppose en outre ['existence d’une unique trajectoire de G en (x,p,v) pour tout v /

(x,1,90) pour tout p.

Dans le Théoréme précédent et sa preuve,

Définition 8.16 D" désigne Uespace (de Fréchet) des trajectoires (de X)) cadlag dans
E =R (continues a droite, a limites a gauche sur R, ), muni de sa métrique de (Fréchet-
)Skorokhod, qui en fait un espace Polonais (séparable, métrique, complet), voir par exemple
Billingsley, Kushner, Kushner-Dupuis [34, 95, 97].

On rappelle en particulier que sur 'espace des trajectoires cadlag dans € = R" (r € N¥),
une convergence dans D", vers une limite continue, est localement uniforme.

Commentaire 8.17 On obtient donc bien un Théoreme du type souhaité, fournissant
des conditions locales de convergence simple du schéma en un point x donné. Cependant,
les conditions obtenues sont tres restrictives, limitant cette convergence aux points depuis
lesquels aucune trajectoire au sens de Fillipov issue de x pour un feedback optimal d’un
des joueurs, ne séjourne sur une surface singuliere du jeu. Or on sait que les trajectoires
(optimales notamment) ont tendance a longer les singularités.

Preuve du Théoréeme 8.15
a. Soient h, — 0T, E™ 3 g — z quand n — +oo. (X" " 7)) admet une extrac-
tion faiblement convergente, n,,, vers une limite ()Z,ﬂ,%), X continue. En effet, la
suite (7" 7+) prend ses valeurs dans un compact, et

Xt = gt /f n P b yds + M

ou lintégrale et M"» admettent des extractions faiblement convergentes vers des
limites continues F' et M, par applications de Kushner [95, Theorem 2.3.1, équations
(3.3) et (3.2); Theorem 2.4.2|. En effet, pour ,h,s < t fixés > 0:

B | / FR<T (-9,

3. Typiquement, S union des surfaces(,..., courbes, points) singuliéres de la fonction valeur (ou de son gradient),
de mesure de Lebesgue r-dimensionnelle nulle.
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et par inégalité de Chebycheff,

1
P (sup | M =M > a) < 5 B sup || M- M)
[5,1] € [5,1]

= 5 BV Esup | M" - M |
€ [s,¢]

ar(t — s)gh

£2sin(ah) (8:9)

d’apreés (8.8).

Utilisant la représentation de Skorokhod, on peut supposer les processus approxi-
mants et limites définis sur un méme espace probabilisé, vis-a-vis duquel les conver-
gences faibles précédentes sont presque stres (voir par exemple Kushner-Dupuis |97,
Theorem 9.1.7]). Dans la suite, on raisonne ainsi presque strement. De plus, on
renote h,, = h, pour alléger les écritures.

Prouvons que M = 0 et X absolument continue. En effet, par (8.9), on a, pour ¢,h,t
fixés > 0:

0,¢] — eZsin(ah) ;

<h
to
p (sup | M"||> 5) <
0

et on a les mémes majorations ou P*" fait place a P, probabilité sous la représenta-
tion de Skorokhod.

(EM) 0 étant supposée non dégénérée, on déduit alors par Borel-Cantelli Iexistence
d’une extraction M" tendant vers 0, (uniformément sur tout [0,t], puis, faisant varier
t € N)) localement uniformément, P-presque sirement.

Or, M" tend localement uniformément vers sa limite dans D", continue, M. Bref,
M = 0.
De plus,

t
X = a" + / o+ Ml (8.10)
0

ol la convergence de X" vers X et de M" vers M = 0 est localement uniforme, par
continuité des limites dans D". X est alors limite localement uniforme de z + fot fh,
||f"]| < f d’oi I'absolue continuité.

I existe donc f € Ly 10c(Ry), telle que X, =2+ fot f (voir par exemple Rudin [123,
Theorem 8.18]), X, — X, = f: f = limy,_o+ fst f", puis par Fatou, Vp € &

t t t
/liminf<p,fff> du < / < pyfu> du < / limsup<p,fff> du ,
s h—0F s s h—0t

pour tout s < t, d’ou en tout point de Lebesgue ¢ commun aux trois intégrandes,
i.e.* pour presque tout t > 0 [123, Theorem 8.8]:

liminf < p,f* > < <pfi> < limsup <p,f'> .
h—0t h—0+

De plus, pour ¢ fixé positif, on a

X} e B.(X)

4. En effet, f € L1 10c(Ry), et f* mesurable, || f* ||< 7, donc liminf,,_ o+ f* limsup, o+ f* € L1 10c(Ry).
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si h assez petit, d’ou:

inf < p,f(y.p(yv)w) > < liminf < p,f >
y€Be(X¢),veV h—0+

S <p7ft>

Soit, en raisonnant de méme en sup:

inf < p, flypyv)v) > < <p,fi >
yEB:(X¢),veV

(8.11)

IN

sup < p, f(y,0(y,0)0) >,
YyEB:(X¢),veEV

pour tout p € R".

Ce qui entraine, d’apreés le Théoréme de séparation d’'un point et d’un convexe fermé
non vide dans £ = R" (r € N¥):

feco {f(y,cp(y,v),v) |y € BE()Z}), vE V} =:CoF, . (8.12)
Sinon, il existe en effet p € R", tel que:
<pfi> < <peF. > < inf<pkF >,

ou

Sup<p7F€> S Sup<p7mF€> < <p7ft> )
ce qui contredit l'inégalité gauche ou droite dans (8.11). On a donc bien (8.12), pour
tout € > 0, ’est-a-dire X € F, ().

. Alors, sous les hypothéses supplémentaires faites sur ¢, on a 7 = T()}), et 'ensemble
(compact, par compacité de [0,] et caractére fermé de X 1(S)) T des dates de [0,t]
(t fixé > 0) ou X rencontre S est fini, disons 0 < ¢y < ... < t,, < t. Sinon, il existe
une suite injective convergente a valeurs dans 7, et la limite n’est pas isolée dans 7,
contrairement aux hypotheéses.

e Donc pour s dans [0,t] et en-dehors de T fini, on a ¢(y,v), puis f(y,p(y,v),v),
continues en ()?s,v), pour tout v, par hypothéses supplémentaires faites sur ¢.
D’ou continuité 7-presque stre de 1jg4(s) F(Xop(X,)w) (¢ fixé > 0), ce qui joint
a la convergence de 7" vers 7 entraine

Tim, /io / I Eeip(Eo.0) o de)ds = /; / I Ep(Eo)a) 7o)

e De plus, pour ¢ fixé > 0, notant

ﬁz[o,t]\LnJ]ti— it — {

1=0

il vient:

/S . / P(X!0),) = F(Xop(Xo0)0)] 7] (dv)ds

< 4fe +

Y

/5675/ XM o(X ) w) — f(Xsyp(Xsy),0)] 7 (dv)ds
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ol la distance entre points de S, fermé, et {Xs}se]’g, compact, disjoints, est inférieu-
rement positivement bornée.

Donc ¢(y,v), puis f(y,p(y,v),v), uniformément continues au voisinage (compact,
disjoint de S: prendre les points de € situés a distance assez faible de {X,},ez.) de
{Xs}SETE xV.

Or, sur 7. C [0,], X" converge uniformément vers X quand h — 0T. Alors, 'inté-
grande converge uniformément vers 0 dans la derniére intégrale, qui converge elle-
méme vers 0. Il vient donc par I'inégalité précédente :

lim sup
h—0t

/iO/ V[f()?f,go()?f,v),v) - f()?sa@()?s,v),v)] ﬁ?(d’(})ds < 475 ,

pour tout € > 0. Bref, on a une limite qui est nulle. Synthétisant tous ces résultats,
on obtient par passage a la limite quand h — 07 dans (8.10)

t ~ ~
X, =z + / / f(Xs,0(Xs,0),0)v,(dv)ds, VteR, .
s=0 JveV

e Et de méme pour ¢, P-presque strement :

sup J, . > / / U X 0(X,0),0) B (dv)dt + L(X;)
{v} t=0 Jvev
7":h

— i [ RPN de + LR € R,
h=0% Ji=g

— ou que 7 = limy,_ o+ T(j(;h) € R, et que X converge vers sa limite continue )A(/,
uniformément sur un segment [0,7], T > 7;

~ ‘Fh ~ ~ o~
— ou que 7 = limy_g+ 7(X") = +o0, [; 1"+ L(XL) valant alors 00 si 7" = +00,
par convention, et, étant supérieur a £7" + L, qui tend vers 400, sinon.

e Dot aprés transformation de Kruzkov (continue, bornée sur [L, + oo) ¢, E dési-
gnant I'espérance sous la représentation de Skorokhod:

‘Fh
suplt. > E lim ¢{/ 17"+L(X£h)}
0

) h—07

> limsup E¢ { /
h—0%+ 0

par Fatou. Enfin, le passage aux représentées de Skorokhod ne change pas les espé-
rances, donc le terme dont on prend la lim sup n’est autre que:

E’“‘hqﬁ{/% Zh+L()Z£,,)} = I (a") .
0

. D’aprés les Théoréme 7.2.b et 8.2.b, il existe h, — 01, £ 3 z"» — 2 quand
n — +00, telles que:

€h+L()~f£h>} ,

V(z) = lirf Vi ()
ou

th(xhn) < V:hnn(xhn) = IZ}’Zn‘whn(wh").
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Puis, par I'extraction, n,,, mise en évidence aux points a et b:

V() = lim VP (ghm) < limsup Vien (zhom)
m——+oo M——00 porm
= limsup Ih”j . glnm < supl?. .
00 phnm b m( ) () P

De méme, infy,) I7, < V(z). D’ott par hypothése de point-selle relaxé (¢,1) en

Vi) < supl? < inflI®, < V(x).
(@) w7 fuy Y (@)

d. Comme dans Kushner [96, Theorems 2.1 et 2.2 p. 49 et 50] (mais en utilisant de
surcroit comme en c, dans le contexte discontinu qui est le notre, les Hypothéses de
régularité du b sur ¢ et analogues sur 1)), il existe en effet, sous ces Hypothéses d’uni-
cité supplémentaires, une suite maximisante sur {v} de controleurs déterministes et
constants par morceaux (chatter), et résultat analogue sur 1. Donc,

supl? = supl? , inflI*, = infl®, .
v 0 w7 wer

Ainsi, (¢,1) est point-selle relaxé, et on n’a plus qu’a appliquer c.
|

Conjecture 8.18 Hypotheses générales du Théoréme 8.15. On a alors les résultats du b,
en faisant uniquement [’hypotheése supplémentaire alternative sur p: continuité par rapport
ay*(-) de

D" xV > (yx()vv) = (fal) (yw(')a(p[yx(')vv]av) e D )
en tout y*(-) € Fy(x), uniforme par rapport a v € V.

Preuve (Idée) Voir Kushner-Dupuis [97, p. 277].

118



Chapitre 9

Résolutions numériques

9.1 Algorithmes

Etant donnés un jeu G sur £ = R (r € N*) (, une dilatation ¢ sur la cible en poursuite
évasion ou une pénalité Lagrangienne ¢ en distance minimum écrétée inférieurement au
niveau —R, R constante fixée > 0,) et une grille étoilée non dégénérée £ sur £, h fixé
> 0, il existe plusieurs algorithmes pour résoudre numériquement les équations de pro-
grammation dynamique discréte, I(hg) — systémes algébriques infinis qui se décomposent
en une équation par nceud de la grille dénombrable £". Une étape préliminaire a la ré-
solution consiste donc en la localisation a une fenétre bornée suffisament grande autour
d’un point d’intérét, moyennant 'introduction de conditions aux bords appropriées. Dans
les exemples ci-dessous, on choisit classiquement de remplacer par des transitions inva-
riantes les transitions qui meéneraient a un état extérieur au domaine de résolution. Ainsi,
on peut espérer — on ne meénera pas ici 'analyse — que la localisation ne perturbe pas
trop la solution, sauf peut-étre aux bords de la fenétre de calcul. De méme, on utilise des
ensembles de controles discrétisés U V", Oublions les ¢, pour alléger les notations. Ainsi
on est ramené a résoudre numériquement des équations au point-fixe, du type:

VP = max min R"V", (9.1)
veVh ucUh
ott V" désigne une fonction définie sur un maillage fini F".

Un premier algorithme possible pour résoudre I’équation au point-fixe (9.1) est 1’al-
gorithme de Shapley, ou tération sur les valeurs, consistant a reprendre numériquement
l'itération de Picard (localisée) déja utilisée dans la Preuve de la Proposition 6.11.d:

h . physh
Vi = e RO
au départ d’une fonction réelle V;* arbitraire sur F". Il s’agit d’une méthode de gradient
simple, sans conjugaison ni préconditionnement (Filar-Raghavan [75]). La convergence est
lente.

On peut aussi utiliser 'algorithme de Hoffman-Karp, ou tération sur les politiques,
qui consiste en la résolution itérative de systémes linéaires sur F" :

Vi (@) = RV (2., (2),0,(2)) | (9.2)

n

ou

R"W(zu, (7),0,(r)) = max min R"V(z,u,v)
veVh ueuh

— toujours au départ d’une fonction réelle V' arbitraire sur F". Il ’agit cette fois d’un al-
gorithme de type Newton-Raphson (Filar-Raghavan |75]). La convergence de ce deuxiéme
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algorithme n’est pas garantie. On sait seulement que la seule limite possible est la va-
leur V" recherchée. En pratique, la convergence survient alors plus rapidement qu’avec la
méthode de gradient.

Il existe enfin plusieurs autres algorithmes (e.g. méthode du simplexe, voir Kushner-
Dupuis [97]), ou techniques d’accélérations (e.g. méthode de la convergence monotone de
Falcone, voir Bardi et al. [8]).

9.2 Annulations de la dynamique

Comme annoncé au Commentaire 3.3.d, 'extension d’état pour pallier les cas ou f
s’annule n’entraine pas d’augmentation de la dimension sur le plan de la résolution nu-
mérique.

Explicitons en effet I'équation Z" pour le jeu étendu, discrétisé sur AN x £":

Vh(te) = max,cy mingey k + BEV(t,x,u,0) siz e Q,S(x) sinon (pe)
0 S(x) A max,ey mingey k + BEV (tzuw) six e Q=& (em) |
ou
h s N R 1
Ath(t = | e =
( 7$;U;U) 1+ h(zyevh(a:) fy(x,u,v)) ) 1+ IAth ) 1+ IALR ,
EV"(t,2,u,0)
1
= At'(tauw) Y faun)V(ty) + Vit + h)

yeVh(z) 1+ h(ZyEV”(r) fo(auv))
qui ne dépendent de ¢ que via la solution V". Celle-ci est donc stationnaire, et on rabaisse la
dimension du systéme en faisant a posteriori V" = V"(x) dans les équations précédentes.
Enfin, on peut vérifier qu'un maillage de la forme AN x £ sur R™*!, est étoilé, resp. non
dégénéré, resp. resp. une famille de tels maillages pour h > 0 est non dégénérée, si et
seulement si on a les propriétés équivalentes pour £" sur R™ (r € N¥).

9.3 Retour sur le probléme du servomécanisme

Dans cette section, on rend compte d’expériences numeériques relatives au probléme
de servo-meécanisme résolu analytiquement au Chapitre 4, en poursuite évasion comme
en distance minimum. Dans ’expérience qui suit, nous avons utilisé les valeurs des pa-
rameétres (a,3,7) = (3,2,5), p = Bv/a? > 1; une fenétre de localisation de taille 20 x 20
centrée & lorigine des coordonnées; une grille F”* de 300 x 300 nceuds répartis suivant
un maillage carré de cette fenétre; et des ensembles de controles discrétisés comportant
cing valeurs.! On a procédé par itération sur les politiques, en appliquant les critéres de
convergence suivants:

— pour tout controle fixé, les systémes linéaires (9.2) ont été résolus en utilisant les itéra-
tions de Picard jusqu’a une erreur (différence des résultats obtenus entre deux itérations
successives) au plus égale a 1077 ;

— puis des itérations sur les controles ont été effectuées jusqu’a ce qu'une erreur sur les
points-fixes inférieure a 10~* ait été atteinte.

1. On a réalisé des expériences avec plus de controles sans améliorer la précision des résultats. Ce n’est pas
surprenant, les controles optimaux étant de type bang bang (voir Kushner-Dupuis [97]).
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9.3.1 Jeu de poursuite évasion

La Figure 9.1 montre la valeur 175" obtenue numériquement pour une faible valeur
de ¢, aprés une centaine d’itérations sur les politiques (le nombre d’itérations requis pour
obtenir la stabilisation de ’algorithme). Les résultats sont présentés sous forme de courbes
de niveaux. Les courbes de niveaux inférieurs a 0.9 sont représentées en dégradés de rouge,
et celles de niveaux plus élevés sont en dégradés de vert. La lentille visible sur cette Figure
est la zone {z | V(z) > 0.9}, qui donne une idée de la zone d’évasion. L’existence et la
forme générale de cette zone d’évasion sont cohérents avec les résultats analytiques obtenus
pour ce jeu par Bernhard et Masle (voir [29, 110] et §4.2).

FiG. 9.1 — Courbes de niveau pour le jeu de poursuite évasion

9.3.2 Jeu en distance minimum

La Figure 9.2 montre la valeur transformée V* obtenue numériquement pour une faible
valeur de € (& nouveau aprés une centaine d’itérations sur les politiques) : les courbes de
niveau négatif sont représentées en dégradés de vert, et celles de niveau positif sont en
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dégradés de rouge. Ces résultats numériques sont cohérents avec ’étude théorique du
§4.3, sauf dans les coins Nord-Est et Sud-Ouest de la fenétre, ou les effets de bords
semblent importants. On distingue bien le champ de trajectoires optimales déterminé au
§4.3. L’oppidum qui devrait séparer les champs de trajectoires optimales est clairement
visible (il correspond sur la Figure a la lentille interne dont seul le bord supérieur est bien
formé). ‘A/Eh varie peu et est maximum dans cette approximation de I'oppidum, conformeé-
ment aux résultats analytiques pour V.

Les courbes de niveaux sont bien resserrées autour de la bordure de la zone d’évasion
{z|VI(z) > 0}. La détermination de cette zone est donc robuste numériquement.

FiG. 9.2 — Courbes de niveau pour le jeu en distance minimum

122



Chapitre 10

Conclusion

Les solutions de viscosité procurent deux points de vue complémentaires sur les jeux
de poursuite évasion. L’équation d’Isaacs associée au jeu quantitatif permet d’explorer le
temps de capture, tandis qu’une inéquation variationnelle associée au jeu qualitatif est un
moyen efficace pour étudier la barriére — au prix de la résolution préalable d’un probléme
de temps minimum pour calculer la distance orientée a la cible, si celle-ci n’est pas connue
explicitement.

Les deux approches permettent de construire des fonctions valeurs, dans ’esprit de la
théorie des jeux dynamiques de Isaacs-Breakwell-Bernhard, et peuvent étre appréhendées
numériquement a l’aide d’un méme schéma par différences finies, doublement (a cause des
discontinuités des fonctions valeurs) indexé par les paramétres h (le pas de discrétisation)
et € (une dilatation de la cible dans le jeu quantitatif et une pénalité sur le temps écoulé
dans le jeu qualitatif). Des expériences numériques pratiquées sur un exemple résolu ana-
lytiquement suggérent que ce schéma conduit & de bons résultats, méme si ceci gagnerait
a étre approfondi, et vérifié sur d’autres exemples.

Ce schéma par jeux a différences finies, adapté de Kushner [95] par Pourtallier et Tid-
ball [115], reléve du cadre abstrait général défini par Barles et Souganidis [17], également
considéré dans Bardi et al. [8, 11]. Il se pose en concurrence a plusieurs autres approches
pour résoudre numériquement les jeux différentiels: par approximation d’Euler de la dyna-
mique (Bardi, Bottacin, Capuzzo-Dolcetta, Falcone et Soravia |12, 10, 8, 125, 11]), dans le
cadre de la théorie de la viabilité (Cardaliaguet, Quincampoix et Saint-Pierre [47, 48, 49|)
ou des solutions minimax d’edp (Krassovski, Subbotin et Tarasyev, [93, 128, 130, 129]).
Notons que dans le cadre le plus simple des jeux différentiels de poursuite évasion ayant
pour critére le temps de capture (cadre qui se trouve dans l'intersection des champs cou-
verts par les diverses théories précédentes), les objets calculés dans ces diverses approches
sont en fait les mémes, a savoir en termes de solutions de viscosité d’edp, la solution en-
veloppe du jeu, minimum des sur-solutions de viscosité de I’équation d’Isaacs du jeu non
négatives sur le bord de la cible.
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Troisiéme partie

Evaluation et couverture de produits
dérivés — Benchmark de schémas
numeériques par différences ou éléments
finis
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Cette Partie rend compte d’expériences numériques permettant de comparer plusieurs
schémas numeériques d’équations aux dérivées partielles (edp) par différences ou éléments
finis pour évaluer des produits dérivés de la finance, ou leurs sensibilités par rapport a
divers parameétres d’intérét. Ces sensibilités, ou Grecs, interviennent en effet dans les cal-
culs de couverture. Ce benchmark numérique nous fournit également ’occasion d’exposer
de nombreuses techniques mathématiques d’edp pour aborder ces problémes d’estimation
ou de couverture.

Cette recherche a été développée a partir des travaux réalisés dans le cadre d’un “Stage
industriel pour doctorant INRIA” & la CAR (Caisse Autonome de Refinancement, Groupe
Caisse des Dépots, Paris), sous la direction de Pierre-Louis Lions (consultant a la CAR,
Professeur a I'Université Paris IX), en collaboration avec Eric Fournié (alors ingénieur
financier a la CAR et PAST au laboratoire de Probabilités de I’Université Paris VI). Les
méthodes d’éléments finis présentées a titre de comparaison sont dues a Jérome Busca.
On a en outre bénéficié d’utiles discussions avec les autres permanents et consultants de
la CAR, en particulier Henri Berestycki et Nicole El Karoui. Merci enfin & Fawz Slougui
pour son travail de programmation sur les barriéres courbes.
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Chapitre 1

Introduction

Les méthodes d’évaluation et de couverture des produits dérivés de la finance sont
principalement des techniques de Monte-Carlo (voir par exemple Lapeyre-Pardoux-Sentis
[101]), d’une part, et d’autre part des techniques d’arbres. Comme on le mettra clairement
en évidence au §3.2, ces derniéres peuvent étre vues comme des schémas de résolution par
différences finies explicites pour les edp des produits dérivés — équations backward de
Kolmogorov, paraboliques du deuxiéme ordre (problémes européens), ou comportant de
plus un obstacle (problémes ameéricains).

Sur le plan numérique, la présence d’'un terme du deuxiéme ordre incite & utiliser des
schémas comportant une part implicite. Le cotit de calcul supplémentaire qui en résulte
n’est pas nécessairement justifié sur des problémes excessivement réguliers — par exemple
un call européen dans le modéle de Black-Scholes. Nous vérifierons cependant, lors des
expérimentations numériques, que ’adoption de tels schémas s’impose en effet pour ré-
soudre des problémes plus compliqués, non linéaires notamment.

Systématisant ce point de vue, nous mettons en ceuvre dans ce travail un certain

nombre de schémas numeériques pour des problémes de référence :

— D’évaluation d’un call européen (§4.1);

— Dévaluation d’un call européen a barriére (éventuellement courbe) up out (§4.2);

— le calcul de la frontiére d’exercice d'un put américain (§4.3);

— D’évaluation d’une digitale (§4.4);

— D’évaluation d’un call européen dans un modeéle de Black-Scholes a volatilité stochas-
tique (8§4.5).

A travers ces exemples, notre propos dans cette Partie est de faire percevoir I’étendue
et la diversité des situations rencontrées et des réponses possibles. Il ne s’agit donc pas de
traiter dans leur totalité les problémes mathématiques sous-jacents. Ceux-ci appelleraient
en effet un investissement dépassant ’objectif ici poursuivi. De maniére précise, le but de
cette étude est double.

D’une part, on cherche a former un dictionnaire des schémas numériques a utiliser en
fonction du probléme considéré, a l'aide d’un benchmark numérique en précision. Ainsi,
on fixe une taille de maillage, par exemple 5000 nceuds a répartir de facon optimale sur
le domaine localisé choisi pour la résolution numeérique en fonction du probléme et du
type de schéma utilisé. On compare alors les meilleurs résultats obtenus a I’aide de divers
schémas numériques sur des maillages de cette taille. La taille de maillage utilisée sur
un probléme donné résulte d’'un compromis a trouver entre le volume des calculs et les
impératifs de précision fournis par les marchés: par exemple, obtenir une erreur relative
inférieure au pour cent sur le probléme (unidimensionnel, le plus régulier) de I’évaluation
du call européen, tandis que les calculs correspondants doivent étre menés en temps réel
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— quelques secondes maximum. On s’efforce en pratique de ne pas dépasser une centaine
de points de discrétisation dans chaque direction de temps ou d’espace.

D’autre part, on souhaite sensibiliser les utilisateurs d’arbres a 'approche par edp (voir
notamment le Chapitre 5, évaluation par edp d’un put asiatique, européen ou américain).
La prise en compte a l'intérieur des technologies d’arbres de méthodes d’edp représente
en effet une réelle valeur ajoutée dans le domaine de I'évaluation et de la couverture des
produits dérivés. En Conclusion, nous verrons sur un exemple comment ceci peut se faire
en restant dans le cadre des arbres.
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Chapitre 2

Présentation du solveur numeérique

SNOOII

2.1 Différences et éléments finis

Evoquons pour commencer la question de I’éventuelle utilisation de codes d’éléments
finis, potentiellement plus puissants que les différences finies qui tournent le plus souvent
sur les salles de marchés (en général sous la forme d’arbres), — et constituent elles-
mémes un cas, trés particulier, d’éléments finis. Une premiére remarque générale a ce
sujet est que les différences finies sont nettement plus simples a implémenter que les
éléments finis, et non moins efficaces sur domaines rectangulaires. Rappelons ensuite que
les différences finies sont a priori plus naturelles que les éléments finis pour les équations
elliptiques ou paraboliques (au sens de la théorie des solutions de viscosité [59], comme
ce sera désormais par défaut le cas dans ce travail) qu’on rencontre en finance. En effet,
ces équations satisfont des principes du maximum, et non des principes de conservation
dont la version discrétisée s’exprimerait naturellement en termes d’éléments finis. Par
conséquent, on utilisera surtout des différences finies.

Cependant, dans certains problémes, par exemple celui de 'option a barriére courbe du
§4.2, ou de la frontiére d’exercice du put américain du §4.3, la présence de domaines & bords
courbes conduit & envisager des schémas d’éléments finis. En effet, la gestion des bords
courbes est naturelle en éléments finis, tandis qu’elle donne lieu a un travail d’adaptation
spécifique si 'on procéde par différences finies. Un autre intérét des éléments finis est
de permettre une meilleure appréhension des termes de dérivées croisées, en dimension
supérieure a un. Les méthodes d’éléments finis utilisées dans ce travail sont dues a Jerome
Busca [43].

Pour les résolutions numériques par différences finies, on a utilisé (et enrichi) le Solveur
Numérique Orienté Objet SNOOII de la CAR, développé ces derniéres années sur les
bases d’un partenariat scientifique avec le projet Omega de 'INRIA Sophia Antipolis. Ce
solveur a fait 'objet de plusieurs notes techniques, dont une description récente |55, 25|. Il
permet de factoriser la discrétisation par différences finies de plusieurs équations de méme
opérateur, quelles que soient leurs conditions limites ou aux bords, ou d’éventuels termes
sources, en dimension un, deux ou trois d’espace, plus la dimension de temps.

2.2 Reésolution numérique des problémes paraboliques
D’une maniére générale, soit a résoudre numériquement un probléme parabolique, sup-

posé bien posé dans un espace fonctionnel approprié — pouvant dépendre de la régularité
des conditions aux limites ou des conditions aux bords du probléme considéré.
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Le choix d’'une méthode numérique par edp pour ce probléme se décompose en trois
étapes successives:

a. on transforme le probléme a résoudre, par changements de variables, de fonctions in-
connues, ou de lois de probabilité (i.e. modification de I'état du systéme par ajout ou
retrait de certaines variables) ; on choisit également un type de maillage, & incréments
constants dans un jeu de variables ou dans un autre;

b. on choisit un compact sur lequel on localise le probléeme initialement posé dans tout
I’espace ;

c. on choisit un schéma numérique, et on introduit des conditions appropriées aux bords
du domaine localisé.

On résout alors numériquement sur tout le maillage.

Introduisons maintenant un modeéle sur lequel nous illustrerons ensuite ces différents
points, tels que SNOOII permet de les implémenter. Il s’agit du trés classique modéle de
Black-Scholes |36]. Ce modéle servira également de cadre a bon nombre de nos expériences
numériques. On y dispose en effet de nombreuses formules explicites, — du moins dans le
cas européen, — permettant de valider les résultats numeériques.

2.3 Modéle de Black-Scholes

Le modéle de Black-Scholes [36] est un modéle d’option a un actif sous-jacent représenté
par une diffusion lognormale :

dSs = Ss(rds +odWs), s>t; S;=85. (2.1)

Dans (2.1), les constantes o > 0 et 7 > 0 désignent respectivement la volatilité du sous-
jacent sous la probabilité risque-neutre P [101, 69], et le taux court de I’économie. Ils sont
dans ce travail supposés constants, pour alléger les notations, mais les résultats se géné-
ralisent aisément au cas ou ils dépendent de maniére déterministe du temps. W désigne
le Brownien standard sous P, initialisé a 0 en ¢. Dans toute cette partie de thése, on sup-
pose les hypothéses habituelles (méme si grossiérement irréalistes) de marchés financiers
liquides, sans opportunité d’arbitrage et parfaits [69]. D’oit notamment 'existence de la
probabilité risque-neutre P.

De maniére équivalente, on a affaire a une diffusion de générateur infinitésimal sous
P:

1
ﬁg = 50'2528?92 + rSﬁg. (2.2)

On introduit aussi ’équation de Kolmogorov en temps rétrograde, parabolique du
deuxiéme ordre en la fonction générique I1(¢,S), dite équation de Black-Scholes:

OI1 + LsIT = 11 . (2.3)

Pour toute échéance T, et condition terminale ¢, on a alors le probléme de Cauchy,
respectivement I'inéquation variationnelle associée & I'obstacle ¢, sur | — 00, T] x R :

atH+£SH = rll s t<T (24)
I(T,5) = »(9), '
respectivement
—OIl — LT 4+rIT AN 1TI—¢p = 0,t<T (2.5)
I(T,5) = ¢(S) - '
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Le sens dans lequel on recherche la solution dépend du probléme considéré et de la
régularité de ¢ ; typiquement, on aura affaire a des solutions de viscosité, uniques a vérifier
des conditions de croissance en S analogues a celle de ¢, classiques avant T' dans le cas
de I’équation. On n’approfondira pas davantage cet aspect dans le présent travail.

On admettra donc que le probléme est bien posé, et que par la formule de Feynman-Kac
dans le cas de I’équation [93, p.366], ou un résultat analogue pour 'inéquation [24, 91, 108|,
la solution (dans un sens qui resterait donc a préciser) Il de (2.4), respectivement (2.5),
admet la représentation probabiliste suivante :

11(t,5) = eV ER"o(Sr) | (2.6)
respectivement
(t,S) = sup E5%e " Yp(S,), (2.7)
TET[t,T]

ou P désigne toujours la probabilité risque-neutre, sous laquelle le sous-jacent suit la loi
(2.1), et Ty 7y désigne 'ensemble des temps d’arrét & valeurs dans l'intervalle [¢,77.

On reconnait alors en (2.6) et (2.7), lorsque t et S varient, les solutions respectives
des probléemes européens et américains associés a la condition terminale ou obstacle ¢
— fonction de gain, ou l'une des ses dérivées successives, dites Grecs. Pour calculer la
solution de ces problémes numériquement, on peut utiliser :

— soit des méthodes trajectorielles de type Monte-Carlo, fondées sur les représentations
probabilistes (2.6), (2.7);
— soit des techniques de calcul par edp, comme dans le présent travail.

Dans le cas européen, on peut valider les résultats obtenus numériquement a 1’aide de
nombreuses formules explicites disponibles dans le modéle de Black-Scholes. En revanche,
méme dans le cadre élémentaire de ce modéle, on ne dispose plus de formules explicites
dans le cas américain, non linéaire, beaucoup plus difficile. Les méthodes numériques sont
alors les seules a pouvoir apporter des éléments de solution.

Ajoutons que les techniques de calcul par edp sont les seules disponibles de facon
standard sur les problémes américains, pour lesquels les méthodes de Monte-Carlo relévent
encore de la recherche.

Enfin, si le temps de calcul par edp, respectivement Monte-Carlo, croit de maniére
exponentielle, respectivement linéaire, avec la dimension d’espace, en revanche on évalue
souvent mieux les vitesses de convergence (dont diverses constantes en jeu) par edp que
par Monte-Carlo, ot la convergence devient en fait souvent excessivement lente quand
croit la dimension. On préférera donc souvent une méthode par edp, lorsqu’elle n’est pas
exclue d’emblée par la dimension du probléme, et qu’on a pu prouver la stabilité et évaluer
la vitesse de convergence.

Sauf mention spéciale, les Chapitres suivants se placent dans le cadre du modéle de
Black-Scholes unidimensionnel précédent. On dispose alors de nombreuses formules ex-
plicites, — du moins dans le cas européen, — qui permettent de valider les résultats
d’expériences numériques. Pour plus de clarté, on a regroupé ces formules en Annexe C.

[llustrons maintenant sur ce modeéle les points a, b et ¢ du §2.2, tels que SNOOII
permet de les implémenter.
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Chapitre 3

Méthodes numériques

3.1 Transformations du probléme

3.1.1 Changements de variables

SNOOII propose trois changements de variables classiques pour les équations de type
Black-Scholes.

Changement de variables logarithmique

Le premier changement de variables, dit logarithmique, est le suivant, pour toute fonc-
tion II:

. y - ln(S) ? ]':I(tJy) = H(tJS) . . (3 1)
OML = Q1 , SOsT1 = 9,11, S29%,11 = 92,11 — 9,11 . '

A titre d'illustration, I'équation de Black-Scholes (2.3) se réécrit en variables logarith-
miques, par application des formules (3.1):

O+ L1 = r1T (3.2)

ou
2

1 5. o
ﬁy = 50’ ayz —+ (7" — ?>ay . (33)
On remarque que opérateur £, est elliptique (non dégénéré), tandis que Lg est dégénéré

en S = 0. La condition terminale ou ’obstacle du probléme (2.4) ou (2.5) devient pour sa
part:

P(y) == p(e’).
Changement de variables centrant

Le deuxiéme changement de variables, dit centrant en (ty,Sy), s’écrit ainsi:

T = Sioe_”(t_t‘))  II(t,x) = 1I(¢,9)

5 § i 292 292 T (3'4)
Ol = O I — rx0, 11, SOsIl = 20,11 , S2011 = x°02,11 .

(to,Sp := Si,) désigne une phase ot la valeur de la solution de (2.4) ou (2.5) présente un
intérét particulier, — typiquement “la monnaie aujourd’hui”, — par rapport a laquelle on
localise le domaine de résolution.
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Ainsi, I’équation de Black-Scholes (2.3) se réécrit en variables centrées:

O + L,11 = rIT (3.5)
ou ]
Ew = 5021‘2822 . (36)

L’opérateur de diffusion ne comporte plus de terme de premier ordre en variables centrées,
d’ott leur dénomination. La condition terminale ou l'obstacle du probléme (2.4) ou (2.5)
devient pour sa part:

@(t,x) = p(xSpem 1))
Passage a I’équation de la chaleur

En combinant les changements de variables précédents, on obtient le changement de
variables suivant :

UZ = ln(sio) - (7; - %Z)(t - tU) ) ]j(taz) = H(t,S)u 5 (3 7)
001 = Q11+ (% — 1)d.1T , SOsI1 = 0,11, S?02%,11 = 9%11 — 0,11 . '

L’équation de Black-Scholes (2.3) se réécrit dans ces nouvelles variables, qu’on quali-
fiera de réduites :

Ol + L1 = rIT, (3.8)
ou ]
Ez = 50’2832 . (39)

On obtient ’équation de la chaleur en temps rétrograde, continiment actualisée au taux
r. Les conditions terminales ou l'obstacle des problémes (2.4) et (2.5) deviennent alors:

09) = {Svespls — (G —n)e— )]}

Autres changements de variables

Les changements de variables précédents ne sont pas les seules transformations permet-
tant de ramener la diffusion lognormale (2.1) & une martingale lognormale, ou & ’équation
de la chaleur. On a indiqué ci-dessus les transformations les plus classiques. Voici par
exemple un autre changement de variables permettant de se ramener a une martingale
lognormale :

M S
VM Oy + V2 M?03,. S20%, +yMow

ou v désigne la quantité 1 — 3—2, supposée différente de 0, faute de quoi ’équation en va-
riables logarithmiques est, en prime, centrée. On obtient & I’issue d’un calcul élémentaire :

V202
2

Pour distinguer ce changement de variables du changement de variables centrant (3.4), on
le qualifiera de stationnaire; il est en effet indépendant du temps.

LM = M26M2 .
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3.1.2 Changements d’inconnues

On présente maintenant un changement de fonctions inconnues, alternative a un chan-
gement de variables précédent pour se ramener a ’équation de la chaleur.
[lustrons cette technique sur le probléme suivant — auquel nous reviendrons au §4.2 a

propos de I'évaluation d’un call & barriére courbe, — exprimé en variables centrées (3.4):
QI+ LI =7I1; t <T, x<Ht::HEe r(t—to)
I(T,x) = xSy exp(r(T — to)) — K)" = ¢ () (3.11)

to)
1(t, Ht) =0.

La transformation envisagée pour ce probléme correspond & un changement de va-
riables logarithmique & partir de la variable x :

{y=1n<x>, 1(ty) = (t2), ¢xly) = ox(@)
0

8tﬂ = 8tﬁ, a:ﬂ = ay]ja J)28£2ﬂ = 852]':[ - ayﬁ ’

suivi du changement de fonction inconnue suivant, paramétré par « et p:

fi(ty) = M(ty)e™ # T

D’ou: 3 ) )
Ol = (O11 — pH)eO‘y*P(t*T)
5 8yH _= (a]_:_[ —'— 8yf_[)eay*p(t7T) (312)
8221'[ = (a1 + 200,11 + 8§2ﬁ)eay—ﬁ(t—T) ]
puis :

~ 0'2 9 =
o 11 + ?8yzH
2 2

= (A= pll+ ORI+ =

5 (200,11 4 o*11))ecv==1)

Fixons a et p tels que:

oo = —0—2 — o’a’ =r
- 2 Y p 2 - Y
c’est-a-dire:
1 o?a? o?
__ = _ — R 3.13
a 5 0 P=T + 5 r+ 3 (3.13)

On obtient alors le probléme suivant pour II:

O11 + %2852f[ =0;t<T, y<h :=In(H,)

T(T,y) = ox(y) == px(e¥)e _% 0 (3.14)
II(t,h) =0 .

Dans ce probléme, on est ramené a ’équation de la chaleur.
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3.1.3 Changements de probabilité — une version edp du Théoréme de Gir-
sanov

La Proposition suivante est un avatar d’une remarque de Krylov en controle optimal
[94]. Elle illustre une transformation de ’edp, qui correspond (voir commentaires apreés la
Preuve de la Proposition) a un changement de probabilités dans les processus stochastiques
sous-jacents.

Proposition 3.1 Soient u et v, respectivement supposées solutions uniques® de

{ o + 022($)63232u + po(z)0,u=0,t<T
U(T,l‘) = Sp(x) )

et

{ O + ”22@) 92,0 + ”72y28§21/ +o(x)uyds,v=0,t<T
v(Tw,y) = yp(w)

(v > p). Alors:
yu(t,x) = v(t,z,y) . (3.15)

Preuve w := yu(t,z) vérifie la méme condition terminale que v, et pour ¢t < T':

o’(x)
2

2
v
ow + —y* 00w + o(z) pyd2,w

2
2
2 éx) 9% u + U(x)y,axu> = 0.

atw +

O

A travers la représentation de Feynman-Kac (supposée valide pour ces problémes),
'identité (3.15) se réécrit

yEp () = Ep™(at)yr |
ou :
det = po(zt)ds + o(xt)dWt, s > t; zf =«
di? = o(20)dW? s >t; ) ==z
dys:Z/ySdWSy,S>t; Y=Y
vd(WO WYY, = pds, s>t

(W, W9 et WY Browniens standards initialisés en ¢ sous P). Soit dans le cas v = u,
WO = WY, aprés explicitation de yr et simplification par y:

u2
Ep*p(ah) = By p(ag)e 5070,
On obtient le Théoréeme de Girsanov [92, p.190|, pour la diffusion décentrée z*.

Une fois I’équation transformée par changement de variables, de fonctions inconnues
ou de lois de probabilités, on choisit un type de maillage. Pour des raisons de stabilité
numérique (voir §3.2), on choisit classiquement un maillage régulier en variable logarith-
mique y ou si I'on s’est ramené a I’équation de la chaleur, et un maillage exponentiel, i.e.
a Aln(z) constant, en variables centrées (¢,z). Puis on définit un schéma numeérique sur
le maillage ainsi choisi. C’est 'objet de la section suivante.

1. Au sens classique.
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3.2 Schémas numériques

Concernant les schémas numériques par différences finies utilisés pour la résolution nu-
mérique des équations paraboliques, SNOOII offre le choix entre les différents #-schémas
en dimension un d’espace, tandis qu’en dimension supérieure il utilise une méthode de
directions alternées, composée de schémas implicites dans les directions successives d’es-
pace, et d’un traitement explicite des termes de dérivées croisées. Dans le cas américain,
les algorithmes sont les mémes, en faisant suivre chaque pas en temps de diffusion dis-
crétisée d’'une mise au niveau de la fonction de gain: on parle de méthode de Trotter, ou
itération sur les valeurs.

Ces choix techniques se sont imposés durant les périodes de test du solveur. En particu-
lier, en dimension supérieure & un, des méthodes full implicit auraient nécessité le recours
a des méthodes d’algébre linéaire sophistiquées, afin de pouvoir inverser des matrices de
grande taille, qui ne présentent plus des propriétés de structure aussi favorables qu’en
dimension un — structure tridiagonale, matrices inversibles en temps linéaire grace a 1’al-
gorithme de Thomas. Lors des périodes de test du solveur, il est donc apparu préférable de
se contenter d’'une méthode de directions alternées, quitte a travailler dans des variables
transformées, faiblement corrélées. La faiblesse des méthodes de directions alternées réside
en effet dans ’évaluation des dérivées croisées apparaissant dans les termes de corrélation.
Pour une présentation compléte de ces schémas, — du moins dans le cas européen, — on
renvoie au livre de Morton-Mayers [112].

Nous nous bornerons ici a illustrer quelques points et concepts importants relatifs aux
f-schémas, sur 'exemple de I’équation de la chaleur — en temps rétrograde :

2
A, + %ajm ~0. (3.16)
D’ou le schéma numérique suivant :

A
Sr 4 2 6%t = 0,

2 v
dans lequel :
)\ = 22At .
T (Ay)o

— 622 désigne la différence seconde centrée par rapport a y;
— 07, € = =£1 désigne la différence premiére par rapport au temps, décentrée arriére

— M — ST, . N n—1 A L _ [P p—
(e = =1, &n, = 6, 7 = 7 — w1 schéma explicite), ou avant (¢ = +1, oin)! =
6 =t — - schéma implicite).

Dans le schéma explicite, réécrit sous la forme suivante :
A A
T = 577;1171 + (1 =N, + §7rgz+1 ) (3.17)

on reconnait, avec les notations de Bizid [35], ’arbre trinomial associé au paramétre 1/v/X.
De plus, pour A = 1/2, celui-ci n’est & son tour autre que la trace de I’arbre binomial
comportant deux fois plus de nceuds — en espace comme en temps. En effet, ce dernier
s’écrit avec des notations évidentes (d’aprés [35]):

(n-1)/2 L, np n/2
T = i(ﬂ-(m—i-l)/? + Tmet)2)
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d’ou:

(ﬂ_(?n 1)/2 (2n 1)/2)

(2m—+1) /2 (2m 1)/2

Il
|r—l N — DN =
N
/\
l\D
3
t
_|_
>1
33
= N——
+
N
N =
N
33
+
DO |
=
33
|
\’_‘_/
N——

qui est bien le schéma explicite (3.17) pour A = 1/2. Plus généralement, pour 0 < 6§ < 1,
on définit le schéma implicite sur les #At premiers instants depuis I’étape n, puis explicite
sur les (1 — 0)At instants restant pour atteindre 1'étape n — 1 — en temps rétrograde. On
parle de 0-schéma, ou, dans le cas particulier § = 1/2, de schéma de Crank-Nicholson.
Notons:

2 —1 0 - 0
U ! 0
: —1
0 0 -1 2
de valeurs et vecteurs propres:
km Jjkm
.2 _ T
2sin (m) D e > 0, (Sln(m))je{l,...M} ;
(transposition 1), pour k = 1,--- .M. Le #-schéma s’écrit matriciellement :
(Id + ONA) ™! = "
ol = (Id— (1 -0 A)7™0

Soit:
0 = (Id— (1 —0)AA)Id +6rA)~!
(Id + OAA) H(Id — (1 — O)NA)7™ (3.18)

par commutativité de (Id — (1 — 8)AA) et de (Id + OAA)~'. On a de plus les identités
suivantes :

O™t + (1= )" =0(Id — (1 — OXA)T™ + (1 — O)(Id + O A) 7™ = 7™ | (3.19)
et :
™ — M = (Id+ 0 A)7™? —  Ax™? (3.20)
(Id — (1 — ) A) 7™ = 7L,
D’apres le Théoreme de Lax pour les problémes linéaires bien posés et bien conditionnés
[112], la convergence de nos schémas (quand les pas de discrétisation en espace Ay et en

temps At tendent vers 0), équivaut a leurs consistance et stabilité. Cette derniére revenant
pour sa part a ’absence de valeur propre

(14 0A) (1 = (1= 0) M) =t v
supérieure & un en module pour Uopérateur de #-schéma, k = {1,--- ,M}, il vient:

Théoréme 3.2 Quand At et Ay tendent vers 0, le 0-schéma (3.18) est stable si et seule-
ment si A(1 —20) < 1, d’ou stabilité :
a. pour A < 1, dans le cas explicite;
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b. inconditionnelle, si < 1/2 — notamment dans le cas implicite ou pour le schéma
de Crank-Nicholson.

Preuve A k fixé (qu’on oublie dans les écritures ci-aprés, pour alléger les notations), on
a par définition :

<1 & [(14+60A) " (1— (1= )| <1 & 1= (1—0)Au| <1+0Ap
S 1=A)VvAul—20—1)<1 & u(l—20) <2,

par |z| =z V —x. O

Remarque 3.3 Revenons sur les points a et b de ce Théoréme :

a. la condition de stabilité dans le cas explicite n’est autre que la condition d’ouver-
ture des branches que ’arbre doit satisfaire pour garantir la convergence du schéma
trinomial arborescent pour I’équation de la chaleur (voir par exemple Bizid [35]);

b. la convergence inconditionnelle dans le cas implicite correspond a 'approximation
“dans le sens du vent” (upwind) du terme en dérivée premiére par rapport au temps
dans I’équation de la chaleur.

Dans le cas du schéma de Crank-Nicholson, on a pour A assez grand: maxy |vg| =
lvar|, qui tend vers 1~ lorsque A tend vers 4+o0o. Donc on se rapproche de (et on
risque de dépasser a cause des erreurs numériques) la limite de la stabilité sur les
hautes fréquences pour lesquelles k est de 'ordre de M. Mieux vaut donc utiliser un
schéma implicite lorsqu’on est confronté a un probléme comportant de telles hautes
fréquences, par exemple en présence d’une condition limite de type “masse de Dirac”.

Quant a la consistance, elle est toujours vérifiée, comme il découle du Théoréme (stan-
dard) suivant, qui donne en outre l'erreur de troncature du #-schéma.

Théoréme 3.4 L’erreur de troncature du 0-schéma (3.20), vu comme une approximation
de ’équation de la chaleur (3.16), est comme

O(|26 — 1At + (At)* + (Ay)?) .

Les 0-schémas sont donc précis a 'ordre un en temps et deux en espace, sauf le f-schéma

de Crank-Nicholson (6 = 5), précis a 'ordre deux en espace comme en temps.

Preuve du Théoréme 3.4

Voir Annexe D.
O

De cette étude sur ’équation de la chaleur, retenons en général qu’a propos des 6-
schémas :
— les parties implicites ont tendance a stabiliser les programmes;
— les parties explicites sont les plus légeres a calculer: leur résolution nécessite environ
deux fois moins de calculs que celles des parties implicites, pour lesquelles il faut inverser
une matrice tridiagonale, en utilisant I'algorithme de Thomas;;
— le schéma de Crank-Nicholson est souvent le plus précis. Il permet de diminuer le
nombre de pas en temps, sans préjudice de stabilité ou de précision.

A nouveau, pour plus de détails, on renvoie & Morton-Mayers [112].

Il existe naturellement (et c¢’est encore plus vrai a plusieurs dimensions d’espace, ol on
peut également jouer sur les directions) d’autres schémas par différences finies, a davantage
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de points en espace (voir Théoréme 6.1) ou plusieurs niveaux en temps. On s’est limité
ici aux f-schémas bien connus, présentés sur I’équation de la chaleur, afin d’illustrer un
certain nombre de difficultés génériques.

Notons cependant que l’analyse de Fourier esquissée ci-dessus (recherche des modes
propres divergents des schémas), trouve ses limites lorsqu’on sort du cadre de la linéa-
rité. Un recours au Théoréme de Lax est alors le Théoréme de Barles-Souganidis [17],
selon lequel tout schéma d’approximation stable, monotone et consistant d’une équation
elliptique non linéaire (au sens de la théorie des solutions de viscosité) converge vers la so-
lution de viscosité, supposée unique, de cette équation. La stabilité et I’'unicité en question
s’appréhendent a travers des principes du maximum.

Enfin, les Théoremes précédents, s’ils garantissent la convergence, laissent ouverte
la question de son taux. L’analyse de l'erreur doit en effet précéder toute utilisation
raisonnable de ces schémas. Pour une telle analyse dans un cadre plus général d’éléments
finis (voir §4.2.3), on renvoie, suivant la synthése sur ces sujets due a Berestycki-Busca
in [54, Vol. 1], a Babugka-Bieterman [5] ou Thomeée [131]: et, pour des extensions de
ces analyses dans des contextes non linéaires, par principes du maximum, & des travaux
en préparation de Berestycki-Busca. La particularité des situations rencontrées provient
des conditions terminales présentant des singularités, typiquement d’ordre 0, 1 ou 2, e.g.
option digitale, call européen ou put américain, respectivement. Un corollaire intéressant
de ces analyses est la justification de l'usage intuitif et déterminant dans la pratique
consistant a adapter la grille au probléeme considéré, calant la grille a la barriere s’il en
est, augmentant la densité du maillage au voisinage des singularités, etc...

En pratique, on résout un probléme localisé & un domaine borné, moyennant l'intro-
duction de conditions aux bords ainsi créés. Ainsi adapte-t-on les #-schémas précédents a
’aide de conditions aux bords naturelles de Dirichlet et Neumann sur les parties explicites
et implicites des schémas, respectivement. C’est 'objet de la section suivante.

3.3 Localisation

Le choix de la localisation dépend de la nature et de 'importance de la perturbation
induite par la résolution numérique sur un domaine borné, nécessitant l'introduction de
conditions aux bords. Cette perturbation s’évalue bien sir au cas par cas (méme si on
peut souvent raisonnablement conjecturer un ordre de grandeur en e~ pour cette per-
turbation, 0 = d(y,bord en esp.), y = In(S), dans le cadre d’un probléme parabolique doté
d’une solution fondamentale).

Cependant, pour fixer les idées, et illustrer quelques points importants en matiére de
localisation, considérons le calcul du prix II d’une option européenne dans le modeéle de
Black-Scholes, a fonction de gain terminale ¢. Notons II® la solution du probléme localisé
au domaine | —o00,7T'x]0,5], moyennant I'introduction de la condition de Dirichlet au bord
suivante :

OII% + Lg% = rI1° ; t <T,5< S
_ I(TS) =¢(S),S<S (3.21)
I9(t,S) = e " T Dp(Ser@=0) [t < T,
Remarque 3.5 Cette condition au bord tient compte de I’évolution moyenne du sous-
jacent dans le probléme non localisé : en référence a certains travaux relatifs a I’équation

de Helmholtz en électromagnétisme, Busca in [54] a pu parler de conditions aux limites
transparentes. On qualifiera de naturelle, la condition de Dirichlet plus habituelle:

I5(t,5) = oS)e ™™D t<T.
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_ Par la formule de Feynman-Kac (supposée valide pour le probléme (3.21)), la solution
I1° de ce probléme se réécrit en (t,Sp) fixé:

1 (t9,S0) = e~ B150 LS, TN g + 0(Sp) L7}
— 7 temps de sortie de ]0,S] pour le processus S . De méme,
I1(t,S) = e "0 Elo505(G,) = er(T'—to) gloSo {eT(T_T)H(T,ST)lT<T +o(S1)1sr}
par la propriété de Markov forte dont est pourvue la diffusion lognormale S [92]:
ER* {p(Sr)lrer} = ERPER™ {o(Sr) e} = B { " I(7,5) 1,0 }
Donc:
I1(ty,S0) — Hg(to,So) = e‘r(T_tO)Efg’So{[eT(T_T)H(T,ST) — (S, e’ TN, o0} (3.22)

Pour majorer cette différence, on peut jouer sur 'un des facteurs :

e T=OT(ES) — p(SeT=Y) | t € [ty,T] (3.23)
ou
B = P <) 321

. 2 . . , . N .
Sir = £ on obtient, avec des notations évidentes, aprés un changement de variables
2 ) )

logarithmique (3.1):
T]to oiOS} = T]tggvoﬂ] ’
ou
dy, = cdWi, t > to; Yy = yo :=In(So) ; 7:=1In(S) .
D’ou si A > 0, en utilisant 'expression de la transformée de Laplace de Tffﬂg] (voir par
exemple Lamberton-Lapeyre [100, p.99]):

to,50 to,Yo
EPSL sy _py = ES™1

10,90
M- 00,5] (e m<T}

o
Y

__to»vo Y—yo
S E?;QOe)‘(T T],oo,y]) — e)\(T—to)—\/Q)\ =—=u

. e e . —f2 N
qui se minimise sur A > 0 en e~/ /2, ou

o= Y=Y
. U\/T - to .
Soit,
ES0q -fy
P {r ]tooios <ry = € )
ou -
ln(si)
= 70 3.25
Dans le cas général,
{ro0g <1t = |J (S =T 000 > 5}
to<t<T
S (r—f’—z) (T—t t0,0 Wiy =0
oWy B} 0) 0,0 Wio
© U et b= U on()-e- g < T

to<t<T
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événement dont la probabilité admet la majoration suivante, par I’étude dans le cas pré-

cédent : 3 ‘
\ In (S) — (r = Z)HT — 1)
ot f N 0'\/T—t0

Remarque 3.6 Pour de telles estimations uniformes sur le domaine localisé en espace
(dans le cas de ’équation de la chaleur, & un phénomeéne de couche limite prés), on renvoie
a 1’étude de Barles, Romano et Daher [15] (théorie des grandes déviations et solutions de
viscosité).

o202

Parfois, I’analyse de I'autre facteur (3.23) permet de conclure a la convergence uniforme
sur 'intégralité du domaine localisé, sans phénoméne de couche limite. Ainsi, dans le cas
du call européen dans le modéle de Black-Scholes (¢ = pg := (S — K)*, voir §4.1), on a
pour t € [ty,T], en supposant S>K:

e"TIII(ES) — i (Se"TD) = B5%(Sy — K)* — (Ser@=0) — )t
e <§6 oW —(2—r)(T—t) _ K)+ ~ (ST _ k)
— gl {( W= —)(T—t) _ K) 4 (K _ GeoWr— (——r)(T—t)>+} ~ (S0 k)
+
_ Et oW = (K GooWr— (—fr)(Tft))

5 2 -
— sy (1 o)

En effet, lespérance de I'exponentielle vaut e’’ =9, La derniére expression dont on prend
la partie positive étant inférieure & un, il s’ensuit :

0 < eT(T_t>H(t7§) - QOK(E) < KE?’JWt:Ol{geUWT(‘TT ) (T— t)<K}

< Kphoeo (#*"szog ) <T> ,
J—o0,In( ) =(% —r)(T=1)]

par le Lemme du miroir [92] . Or, comme on I’a déja vu plus haut, cette derniére probabilité
2
est majorée par e’fT, ou

Q
~
|

D’ou par (3.22), si S assez grand pour que f? soit croissant en t sur [t,T[?:

F(tg)? F()?

IT(t,50) — 1% (t0,5)| < Ke™ ™3~ < Ke™ 2
2. ff'(t) est du signe de (In(S/K))* — (62/2 —r)*(T — t)*, pour tout ¢ < T
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si (to,So) € [t,T[x]0,5]. D’oti la convergence uniforme annoncée quand S — +o0.

Remarque 3.7 On a vu au passage que Iy x(t9,9) tend vers Sy — Ke "T~%) quand
So/K — 400, uniformément en ¢, € [t,7]. Un calcul analogue montre que Ily x(t,5)
tend vers 0 quand K /Sy — +00, uniformément en ¢, € [t,T]. Idem pour un call sur sous-
jacent avec dividende ¢ > 0, — r remplacé par r — ¢ dans la dynamique du sous-jacent
(2.1), — la limite quand Sy/K — +o0o devenant Spe~ 4=t — Ke=r{T—to),

Ainsi, dans tous les cas de figure, et quelle que soit la technique d’analyse envisagée,
la quantité critique eu égard a l'erreur de troncature en S = S est exp(—f?/2), ou

S
o (5)
oJT —t*

0'2 . . .
pour (t*,8%) = (tg,Spe" =) (T~t)) — point en lequel on recherche de la précision, conve-
nablement actualisé — ou

f=

(t°,8%) = (t,Kel50=0)

— pour une précision uniforme sur le domaine localisé, dans le cas du call ci-dessus.
Enfin, on pourrait tenir des discussions analogues, aboutissant & la méme conclusion
générale, dans le cas d’une condition au bord de type Neumann bien choisie.

En pratique, on choisira de localiser le domaine en espace suivant

S = Syel VT hotr—5) (T—to)

Y

et de maniere analogue
S = Spe fovIho

Y

pour un facteur f suffisamment grand.
De méme, en variables centrées x ou logarithmiques y, des justifications contenues dans
les précédentes conduisent aux choix par défaut suivants:

=V T =1

2

7 =In(Sy) + fo T_t0+(r—%)+(T—to) Ly =In(Sy) — fo/T — 1o .

Numériquement, on prendra f de 'ordre de quelques unités, comme s’il s’agissait de
régler 'intervalle de confiance pour un Brownien — en général f = 4.5. Mais par exception,
on prendra f = /2Ny pour les résolutions a l'aide d’un #-schéma explicite (# = 0), ou
arbre trinomial. Ceci est en effet conforme au paramétrage classique en vigueur sur les
arbres, qui se compléte habituellement en Ny = 2Ny, d’ou par exemple si r = 0?/2
(équation de la chaleur, en variables logarithmiques) :

a?At o} (T —ty)NE 1

A= Ry SPNZ(T —t,) 2

I8

€ [0,1],

et stabilité du schéma pour ces paramétres sur I’équation de la chaleur (voir §3.2). La
motivation de ce choix est la priorité accordée au fait que les utilisateurs d’arbres puissent
mieux apprécier les résultats numeériques correspondants — ceux-ci devenant en contrepar-
tie plus difficiles a comparer avec les résultats obtenus par les autres schémas, puisqu’on
utilise des domaines différents pour le #-schéma explicite d’une part, et les #-schémas pour
0 # 0 d’autre part, toutes choses égales par ailleurs.
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Chapitre 4

Expériences numériques

Le Tableau 4.1 recense les valeurs par défaut des parameétres d’ores et déja introduits,
utilisés pour les expériences numériques par différences finies présentées dans la suite de
cette Partie.

r g to Sg T K
10% | 20% | 0 | 100 | 1 | 100

TaB. 4.1 — Valeurs par défaut des parameétres courants

De plus, ’Annexe E récapitule toutes nos conditions d’expériences numériques par
différences finies, en matiére de valeurs numériques des parameétres, comme de choix cor-
respondant aux points a, b et ¢ du §2.2.

Enfin, on notera:

— 2, 'estimée numérique d’une quantité x ;

— §(z,x) = logy, (100'?&“) , le logarithme a base 10 de l'erreur relative en % de & par
rapport a x.

Par exemple, § = 0 et § = —1 correspondent a des erreurs relatives respectives de 1%
et 0.1% ; plus généralement, une augmentation d’un facteur 10 en erreur relative corres-

pond & un incrément de 1 en 0.

4.1 Evaluation d’un call européen

[lustrons maintenant les généralités précédentes, sur 'exemple élémentaire du calcul
numérique du prix Iy (¢,5) d'un call européen, d’échéance T' et prix d’exercice K —
fonction de gain terminale

©(Sr) = 0k (Sr) = (Sr — K)¥, (4.1)

dans le modéle de Black-Scholes du §2.3. Tl x(¢,5) est alors connu explicitement, sous le
nom de formule de Black-Scholes (voir Annexe C).

Commentaire 4.1 (Erreurs a la date t,) La Figure 4.1 représente l'erreur commise
en calculant numériquement 1y (¢,S) a Uaide de différents 6-schémas, aprés un chan-
gement de variables centrant. On a représenté les erreurs a la date t = ty, pour diverses
valeurs de S.

Au woisinage de la monnaie Sy = 1001 le schéma de Crank-Nicholson conduit comme
prévu auxr meilleurs résultats, — les schémas implicites et explicites obtenant pour leur

1. Qui a servi & dimensionner le domaine localisé, voir $3.3.
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part des résultats comparables entre eux. De plus, loin dans la monnaie, c’est-a-dire pour
les grandes valeurs de S, le schéma explicite obtient les meilleurs résultats. Ces bonnes
performances du schéma explicite, par ailleurs plus léger a calculer (voir §3.2), peuvent
s’expliquer par les propriétés de structure extrémement fortes de la nappe des priz de call :
décroissance en t, croissance et convezité en S de la nappe (I x(t,5))i<r.5>0-

Commentaire 4.2 (Effets de bords) La Figure 4.2 présente par ailleurs les résultats
obtenus avec le schéma de Crank-Nicholson, sur des domaines localisés? de plus en plus
grands. Le domaine dans lequel 'erreur relative commise est inférieure au pour cent (par-
tie de la courbe située en-dessous du niveau § = 0 d’erreur) croit conjointement. On est
en présence d’un mauvais effet de bord, cause d’une erreur plus importante lorsqu’on s ap-
proche du bord du domaine localisé. On a vu plus haut (§3.3) que erreur de troncature
convergeait uniformément vers 0 sur le domaine localisé lorsque ce dernier tendait vers
R%. Mais c’etait pour une condition de Dirichlet transparente bien choisie au bord d’un
domaine localisé supérieurement en espace. Il n’edt été guere plus difficile de le farre sur un
bord inférieur et/ou pour des conditions auz bords de Neumann adéquates, puis pour des
conditions aux bords transparentes mixtes, alternativement Neumann sur les O At premiers
instants, puis Dirichlet sur les (1 — 0)At instants suivants de chaque pas de temps rétro-
grade, comme implémenté dans nos 0-schémas. En revanche, le choix de conditions aux
bords naturelles (voir §3.3), plus génériques mais non spécifiquement les mieux adaptées
au cas du call, introduit a contrario une erreur de troncature, a laquelle vient peut-étre
s’ajouter une erreur numMeErique.

Remarque 4.3 Le schéma explicite ne semble pas donner lieu a ce mauvais effet de bord
(Figure 4.1). Néanmoins, il faut noter que le domaine localisé choisi pour les expériences
correspondantes est plus grand que ceux utilisés pour les deux autres méthodes. Pour
ce schéma explicite, on a en effet voulu se rapprocher le plus possible des pratiques en
vigueur sur les arbres, pour lesquels 'usage habituel est de prendre Nx de 'ordre de
2Np, sur un maillage exponentiel. La condition de stabilité A < 1 du schéma explicite
se retrouve alors sous la forme d’une condition d’ouverture des branches que I'arbre doit
satisfaire : a taille du domaine en temps fixée, égale a T'—ty, il faut prendre un domaine en
espace suffisamment grand. La Figure 4.1 ne représente que la portion d’espace commune
au domaine utilisé pour le schéma implicite et de Crank-Nicholson d’une part, et d’autre
part au domaine utilisé pour le schéma explicite. On ne voit donc pas sur la Figure les
bords de ce dernier domaine.

Commentaire 4.4 (Pics) Les pics descendants observables sur les courbes des Figures
4.1 et 4.2, correspondent a des points du maillage ou [’erreur change de signe. Avec le
schéma de Crank-Nicholson, 'erreur relative vaut ainsi —4.8 107*% en S = 109.043745,
contre 4.1 107°% en S = 110.342729. La Figure 4.3 montre que ces pics ne tendent pas
a disparaitre si [’on augmente la densité du maillage, — pas plus qu’il n’apparait alors de
nouveaux pics. Il semble donc que ces pics, phénomenes isolés, ne doivent pas orienter
outre mesure [’analyse des résultats. Il parait ainsi plus juste d’apprécier ces résultats en
ne tenant pas compte de ces pics, considérant des enveloppes supérieures de ces graphes
d’erreurs calculées a l'aide de quantités du type :

0. (z,2) == sup 0(9,y) .

ly—z|<e

2. Facteurs f, voir §3.3.
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Fi1G. 4.3 — Pics — Schéma de Crank-Nicholson

4.2 Evaluation d’un call européen a barriére up out

Le call européen & barriére up out, a fonction de gain terminale 4.1 précédente, ne
peut étre exercé si le cours S du sous-jacent a atteint la barriere H — fonction réguliere
t — H,, qui peut étre constante & un niveau H, ou variable en temps. Dans ce dernier
cas, on parle de probléme a barriére courbe. On renvoie a [6] pour le détail d’une telle
application, correspondant a I’évaluation d’une option sur obligation.

Les options a barriére sont abondamment utilisées, notamment sur le marché des
changes. La présence de la barriére provoque une discontinuité de la couverture, source
de difficultés sur le plan numeérique. On renvoie a El Karoui, Carr-Ellis, Ritchken |69, 50,
119| pour les aspects théoriques. Le prix Iy g g(¢,5) de cette option a barriere dans le
modéle de Black-Scholes, vu comme fonction de la phase courante (¢,5), est solution du
probléme de Cauchy en temps rétrograde (2.4) pour la condition terminale (4.1), assorti
d’une condition de Dirichlet homogeéne sur la barriére H, bord supérieur du domaine en
espace. Alternativement, ce prix admet par la formule de Feynman-Kac la représentation
probabiliste suivante:

Uy ku(tS) = e‘T(T‘t)Eg’S)(ST — K) 1s<my,
ot {S < H} est une notation abrégée pour (),.,.7{Ss < H,}. Le gain de l'option dépend
donc non seulement de la valeur finale atteinte par le cours S du sous-jacent, mais égale-
ment de toute sa trajectoire. On parle d’option path dependent (dépendant du chemin).

4.2.1 Différences finies adaptées a la barriére

Dans le cas d’une barriére constante H = H, le gain de l'option peut étre rendu
Markovien, wvia ’extension de I’état du systéme a l'aide d’une variable supplémentaire
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“maximum courant de S”. La valeur de 'option est alors connue explicitement (Proposition
C.2). On peut par ailleurs procéder numériquement par edp, comme pour le call européen
du §4.1, en imposant de surcroit une condition de Dirichlet homogéne au bord supérieur
H du domaine discrétisé.

Commentaire 4.5 (Barriére constante) La Figure 4.4 compare les résultats obtenus
pour H = H = 120, a l'aide des 0-schémas explicite, implicite et de Crank-Nicholson,
apres changement de variable logarithmique. Les maillages sont calés a la barriere —

In(H) correspond au niveau en espace supérieur du maillage.
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Cours du sous-jacent

F1G. 4.4 — Call a barriére constante — Evaluation par f-schémas calés a la barriére

Dans le cas d’une barriére courbe, une premiére approche consiste a adapter les calculs
précédents — en espérant que le bord courbe ne déteriore pas trop la stabilité du schéma.
Les f-schémas peuvent en effet s’adapter a ces problémes, moyennant la prise en compte
de quelques exceptions dans I’évaluation des différences finies, pour gérer la condition de
Dirichlet homogéne sur le bord courbe.

Considérons par exemple le probléme 3.11 introduit au §3.1.2, exprimé en variables
centrées (3.4):

OM + L1 =115 t < T, o < Hy = Lert=t0)

I(T,x) = (xS exp(r(T — to)) — K)" = ¢k (x)
II(¢t,H) =0 .

Ce probléme résultant par changement de variable centrant du probléeme de I’évaluation

du call européen a barriére constante up out au niveau H, on en connait la solution
explicitement, ce qui permet de valider les résultats numériques.
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La diffusion exprimée dans la variable x étant lognormale, on choisit un maillage ex-
ponentiel en z — i.e. & Aln(z) constant, — pour une meilleure stabilité des (parties
explicites des) schémas, voir §3.2. On choisit de plus At/Aln(z) assez petit pour qu’en
un pas de temps la barriére ne puisse franchir plus d’un pas d’espace.

On peut alors utiliser les #-schémas pour ce probléme sur notre maillage exponentiel,
moyennant la prise en compte de quatre exceptions liées au bord courbe, qui reviennent
a introduire (fictivement) un nceud de maillage 1a ou passe la barriére, a chaque pas de
temps, comme on le fait avec les arbres — voir Figures 4.5 et 4.6 (& chaque pas de temps
n, on considére un systéme linéaire prenant en compte les rangs d’espace de 0 a m inclus,
m dépendant de n), et les références 6, 119, 112]|.

tn—l tn tnfl tn
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hl
Barriére
Tm+1 | Tmt1 \
Axm _ - - A
_ - - h _ - -~ h
tm - Y tm Y-~ Y
N A N A
N ~
N N
A N
N N
A N
AN AT AN Ay,
S N
N ~
N N
A N
N N
Tm—1 \’I Tom—1 \JI
62 ,n_nfl — 2 0_7727, _ 7T7T7LL _7T7T7L7,—1 62 71_”71 — 2 0—71'21 _ ’TI';LL —’7‘1’::7‘_1
@2 m h+ Azpy_1 h AZp_1 @2 7m h+ Azpy_1 h AZp_1
n—1 h” n—1

7.rrn,+1 = K +ACUm T

Fi1G. 4.5 — f-schémas et bords courbes — parties explicites

Plus généralement, on peut faire de méme avec toute barriére réguliére, monotone par
morceaux, quitte a mettre en ceuvre des traitements analogues sur les morceaux ou la
barriére est croissante.

Commentaire 4.6 (Barriére courbe — Différences finies adaptées) La Figure 4.7
compare les résultats ainsi obtenus a l'aide d’un schéma de Crank-Nicholson, utilisant
N7 = 100 pas de temps fois Nx = 151 pas d’espace : d’abord pour r = 0, — barriere en
variables centrées constante au niveau SEO = 1.2, — puis pour r = 20% — barriére courbe.
Dans le premier cas, on a représenté les résultats pour une grille calée a la barriére

d’une part, et d’autre part pour une grille décalée par rapport a la barriére (voir fin §3.2).
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4.2.2 Prolongement par antisymétrie

Afin de contourner les difficultés numériques liées au bord courbe, une approche alter-
native consiste a prolonger le probléme a ’espace tout entier, par antisymeétrie. C’est une
“version edp” du Lemme du maroir, suivant lequel le Brownien et son opposé ont méme
loi, initialisés a 'origine [92].

Aprés changement de fonction inconnue, le probléme (3.11) se rameéne au probléme
(3.14) pour II:

OMI+ 0% =0; t <T,y <h =In(H)=In(ZL)—r(t—t),
(Ty) = ¢ (y) = pxl(er)e s
H(t,ht) - 0 .
Définissons par imparité, pour y > hy :
(ty) := —TI(t,2h; — y) .
En particulier:
(Ty) = —¢x (2hr — y). (4.2)

Les dérivées en espace d’ordre pair et impair de la fonction ainsi prolongée sont anti-
symétriques et symétriques par rapport a la barriére, respectivement. Ainsi, dans tout
I’espace : . )

(ty) = —11(¢,2h — y) i

o ll(t,y) = —0,11(t,2hy — y) — 2h,0,11(t,2h, — y)

ayHN(tvy) = 8yH(t7~2h’t o y)

0,211(t,y) = —0,211(¢,2h — y).

(4.3)

D’aprés 'équation (3.14) rappelée ci-dessus vérifiée par IT pour y < hy, et les formules
de dérivation (4.3), IT est solution de I’équation suivante dans tout I’espace :

2
~ ~ o ~

En effet, (4.4) n’est autre que (3.14) pour y < hy, tandis que pour y > h; on a d’aprés
(4.3):

~ 2 ~
O,II(ty) + %ajm(t,y)
~ ~ 2 ~
= —O,01(t,2h — y) — 210, TI(t,2h, — y) — %ayzl_[(t,th — )
= —2h0,11(t,2h; — y)
= —2h,0,11(t,y) ,

d’aprés I'équation (3.14) appliquée en 2h, — y < hy, et (4.3).
IT vérifie donc bien (4.4) sur tout l’espace, ainsi que la condition terminale prolongée
par antisymétrie de Q.

Commentaire 4.7 (Barriére courbe — Prol. par antisymétrie) La Figure 4.8 re-
présente les résultats obtenus par résolution numérique du probléme 3.14 ainsi prolongé par
antisymétrie. L’algorithme utilisé pour cette résolution numérique est le sutvant. ™ dési-
gnant les valeurs calculées pour ’étape n, a commencer par la condition terminale rendue
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~n—1

antisymétrique sin = Ny — équation (4.2), — 7"~ est 'antisymétrisée (voir ci-dessous)
de @72, ot 7% est le résultat d’une itération (3.18) d’un schéma de Crank-Nicholson
a partir de 7 :
71 = (Id— &)(Id—l— E)_lfr".
2 2

Remarque 4.8 Par antisymétrisée d’une fonction f, on entend ici (trace sur le maillage
en espace de la) prolongée par antisymeétrie au-dessus de la barriére de la restriction de f en
dessous — ou plutot de 'interpolation linéaire de cette restriction (et 0 sur la barriére), si
f n’est définie que sur le maillage en espace. Une telle antisymétrisation apres chaque pas
de diffusion discrétisée semble nécessaire pour obtenir des résultats numériques corrects
par cette approche.

2 T T T T T T T
1.5 | -
1 - -
S
5 05 | .
(0]
=
s
o
- ol -
>
o
o
e 05} -
o
o
1k o
_15 - -
_2 1 1 1 1 1 1 1

50 60 70 80 90 100 110
Cours du sous-jacent

FiG. 4.8 — Call a barriére courbe — Schéma de Crank-Nicholson et prolongement par antisymétrie

On pourrait imaginer encore d’autres approches par différences finies, par exemple
en passant en variables (t,}%), dans lesquelles la barriére devient constante au niveau 1,
moyennant I'introduction de termes du premier ordre supplémentaires dans I’edp. Cepen-
dant, la dégradation des résultats, observée dans les deux approches précédentes lorsqu’on
“tord” la barriére, invite & aborder le probléme des bords courbes plus frontalement, a I’aide
d’éléments finis. Ainsi, a titre de comparaison avec ce qui précéde, on présente maintenant
une méthode d’éléments finis due a Jerome Busca [43], pour I’évaluation du call européen
a barriére up out.

4.2.3 Une méthode d’éléments finis

La méthode dont nous esquissons la présentation ici s’inspire de travaux concernant
la résolution du probleme de Stefan (Bonnerot-Jamet,Crank [38, 63|). Nous renvoyons a
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Busca [43| pour des énoncés et des tests numériques plus détaillés.

Le principe est le suivant : on introduit la grille formée des trapézes dont les sommets
sont réguliérement distribués (en variables logarithmiques) entre les valeurs y et h; pour
t =to, to + At,--- ,T. Dans toute la suite, Ny et Ny désignent respectivement le nombre
de pas de temps et de pas d’espace. On note alors t" = ty + nAt, y;, =y + Nﬂyhtn pour
0 <n < Npet0< m < Ny.On désigne par P" le point de coordonnées (t"y" ),
et par K le quadrilatére de sommets P, P ., Pt} Prtl (Figure 4.9). Tout point

m

P = (t,y) € K est repéré par ses coordonnées barycentriques (£,n), i.e.
Yy m y

= (1=t + &t = 1" 4 £AL,
y = (1—n) ((1=yp + &™) +n (1= Eypy + Eynih) -

\\\
\
K
\
t n tn+1 t

FiG. 4.9 — Eléments finis trapézoidaux.

A toute fonction ® définie sur K,
(&) = @(t,2).

Aprés localisation, moyennant (mettons) une conditon de Neumann homogéne au bord
inférieur en espace du domaine, le probléme d’évaluation de 'option a barriére courbe H,
s’écrit en variables logarithmiques:

on associe ® définie sur [0,1] x [0,1] telle que

. o? . 1 9y = .
oI + r—? ayﬂ+§a 8yzH = anl
H(vt,ht) = 0 (4.5)
0, 11(t,y) = 0
I(Ty) = (= K)".
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Ce probléeme admet la formulation faible suivante:

i
/ / 110, +— / ayﬁaycb
o \ t”+1 h¢ g+l h¢ .
( _7> / 19 <I>—|-r/ / o (4.6)
Yy

htn+1 . htn -
—/ 1"+, )@(t"“,y)dw/ (t"y)e(t"y)dy = 0,
Yy Yy

tn+1 tn+1

pour toute fonction-test ® réguliére s’annulant en y =7 et y = hy.

On cherche alors IT dans Uespace des fonctions dont la restriction a chaque trapéze est
un polynome de degré un par rapport a chaque variable barycentrique. Pour chaque m,
on teste la relation (4.6) sur la fonction ®™ de cet espace qui vérifie @™ (P) = §,,,. En
utilisant la formule de quadrature

4
~ 1 A~ A
W(n,€)dnd€ ~ — E U (P,
//[(),I]X[O,l} (1:8) 4~ (5)

ou {P,}, s =1, -4 désigne les sommets du carré unité [0,1] x [0,1], on montre facilement
que (4.6) conduit au schéma suivant :

1
1 ((yg:rll - ym+1) (W;lwl + Wg:pll) (yf%“l ~ Y 1) (7(;1171 + W;lf,ll))
1

-5 ((y;l::l - y;ljll) 7rn+1 (y;lwl - y;lrl) 71',?%)
_U2At <7r?n+1 — T _ T = M1 W;ﬁll - W;le _ W;le - W;Hl) (47)
4 \ymor —Un  Uh—Ymor Ymih —ymtl oyt — gyt '
o? At n n nt1 nt1
+{r— 7 _Z ((Trm—l—l - 7Trn—l) + (ﬂ-m—i-l - 71-m 1))
r t n n n n n n
+T (7Tm (ym—l—l - ym—l) + 7rm+1 (ym—:—ll ym+11)) = 0 :
Dans le cas d’une grille droite, on a y™t! = ¢y" y;‘;fl = Yms1 = Ym + Ay et T
yr_y =yr — Ay. Le schéma (4.7) ci-dessus se réduit alors a:
_ﬂﬁjl — T 0_2 Ty =2 et — 2kl g et
At 4 (Ay)? (Ay)?
" (T a 7) ( 4Ay> (st = Tc) + (Tt = mnth)) (48)
n+1 — 0
+2 (7r + 7, ) ,

qui n’est autre que le schéma de Crank-Nicholson. On voit ainsi que la prise en compte
du bord courbe se traduit simplement par 'introduction de termes correctifs. Le carac-
tere tridiagonal du schéma de Crank-Nicholson est préservé. On résout alors (4.7) par la
méthode du pivot de Gauss, ce qui donne un cotit de résolution linéaire, en Ny par pas
de temps.

Busca [43| valide cette méthode sur plusieurs types d’options. Nous présentons a titre
d’exemple une comparaison des erreurs relatives obtenues pour I’évaluation d’'un call eu-
ropéen & barriére up out constante® a I'aide des deux méthodes suivantes :

3. Pour lequel on dispose de formules explicites, voir plus haut.
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— la méthode de différences finies pour (4.5);
— la méthode d’éléments finis pour I’équation transformée en variables “chaleur” (pour
laquelle la barriére est une fonction affine du temps).

] ] ] ] ] ] ]
Différences finies barriere droite @
Eléments finis barriére affine ———-- -

logip (% erreur relative)
—_
|
/

4 | | | | | | |
40 50 60 70 80 920 100 110 120
Cours S du sous-jacent

F1G. 4.10 — Call & barriére courbe up out — Evaluation par une méthode d’éléments finis.

On n’observe pratiquement aucune dégradation de l'erreur due a la présence du bord
variable en temps (Figure 4.10). Des tests effectués sur d’autres types de barriéres (poly-
nomes, fonctions exponentielles) montrent que l'erreur due au bord courbe est faible, et
croit bien sir en fonction de la courbure du bord [43].

4.3 Détermination de la frontiére d’exercice d’un put américain

L’exercice anticipé du call américain d’échéance 1" et prix d’exercice K est toujours
sous-optimal. En effet, C' désignant le prix de ce call & une date fixée t < T, tandis que ¢
et p désignent respectivement les prix des call et put européens de méme échéance et prix
d’exercice, on a par positivité de p avant 1':

C>c>c—p=8S—Ke"TV>08_K,

par parité call-put. L’étude du call américain se confond donc avec celle de son homologue
européen. Ainsi passe-t-on directement a I’étude du put ameéricain.

4.3.1 Calcul par différences finies

Le put américain correspond au probléme (2.5), (2.7), pour la fonction de gain et
obstacle :

p(S) = 9" (8) = (K - 9)".

Pour une étude détaillée de ce probléme, non linéaire et beaucoup plus difficile que son
analogue européen, on renvoie a Jaillet-Lamberton-Lapeyre et Bensoussan-Lions [91, 24].
En particulier il n’y a pas de formule explicite. On sait seulement que la valeur recherchée
est I'unique solution de viscosité (continue, mais méme ici C en espace) de l'inéquation
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variationnelle associée, & croissance polynomiale (en S, localement uniformément en t)
[18, 108].

Commentaire 4.9 Les Figures /.11, 4.12 et 4.13 représentent les frontiéres d’exercice
calculées sur divers maillages, a l'aide de différents 0-schémas, utilisés dans des méthodes
de Trotter (§3.2). Sur ce probléme particulier du put américain, ces méthodes sont mieux
connues sous le nom d’algorithmes de type Brennan-Schwartz [91, 40]. En l'absence de
formule explicite pour ce probléme, la courbe ainsi obtenue a ’aide d’un schéma de Crank-
Nicholson — 0 = % dans la méthode ci-dessus, — pour Ny = 500 fois Ny = 1001 points
de discrétisation, sert de référence pour les autres calculs. Le schéma explicite Figure 4.13
montre les limites que ['on prévoyait (§1) lorsqu’on sort du cadre de la linéarité : le résultat
correspondant est extrémement grossier, méme avec Ny = 500 fois Ny = 1001 neeuds de
discrétisation.

102 T T T T

Schema de Crank-Nicholson ; NT =500, NX =1001 —
Schema de Crank-Nicholson ; NT =200, NX =201 -----

100 -

98 - 4
96 14

94 - i E

Cours du sous-jacent S

92 .

88 .

86 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Date t

Fi1G. 4.11 — Put américain — Frontiére d’exercice calculée & 1’aide d’une méthode de Trotter
utilisant un schéma de Crank-Nicholson

L’irrégularité de la frontiére d’exercice ainsi calculée (quel que soit le #-schéma impli-
qué) invite & envisager d’autres méthodes. Par différences finies, il existe des approches
plus performantes: itération sur les politiques, ou algorithme d’Howard-Bellman [109].
Evoquons plutot une approche par éléments finis.

4.3.2 Une méthode d’éléments finis pour le put américain

L’utilisation d’éléments finis pour la finance a déja fait ’objet d’une discussion générale
(§2.1) et d’une tentative pour I’évaluation du call & barriére courbe up out (méthode de
J. Busca 43| d’aprés Bonnerot-Jamet [38], voir §4.2.3). Or, 'algorithme de type éléments
finis utilisé pour ce calcul peut s’adapter au probléme du calcul d’une frontiére d’exercice.
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102 T T
Schema implicite ; NT =200, NX =201 ----
100
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86

Fi1G. 4.12 — Put américain — Frontiére d’exercice calculée & 1’aide d’une méthode de Trotter

implicite

102 T T

Schema explicite ; NT =200, NX =201 ----- j
Schema explicite ; NT =500, NX = 1001 ----- !

100
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’!
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Cours du sous-jacent S
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0.6 0.8 1
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Fi1G. 4.13 — Put américain — Frontiére d’exercice calculée & 1’aide d’une méthode de Trotter

explicite
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On profite alors de ces éléments finis pour resserrer la grille au voisinage de la frontiére
d’exercice, dont la position approximative aura été calculée au préalable par un algorithme
aux différences finies. Pour plus de détails, voir Busca [43].

A titre d’exemple, on peut observer Figure 4.14 la frontiére d’exercice donnée par cette
méthode d’éléments finis pour Ny = 450 fois Ny = 200 points de discrétisation.

Méthode d’éléments finis, NX=450, NT=200

100

98

96

94

92

Cours S du sous-jacent
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Date t

FiG. 4.14 — Put américain — Frontiére d’exercice calculée par une méthode d’éléments finis

4.4 Evaluation d’une digitale

On considére a présent une option digitale up in, d’échéance T et prix d’exercice
K, dont le prix Dy x(t,5) dans le modele de Black-Scholes, explicitement connu (voir
Annexe C), est la solution du probléme de Cauchy (2.4) en temps rétrograde, admettant
pour condition terminale la fonction de Heaviside en K :

©(St) = Hi (St) = 1{sp>k7 - (4.9)

Rapportant tout ou rien suivant que le cours du sous-jacent se situe de part ou d’autre
du prix d’exercice a I’échéance, une telle option est particuliérement spéculative. Elle a
aussi a voir avec le delta d'un call.

4.4.1 Calcul direct

La discontinuité de la condition terminale (4.9) fait apparaitre une nouvelle difficulté
sur le plan numeérique. En effet, voici (Tableau 4.2) les erreurs obtenues lors de la ré-
solution numérique de (2.4) pour la condition terminale 4.9, a l'aide d’'un schéma de
Crank-Nicholson, et pour les valeurs par défaut des parameétres — sauf r» = 0, le prix de
la digitale s’interprétant alors comme une probabilité, voir Annexe C: dans ces conditions
la valeur de I’option fournie par la formule explicite vaut 0.460127 & 107% prés.

Pour diminuer ces erreurs, on propose deux ameéliorations successives :

— on peut tout d’abord résoudre un probléme approché correspondant a une condition
terminale Hj, lissée de Hy ;
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Nt x Ny 50 x 101 100 x 399
% erreur relative 9.1 2.3

TAB. 4.2 — Evaluation d’une digitale — Calcul direct

— on peut aussi procéder a des intégrations par parties, s’inspirant de certains usages du
Calcul de Malliavin pour les méthodes de Monte-Carlo |78].

Dans un cas comme dans ’autre, on est ainsi ramené a une condition terminale conti-
nue. Ces idées présentent un caractére générique. Nous les présentons ici sur un exemple ;
elles ont fait par ailleurs & la CAR l'objet d’un travail spécifique (M. Benchekroun, sous
la direction de H. Berestycki [23]).

4.4.2 Lissage

Confronté a l'erreur numérique liée a la discontinuité de Hy, on peut tout d’abord
penser a résoudre I’équation (2.4) pour une condition terminale réguliére H5 qui approche
H . On introduit alors une erreur systématique, mais on diminue I’erreur numérique. Pour
donner une idée du bilan possible d’une telle opération, on a calculé numériquement D7. i,
solution de (2.4) pour la condition terminale Hj, coincidant avec Hy a l'extérieur d’un
intervalle [ := [K — ¢,K + ¢], tandis que pour S € I:

3
mi(s) = 238K 1B KF
2 4 ¢ 4 g3
e étant fixé de fagon heuristique a 50.

Le Tableau 4.3 donne I'erreur relative en % de D7, x(t0,S0), évalué numériquement a
'aide d’un schéma de Crank-Nicholson, par rapport a la valeur pour Dy (t9,5), calculée
a 'aide de la formule explicite.

Ny x Ny 50 x 101 100 x 399
% erreur relative 6.8 6.7

TAB. 4.3 — Evaluation d’une digitale — Lissage

La comparaison des Tableaux 4.2 et 4.3 montre qu’avec peu de points de discrétisa-
tion, la résolution pour la condition terminale Hj a déja convergé. Cependant, ’erreur
systématique place la valeur numérique ainsi obtenue a environ 7% de la valeur exacte
pour la condition terminale non lissée H .

4.4.3 Intégration par parties

Comme évoqué plus haut, une deuxiéme technique s’inspire de certains usages du
Calcul de Malliavin pour améliorer le calcul des Grecs par méthode de Monte-Carlo [78].
L’idée est d’intégrer par parties la condition limite singuliére par rapport a un noyau
approprié, apres une éventuelle localisation des singularités. En procédant ainsi, on résorbe
en grande partie I'imprécision numérique liée a la présence de ces singularités.

Alinsi, notons
B Osliy 50 (T,S)

htO;SO(T7S) = lt s (T S) )
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ou [ est la densité de la loi de S dans le modéle de Black-Scholes (2.1) (voir Annexe C).
Soit D?"If:‘) la solution de (2.4), pour la condition terminale — continue:

SO(S) = hto‘So (TVS’)SOK(S) :
Alors, Dé?)‘]‘fro et Dy ¢ coincident en (t9,Sp). En effet, par parties:

DT,K(tO;SO) = G_T(T_tO)E?)SOHK(ST)
+oo
= eiT(T*tO) HK(S)ltO,SO (T,S) dS
S=0

+oo
= ¢ T(T—to) / 01 (S)0slsy.50(T,S) dS
S

=0
= e*’”(T*to)E?‘Sohto,So (T.57)¢r(ST) = D?’),‘Igo (t0,5) ,

par une formule de type Feynman-Kac supposée valide pour ce probléme.

A titre d’illustration, on a calculé numériquement a l'aide d’un schéma de Crank-
Nicholson lerreur obtenue pour D?’fi‘) (t0,50) = Dy (t0,5) (Tableau 4.4).

Nt X Ny 50 x 101 100 x 399
% erreur relative -1.8 -0.012

TAB. 4.4 — Evaluation d’une digitale — Intégration par parties

4.4.4 Localisation des singularités

Si Ap i désigne la solution de (2.4) pour la condition terminale (discontinue) Hyx — H5,,
on a par linéarité :

— €
DT,K = DT,K+AT,K-

De plus, avec les notations du §4.4.3:

Ar k(t0,5) = A?”fi‘)(to,So).

En évaluant le terme correctif A?ﬁﬁ’}?‘) (t0,Sp) par parties, comme au §4.4.3, et en ajoutant le
résultat & la valeur numérique obtenue pour D5 ;- (%0,50) au §4.4.2, on obtient une nouvelle
valeur approchée pour Dy (t9,50).

Le Tableau 4.5 synthétise les pourcentages d’erreurs relatives obtenues par les quatre
approches exposées ci-dessus. Les erreurs obtenues par localisation des singularités sont
extrémement faibles.

Il faut cependant apporter deux réserves concernant les techniques d’intégration par
parties des §4.4.3 et §4.4.4. Premiérement, il s’agit de techniques locales, qui fournissent
un bon résultat en un point de la grille fixé d’avance, supposé nous intéresser particuliére-
ment, par exemple la phase courante, au détriment de la précision ailleurs qu’en ce point.
Deuxiemement, on utilise la connaissance explicite des lois de probabilité dans le modeéle.

Remarque 4.10 Ces astuces de calcul ne dispensent pas d'une analyse de 'erreur due
a la singularité de la condition terminale Hy (§4.4.1), ou hpg / son analogue localisé
(§4.4.3 / 4.4.4). Une telle analyse peut de fait étre menée, en reprenant des arguments de
Thomeée [131] (voir fin §3.2).
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Nt X Ny 50 x 101 100 x 399
Calcul direct 9.1 2.3
Lissage 6.8 6.7
Intégration par parties -1.8 -0.012
Localisation - 0.16 6.5 10 %

TAB. 4.5 — Evaluation d’une digitale — Localisation des singularités

Remarque 4.11 Pour toutes les expériences numériques présentées dans cette section,
on a utilisé un schéma de Crank-Nicholson, aprés changement de variables logarithmique.
Le choix d’un tel schéma, pour résoudre des équations pouvant comporter des conditions
terminales discontinues — fonction de gain d’une digitale, — n’est pas forcément le plus
judicieux. En effet, on a vu (Remarque 3.3.b) que ce schéma était a la limite de la stabilité
vis-a-vis des modes de fréquences élevées — du moins ’avait-on alors constaté sur I’équa-
tion de la chaleur, pour les grandes valeurs de A\ = o2 (AA;)2. Or une condition terminale
discontinue comporte nécessairement de tels modes.

4.5 Evaluation d’un call européen dans un modéle & volatilité
stochastique

Cette section vise & donner une idée du comportement du solveur SNOOII, dans un
cadre bidimensionnel. Comme on I’a déja vu au §3.2, SNOOII utilise alors une méthode
de directions alternées, implicite dans les directions successives d’espaces.

On considére le modeéle de Black-Scholes a volatilité stochastique suivant :

dS; = Ss(rds + o(Ys)dWy), Sy=S

dY, = n(Yy)ds +vdW), Y, =Y

d < WWY >.= pds |
ou

oly) = exp(y) Lyy<any,  ny) =k (c—y),

— M constante “grande”. Dans ce modéle, introduit dans Fournié-Lasry-Touzi [80] et
motivé par des travaux empiriques de la littérature financiére, k, c et v désignent respec-
tivement le coefficient de rappel, la valeur moyenne et la volatilité de la volatilité; p est

la corrélation entre le prix du sous-jacent et la volatilité.
L’équation de Kolmogorov d’évaluation du call européen? s’écrit alors :

Ol + rSOIL + 202520211 + (Y )Oy I + 3720311 + pySo(Y)o% I =rll, t <T
I(7,S) = (S — K)".

On n’a pas de formule explicite pour ce probléme. On a résolu numériquement pour
N7 = 52 pas de discrétisation en temps, fois Ny = 140 pas dans la premiére direction
d’espace (aprés changement de variables centrant), fois Ny = 40 dans la deuxiéme direc-
tion en espace. On a obtenu par une méthode de directions alternées la valeur 13.5407,
pour les valeurs autres que par défaut des parameétres fournies au Tableau 4.6.

Pour ces mémes spécifications, le prix de loption, calculé dans [80, §5.2] par une
méthode de Monte-Carlo mettant en ceuvre des accélérateurs appropriés, a convergé vers

4. On n’approfondira pas ici les liens existants entre la valeur du call dans un tel modéle, de marché qui n’est
plus complet, et “la” solution — dans un sens qui resterait a préciser — de cette “edp d’évaluation”; voir Hull-White
[86].
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oYo) | kK | ¢ | p | v
20% | 0.7|-1.6 03|05

TAB. 4.6 — Modéle a volatilité stochastique

la valeur 13.625 a 10~* prés au bout de 10* trajectoires. Pour comparaison, la valeur
correspondante dans un modele de Black-Scholes a volatilité constante o = o(Y?) serait
de 13.270.
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Chapitre 5

Evaluation d’un put asiatique

Le gain des options asiatiques dépend du cours moyen du sous-jacent, et non plus
seulement de son cours terminal. Ce sont donc des options path dependent. Elles ont
été introduites pour lutter contre la manipulation des cours au voisinage de ’échéance.
Elles sont donc moins spéculatives et souvent moins chéres que les options réguliéres
(méme si le prix d’un call asiatique européen de prix d’exercice K suffisamment faible
peut étre inférieur au prix du call européen standard, dans le cas d’un sous-jacent avec
dividende ¢ > r, voir Geman-Yor [84]). Elles sont en outre une réponse plus adaptée a
certains besoins. Ainsi, a ’échéance T, une entreprise dotée d'un call asiatique (européen)
approprié, peut choisir de payer K(T — t), plutot que le cours cumulé de S entre ¢ et
T, en échange d’un flux rentrant d’une unité de sous-jacent par unité de temps pendant
la période [¢,T]. Les options asiatiques sont en revanche plus difficiles & évaluer que les
options réguliéres. En particulier, elles admettent rarement une formule explicite. On
dispose par exemple d’une expression analytique pour la transformée de Laplace du prix
du call asiatique européen, mais cette expression est difficile a inverser numériquement [84].
Les options asiatiques font donc partie des options exotiques et sont souvent échangées
sur des marchés de gré a gré.

Le but principal de ce Chapitre est I’étude mathématique du put asiatique (& prix
d’exercice fixé, le plus courant) américain. Cette étude débouche sur la nécessité de calculer
une limite distinguée dans la solution d’une inéquation variationnelle d’évolution a deux
dimensions d’espace. En préliminaire, on étudie tout d’abord le probléme du put asiatique
européen, en rappelant ’approche de Rogers-Shi [120].

Dans toute cette section, t désigne la date de souscription de 'option. On considére
alors un point courant (tg,5p), correspondant a une date t, intermédiaire entre la date de
souscription t et la date d’échéance 1" de ’option.

5.1 Put asiatique européen

C’est l'option européenne générant a la date d’exercice T le flux suivant :

S K EAY 5.1
P((St)e<e<r) = T T ¢ : (5.1)
Par prix du put asiatique européen a la phase courante (ty,S5p), on entendra
to T +
¢~r(1=to) pto-So (K _ f; Std;"‘ {to Stdt) | 52)
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5.1.1 FEdp bidimensionnelle

Le flux ¢ défini par (5.1) dépendant de toute la trajectoire du processus (S;)i<i<r,
il semble nécessaire, pour rendre le systéme Markovien et exprimer le prix du put en
termes d’edp, d’introduire une variable d’espace supplémentaire. Cette variable, que nous
noterons I, correspond, dans un sens qui sera précisé par 'edp d’évaluation (5.5), au
processus ntégrale de S, noté (I;)i>q,, tel que par définition:

dl; = Stdt, t >ty ; Ito = I, > 0. (53)

Avec cette notation, le flux terminal (5.1) se réécrit:

p(Ir) = (K— Tli t>+ :

pour la condition initiale :

to
t

Considérons alors le probléme de Cauchy suivant, sur [¢,77] x R :

8tH+£S‘[H:T‘H, t<t<T (55)
I(T,S,I) = ¢(I) , ‘
ou par définition :
1
£S,I - 502528§2 + 7’585 + 581 = ,CS + 581 (56)

On n’aurait pas de mal (en raisonnant comme a la Proposition 5.8 & venir, en plus
simple, pour la continuité a priori, et en invoquant les résultats généraux de Ishii-Lions
[89] pour 'unicité) a établir directement la Proposition suivante — mais on a plus vite
fait d’appliquer une formule de Feynman-Kac généralisée disponible dans la théorie des
équations différentielles stochastiques rétrogrades (voir El Karoui et al. [70]).

Proposition 5.1 Lorsque (ty,Sy,lo) varie dans [t,T] x R% ?,

I +
H(to,So,Io) = eir(TitO) E?’SO <K - T } t>

(= le priz de loption si Iy = fttzot Sidt) est Uunique solution de viscosité bornée du probléeme
de Cauchy en temps rétrograde (5.5).

Preuve Sauf le caractére borné qui est évident sur la représentation probabiliste, cet
énoncé rentre en effet dans le champ du Théoréme 4.2 in El Karoui et al. [70].
(|

5.1.2 Scaling

D’aprés Rogers-Shi [120], on peut tirer parti d’une propriété d’invariance par change-
ment d’échelle (scaling), pour ramener le calcul du put asiatique européen a celui d’une
edp unidimensionnelle. Reprenons ceci dans nos notations.
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IT désignant le processus intégrale de S initialise & —K (T —t) + [° Sidt en ty, F;
désignant “I'information disponible a la date t” (supposée compléte), le prix (non actualisé)
de l'option est une martingale,

1 T
i, = Ep{(K——/ Sudu)*|F)
T—t),

+
K(T—z)—fttSudu 1 T /g
= E — — —u
o ( ros o) (3)w) |

= s (g e [ (%))

= St (I)(tantT) )

ou

—If dt
T t T T 2
= —, dy, = —mn (cdWi+(r—o7)dt) — ——, t>1.

Un (T - Z)St Uk Un ( t ( ) ) T — Z 0
Appliquant la formule de It6 a la fonctionnelle — supposée suffisamment réguliére — & €
CH2(Jt,T[xR% ), on obtient & une martingale locale prés (=), en notations multiplicatives
(voir Annexe B) et en “oubliant” I'indice supérieur T', pour alléger les notations:

1
dll = ®dS+ S (@@dt + 9, Pdn + 5832@027726175) +dS do

: -1 o2n?
= ®rSdt+ Sdt (8@ +0,P (T——t —rn+ 0277> + 277 8$2<P> — So*no,ddt

1 1
= Sdt <’I“q) + 0;® — (7“77 + T——§> 877(I> + 50’2772822q)> ,

qui est donc identiquement nul, puisque IT est une martingale. D’ou le prix de 'option
(diment actualisé) :

IO, = S, TD(1n) = S () |

ou
{ OV — (rn + 75) ¥ + 50°P05LT = 0
W (T'm) = .
On est ainsi ramené a une équation unidimensionnelle non dégénérée pour calculer le prix
du put asiatique européen en toute phase (¢,5), ou ¢ est compris (au sens large) entre t et
T.

Remarque 5.2 Plus généralement, sur la possibilité (au moins théorique) de ramener
une edp dégénérée a une edp non dégénérée en dimension inférieure d’espace, on renvoie
a Barraquand [19].

5.2 Put asiatique américain

Le put asiatique américain est identique au put américain du §4.3, a ceci prés que le
flux correspondant & un temps d’arrét 7 a valeurs dans [tg,7’] est maintenant le suivant :
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7St \ "
p((St)e<e<r) = | K — = - (5.7)
T—1
Par prix de cette option au point d’intérét (¢,Sp), on entendra:
o) o Sdt+ [T Sdt\ "
sup  ER07 L emrh) [ L 0 (5.8)
TE,T[thT] Tt

Comme on 'avait déja évoqué au §4.3, la présence du temps d’arrét 7, ou encore la possibi-
lité d’exercice anticipé de 'option, complique considérablement le probléme mathématique
et numeérique.

Remarque 5.3 Pour tout 7 entre £y et 7T

f; S,dt

T—1

(5.9)

se réécrit S, pour un 7’ entre t et 7, par la formule des accroissements limités. D’ou une
analogie entre ce put asiatique américain et le put américain standard.

Mais le fait que 7 soit un temps d’arrét n’entraine pas la méme propriété pour 7/. A
fortiori il est encore moins vrai que 7’ décrit ’ensemble des temps d’arréts avec 7. De plus
il faut faire attention a la singularité en 7 = t; lorsque t, = t.

5.2.1 FEdp bidimensionnelle

De méme que dans le cas européen, le flux (5.7) se réécrit a I’aide du processus intégrale
de S (5.3), et de la condition initiale (5.4):

o(r,I,) = (K— I >+ . (5.10)

T—1

Considérons le probléme suivant, sur |¢,77] x ]Rj2 :

{ (=01 — Lo T +7I1) A (IT—p(t,1)=0, t<t<T

N(T,S,0) = o(T,I), (5.11)

ou comme en (5.6):
Es,[ = ES + S@I .

Remarque 5.4 (5.11) est une inéquation variationnelle bidimensionnelle, arrétée en 7.
Cette inéquation est posée sur |t, T x R’f, 'intervalle ]t,T] étant ouvert en t. En effet,
I'obstacle (5.10) explose pour ty = t quand le temps d’arrét 7 tend vers ¢y, ce qui empéche
de définir 'inéquation variationnelle sur tout Uintervalle [¢,T].

Proposition 5.5 Notons pour tout (ty,So,ly) €]t,T] x Ry :

I \*
I(t5,50,lp) = max EgO’SO’IO){e_T(T_tO) (K— > } (5.12)

7—67-[t07T] T—1

— en particulier, le priz du put asiatique américain en (ty,Sy) (to > t) n’est autre que
I1(t9,50,10), ot Iy = tt:ot Sidt. La fonction 11 ainsi définie est l'unique solution de viscosité
bornée de (5.11).
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Remarque 5.6 En écho de la Remarque 5.4, notons que le second membre de (5.12)
n’est pas défini si ty = ¢.

Preuve de la Proposition 5.5
D’aprés Krylov |94, Theorems 3.1.8 et 3.1.11] (appliqués sur des domaines |t,T'] ou
t décroit vers t), II est continue, et vérifie entre toute date to €]t,7] et temps d’arrét
T € Thy,r (par exemple, constante ¢, > o), un principe d’optimalité. Ce dernier peut étre
vu comme un schéma en temps discret vérifié par II, monotone et consistant vis-a-vis de
’équation limite (5.11) — la borne sur |II] garantissant la stabilité. La fonction continue II
est alors solution de viscosité bornée de (5.11), en vertu des résultats généraux de Barles-
Souganidis |17] — l'unicité d’une telle solution résultant par ailleurs des arguments de
Lions et al. [108, 59].
([

5.2.2 Passage a la limite distinguée quand ¢, tend vers ¢*

La Proposition 5.5 ne fournit aucun renseignement sur le prix du put asiatique amé-
ricain a la date d’émission ¢. La Proposition 5.8, conjuguée a la Proposition 5.5, vise a
combler cette lacune.

Lemme 5.7 o constante positive. La solution,

2
eo‘Wt—UT(t—s)

T = t>s

Y

de
de; = oxy dW,, t>s; z, =1

(W Brownien standard initialisé en s), est une martingale continue positive. De plus,
(s <t)

Es,xsElx? _ 60'2(15—8)7 Es)ﬁszl(xt_]_)2 = 602(t_5> — 1’ (513)
2
(st ) € Bt X2 < 4B G
u€ls,t] u€ls,1]

(X=zoux—1).

Preuve Jusqu'a (5.13), le Lemme est bien connu. D’ou (5.13), par application a z? =

. o)2
e’ (t=5) ((20)Wi=CF(t=s) (5.14) résulte alors de Cauchy-Schwarz, suivi de l'inégalité de

sous-martingale continue |X| > 0 (inégalité de Doob, voir par exemple Karatzas-Shreve
|92, Chapter 1, Theorem 3.8.iv|). En effet, pour s < ¢t < u, X; = E** X, dou (0 <
)Xl < B, .

O

Proposition 5.8 Notant

I+ [7S,du\"
(¢,5,1) = max BV {0 o L) S (t>1),
Teﬂt,T] P T — z

le priz (5.8) du put asiatique américain en (t,S;) (i.e. a l’émission) n’est autre que la
limite radiale :

lim H(tO,SD(to - E)SE) .

to—tt
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Preuve Introduisons la notation I, = (ty —¢)S;. Le prix de option en (¢,5;) vaut d’apreés

(5.8):
TSdt\ "
II := sup E](,LSL) e O K — fi i )
TET[LT] T = z

On va montrer que pour tout temps d’arrét 7 a valeurs dans [t,T7], il existe 79 = 7 V ¢
temps d’arrét a valeurs dans [to,T], tel que

TSdt\ "
sy fooo (- 52)

I+ [ Sar\ "
S Ego,Sg) {e—r('ro—to) (K _ %) } + O(tO — t) ; (515)

To — 1

on montrerait de maniére analogue (en plus simple) que pour tout temps d’arrét 7 a
valeurs dans [ty,1] :

T + T +
Iy + [, Sidt Sdt
B {e_”(“to) (K -2 b Tfiot t ) } < By {e_T(T_t) (K — fi_tt ) }+O(to—§) ;
(5.16)

ou O est une fonction continue nulle en 0, indépendante des temps d’arréts.
D’ou par passage au sup sur les temps d’arréts concernés dans (5.15)-(5.16) :

ﬂ S H(tUJSLJlO) + O(tO - Z) )
(t0,5¢1y) S +O(tg — t) .

Puis par passage a la limite :
I = lim II(¢y,S:1,) ,

to—tt

qui est le résultat désiré.
Prouvons (5.15). On note

T + 70 +
/= (K_ft Sﬂt), - (Kff_Scl) 4= l_etes

T—1t T0—t ’

0<I(II)<K,0<A. Alors

[ 77D — [T e7r(0=t0)| <[ — []] e7(0mt) [ |em(TmD _ pmr(mo—to))

< I —1II| + I|1—e "ot gmr(r=D)
< |[I-1IIl + KA,

ou

A = 145 (er(tofi) _ 1) + Lireto) (eT(T*E) _ 1) < ettt _q

et

| (S — Syl | J; (St — Syt
I =11 < 1lgsip— p— )

< max |St - St| s
[t.to] -
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par la formule des accroissements limités. D’ou, par passage aux espérances :

|BL5] e LS (o)) < BhSE T e (Tl T (i)
< KA + E|I— 11
< KA + E“% r[nax|St Syl
tto
— KA + Sﬁ y
ou, par changement de variables centrant en ¢: S; = xtSLeT(t_ﬁ), — inégalité de Cauchy-
Schwarz, et inégalité (a — b)? < 2a* + 20?:
2
B? = <Et =1 max |z — 1|> < EYEl max (D — 1)?
te(t,to] te(t,to]

< 2 EY=! max a? (er(t_i) - 1)2 + 2 EY=! max (z, — 1)
te(t,to] te(t,to]

< 8 (er(toi) _ 1)2 e to-t) 4 g <602(toft) _ 1) 7

par application du Lemme 5.7.
En outre, par espérances conditionnelles imbriquées :

B [emr(ot) = ptStploSopfe=rln=to) = pLSIp 4 (ELS)plosStye=r(o=to)

oll, par changements de variables centrants en g :

|[II| = |E'%[[e~(0=t0) _ plost]e=r(ro=to))
70 r(t—t
[ gtosremty=rtromto) [ o _ Lo S0 Jyg me T dt
7‘0—2

T ri— +
_Et0,$t0516—r(7—0—t0) (K . lo + SE tOO €€ (t to)dt)

Tg—t

|SO St|f r(t to

< Eto,a:tOEle—’r‘(To—to)
- To — I
< 1Sy — S| Eor0=l max
te[to T}
o2
< 208y — Sy ez T t0)

par formule des accroissements limités et application du Lemme 5.7. Finalement,

|ELS§I e*T‘(T*D o Eto,SLII 671"(7’07t0)|
< |EYS et pS T emr(o—to)| | pES |

o2
< KA + S,B + 2¢%T 1) pbig) )|
< KA + S,B(1+42eFT-0))

qui tend vers 0 quand ty — ¢*, indépendemment des temps d’arrét.
O

Remarque 5.9 La principale difficulté du cas ameéricain par rapport au cas européen:
le fait d’avoir a considérer a la date d’émission une limite distinguée, tient a la possibi-
lité d’exercice instantané de 'option américaine. Or il est clair financiérement qu’un tel
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exercice est toujours sous-optimal: mieux vaut alors ne pas acquérir 'option. Il y a la
une apparence de paradoxe, peut-étre due a une maladresse dans la formalisation mathé-
matique: on pourrait en fait réduire la dimension du probléme, tout au moins dans un
cadre Black-Scholes — méme si on n'y arrive pas par adaptation immédiate de ’astuce
de Rogers-Shi [120] décrite au paragraphe §5.1.2. En effet, il faudrait poser:
K(r—t)—['S

t

(T—0)S,

n
Autrement dit, n dépend de 7, ce qui empéche de prendre n comme nouvelle variable
indépendante.

Remarque 5.10 Pour des techniques et expériences numériques relatives a ce put asia-
tique, on renvoie a Zvan et al. [136]. Le cas américain est particuliérement délicat. On est
en effet ramené a la situation de ’équation du transport (avec la difficulté supplémentaire
d’avoir & identifier numeériquement une limite distinguée dans la solution d’une inéquation
variationnelle & deux dimensions d’espace).
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Chapitre 6

Conclusion

Ce travail met en évidence 'intérét de recourir a des techniques numériques d’edp plus
sophistiquées, lorsqu’augmente la complexité des problémes envisagés. En particulier, les
méthodes arborescentes les plus répandues sur les marchés d’options, correspondant a
des schémas explicites bi- ou tri-némiaux, montrent rapidement leurs limites lorsqu’on
augmente la complexité du modeéle utilisé. Or, aujourd’hui, on observe par exemple un
recours de plus en plus fréquent a des modeéles calibrés sur données de marché (voir par
exemple Partie IV de cette thése). Pour calculer dans ces modéles, il est certainement
prudent d’introduire une partie implicite dans les schémas numériques utilisés.

Il semble néanmoins que les opérateurs de marché préférent souvent rester dans le cadre
des arbres, ou schémas explicites d’edp a deux ou trois points, plutdot que de passer aux
edp & proprement parler, avec utilisation d’algebre linéaire et de composantes implicites
dans les schémas. On peut en donner trois raisons:

— la premiére est historique: ¢’est d’abord dans ce cadre que les différences finies ont été
introduites en finance;

— la deuxieme est qu’en finances on a en général besoin de la solution du probléme d’edp
en un seul point d’intérét: la monnaie aujourd’hui. Or en utilisant des arbres a deux ou
trois branches, on se limite précisément a ce résultat, évitant ainsi tout calcul inutile;
— la troisiéme réside dans la simplicité et la souplesse de mise en ceuvre des techniques
d’arbres.

Tout en restant dans le cadre des arbres, on peut cependant améliorer les algorithmes en
introduisant des techniques d’edp. Ainsi, de méme qu’un arbre trindmial peut s’interpréter
comme un schéma explicite d’edp (voir §3.2), réciproquement un schéma implicite d’edp
peut étre vu comme un arbre avec un nombre infini de branches, dont les poids se calculent
par inversion de la matrice tridiagonale de 'opérateur discrétisé. Dans cet esprit on peut
introduire des arbres avec davantage de branches, en vue d’améliorer les propriétés de
stabilité ou de précision des méthodes numériques correspondantes.

A titre d’illustration, voici un exemple de schéma explicite & cing points, ou arbre
pentandmial, précis a I’ordre deux en espace comme en temps, pour I’équation de la chaleur,
sous la condition de stabilité déja rencontrée au §3.2, dont on reprend les notations.
Par rapport au #-schéma explicite du §3.2, ou arbre trinémial, on gagne donc un ordre
de précision en temps, moyennant la prise en compte de deux nceuds supplémentaires
en espace. Ce schéma pentanomial peut ensuite s’adapter sans difficulté & ’équation de
Black-Scholes (2.3), via les changements de variables ou de fonctions inconnues décrits
aux §3.1.1 et §3.1.2.

Théoréme 6.1 Sous la condition de stabilité X < 1, le schéma explicite a cing points
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suvant :

D W VS N
6t T+ Eéyzﬂ'—i‘ 5 (5) (5y471' =0

(A = 02At/(Ay)?), est une approzimation stable, consistante, précise a 'ordre au moins
deux en espace comme en temps, de [’équation de la chaleur (3.16) :

0'2 2
8tH + 38y2H - 0 .

Preuve Voir Annexe D.
O

Il ne s’agit la que d’un exemple, une alternative possible étant d’utiliser les degrés de

liberté supplémentaires accordés par les nouvelles branches de 'arbre pour améliorer la
stabilité du schéma.
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Quatriéme partie

Sur un algorithme de Calibration de la
volatilité locale
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Ce travail porte sur une procédure numérique de détermination d’une fonction de vola-
tilité locale, permettant de répliquer les prix observés sur les marchés d’options, et ensuite
de réaliser des calculs de nouveaux prix ou de couverture. Nous suivons la méthode de
controle optimal proposée par R. Lagnado et S. Osher [99], utilisant une technique de ré-
gularisation. Cette procédure met en jeu des méthodes d’équations aux dérivées partielles
et d’optimisation. L’objectif du présent travail est de préciser certains points de cette
méthode, notamment le calcul de la fonction de Green. Aprés une présentation succincte
de divers problémes de finance, nous examinons des aspects théoriques. L’implémenta-
tion des algorithmes fait ensuite ’objet d’une discussion spécifique. Enfin nous présentons
plusieurs expériences numériques, dont des tests sur données réelles.

Cette recherche a été développée a partir des travaux réalisés dans le cadre d’un “Stage
industriel pour doctorant INRIA” & la CAR (Caisse Autonome de Refinancement, Groupe
Caisse des Dépots, Paris), sous la direction de Henri Berestycki (alors consultant a la
CAR et Professeur d’Analyse Numérique a I’Université Paris VI), en collaboration avec
Jerome Busca (alors stagiaire a la CAR et doctorant au laboratoire d’Analyse Numeérique
de I'Université Paris VI). Merci aux autres permanents et consultants de la CAR qui ont
suivi I'évolution de ce travail, en particulier E. Fournié pour son initiation a ces problémes,
P.-L. Lions pour de nombreuses discussions sur les aspects aussi bien mathématiques
que numériques de la calibration, et N. El Karoui pour son approche mathématique et
financiére de ces problémes.
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Chapitre 1

Introduction

Il est bien connu que le modéle stochastique le plus utilisé sur les marchés d’options, le
modéle de Black-Scholes a volatilité constante [36], ne rend pas compte des prix observés
sur ces marchés. Pour y remédier, plusieurs modifications de ce modéle ont été proposées:
— modéles a volatilité stochastique (voir par exemple [80]) ;

— modéles a sauts (voir par exemple [79, 2|);
— modéles a volatilité variable (voir notamment Dupire, Lagnado-Osher, Avellaneda et
al., Bouchouev-Isakov [68, 99, 3, 39| et références loc. cit.).

On considére ici des modeéles a volatilité variable. Contrairement aux deux autres types
de modeles, et méme s’il représentent un cas (trés) particulier de modeles a volatilité
stochastique, les modeéles a volatilité variable présentent 1'intérét de toujours préserver la
complétude du marché [68]. Comme dans le modeéle de Black-Scholes & volatilité constante,
toute option y est équivalente a un portefeuille de numeéraire et d’actions, ce qui permet
d’en évaluer le prix par arbitrage.

Si 'on veut rendre compte a ’aide d'un tel modéle des prix d’options observés sur
le marché, on est alors confronté au probléme inverse de trouver une fonction de volati-
lité compatible avec ces prix. B. Dupire [68] a montré qu'il existe une telle fonction de
volatilité, moyennant des hypothéses raisonnables sur la famille des prix de marché. Il
propose de plus une technique de calcul de cette fonction de volatilité fondée sur la tech-
nique des arbres. Cependant, cette technique est instable et délicate a mettre en ceuvre
en pratique. Pour pallier cette instabilité, Avellaneda et al. 3] ont étudié une méthode
de lissage entropique visant a déterminer une nappe de volatilité compatible avec les prix
de marchés, minimisant une entropie relative par rapport a une nappe de volatilité locale
préalablement fixée. Plus récemment, R. Lagnado et S. Osher [99] ont présenté une tech-
nique alternative de calcul, fondée sur une approche de controle optimal d’équation aux
dérivées partielles d’évaluation des options. Parmi les développements les plus nouveaux
sur ce sujet, J. Bodurtha et M. Jermakyan [37| proposent une approche de type pertur-
bations singuliéres, fondée sur un développement en série de la nappe de volatilité locale
recherchée; N. Jackson et E. Siili [90| développent une approche paramétrique; I. Bou-
chouev et V. Isakov [39] étudient la stabilité dans le cas o(t,5) = p(t)o(S) et proposent
des méthodes numeériques.

Notre travail précise mathématiquement un certain nombre de points de ’approche de
calibration de Lagnado et Osher, met en ceuvre une implémentation de cette méthode,
et présente divers résultats d’expériences numériques. Au plan théorique, les principaux
éléments nouveaux apportés par ce travail sont :

e d’une part, des résultats loisibles dans un modéle de Black-Scholes & volatilité variable :
Théoréme 3.8 (propriétés qualitatives de II, dans le cas o bornée non dégénérée conti-
nue), Lemme 3.9 (L,-bornes sur la densité de probabilité de transition du sous-jacent),
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Théorémes 3.10 et 3.11 (et la généralisation immeédiate de ce dernier, comme précisé dans
le commentaire qui le préceéde; bornes sur les Grecs), ainsi que les Corollaires 8.1 et 8.2
(dépendance continue de IT par rapport a o ou (ty,5,7,K)) ;

e d’autre part, des précisions sur la méthode de Lagnado et Osher [99, 1997|: Théoréme
5.2 (le probléme de calibration pure est sous-déterminé), Théoréme 9.11 (le probléme de
minimisation de Lagnado-Osher est bien posé, du moins en se limitant & minimiser parmi
des nappes o telles que 0,0 < 0, et pour A suffisamment grand; seul résultat de cette
nature a notre connaissance pour un probléme de type calibration) et son Corollaire 10.1
(convergence vers la solution d’un algorithme de gradient projeté...), ainsi que le Théoréme
10.4 (...algorithme qui s’apparente a la méthode de Lagnado et Osher (1997)).

Notre propos dans cette Partie est donc la reconstruction d’'une nappe de volatilité
locale supposée rendre compte de la dynamique d’un sous-jacent, mais non pas, il convient
de le préciser, d’évaluer la pertinence d’un tel modéle au plan financier. Il est en réalité
vraisemblable que celle-ci ne prévaut que dans certaines conditions de marché. Pour rendre
compte du cas général, il faudrait envisager un modéle dynamique d’évolution d'une telle
nappe de volatilité locale. Sur ces questions, on renvoie aux études empiriques de Dumas
et al. [67] ou a ouvrage de synthése de Rebonato [118].
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Chapitre 2

Modéle de Black-Scholes, effet smzile et
structure par terme des volatilités

2.1 Modéle de Black-Scholes

Le modeéle d’évolution du prix d’'un d’actif le plus simple utilisé par les marchés pour
évaluer et couvrir les options sur un facteur est le modeéle de Black-Scholes a volatilité
constante 36|, décrit par ’équation différentielle stochastique (eds) suivante, sous la pro-
babilité risque-neutre P :

dSt = St((T - q)dt + O'th) s t> to > Sto == SO y (21)

ou:

— S; est le cours du sous-jacent, W, le Brownien standard initialisé en %,

— le dividende du sous-jacent, ¢ > 0, le taux court de I’économie, r > 0, et la volatilité
du sous-jacent, o > 0, sont constants.

Dans toute cette partie de thése, on suppose les hypothéses habituelles (méme si gros-
sierement irréalistes) de marchés financiers liquides, sans opportunité d’arbitrage et par-
faits |69]. D’ott notamment 'existence de la probabilité risque-neutre P.

On appelle call européen d’échéance 1" > ty et prix d’exercice K > 0, 'option corres-
pondant a la fonction de gain terminale en 7":

QOK(ST) = (ST — K)+
Son prix Iz x(t,50; q,r,0) (abrév. Ik (ty,S0; o), voire Iz x(t,5)) vaut alors:
HT,K(tO;SO) = Gir(TitO)Egg’SO(PK(ST)a

par absence d’opportunité d’arbitrage dans le modéle de Black-Scholes (2.1), sous la pro-
babilité risque-neutre P [100, 69]. A (T,K) fixé, ce prix, vu comme une fonction de (t,Sj),
est solution (classique) de I’équation parabolique backward de Kolmogorov, dite équation
de Black-Scholes |36 :

QI+ (r — q)SOsTT + 1025?02, =rIl, t < T
I(7,S)=(S— K)".
L’usage que font les marchés d’options du modéle de Black-Scholes est en fait inverse.

Il s’agit de retrouver, pour un prix observé, la constante o, dite de volatilité implicite, qui
redonne le prix observé dans le modéle de Black-Scholes (2.1).

(2.2)
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KxT mars 98 sept. 98 mars 99

2800 | 236.1 / 0.332202 | 307.7 / 0.247175 | 394.25 / 0.237276
2950 | 156.85 / 0.310332 | 233.7 / 0.242630 | 319.2 / 0.233912
3100 | 95.68 / 0.290567 | 172.15 / 0.237709 | 253.9 / 0.230180
3250 | 52.55 /0.272654 | 123.2 / 0.233190 | 198.4 / 0.226433
3400 25.5 / 0.256777 85.43 / 0.228816 | 152.5 / 0.222979

TAB. 2.1 — Priz (en francs) et volatilité implicite correspondante — q =0, r = 5%

2.2 Effet smaule et structure par termes des volatilités

On observe alors que les prix de marché ne sont pas compatibles avec le modéle de
Black-Scholes a volatilité constante précédent. Ainsi les volatilités implicites correspondant
aux prix de marché des call européens de diverses échéances T' et prix d’exercices K
présentent-elles des fluctuations, tant en 7" qu'en K. A titre d’illustration, on présente
Tableau 2.1 des prix (milieux des fourchettes de cotations recueillies sur Reuters) de call
européens du MONEP sur le CAC40 (¢ = 0) a la date ¢y du vendredi 21 Novembre 1997, le
CAC40 valant alors Sy = 2807.26 francs. A coté de chaque prix en francs, on a indiqué la
volatilité implicite correspondante pour un taux constant r = 5%, arbitraire mais d’ordre
de grandeur raisonnable. Ces volatilités implicites comportent donc une part d’arbitraire.
Néanmoins, on les présente car leur structure d’ensemble est significative, et intéressante
qualitativement. On s’est limité pour chaque échéance T aux cotations correspondant a
des options ayant réellement donné lieu a des transactions. En particulier, on a exclu les
call d’échéance septembre 1999, qui n’ont donné lieu & aucune transaction a la date t,.

On constate Tableau 2.1 les fluctuations annoncées, tant en 7' qu’en K.

D’une part, les volatilités varient avec la date d’échéance T'. Ce phénomeéne est connu
sous le nom de structure par termes des volatilités implicites. Il a été montré par Merton
[111] qu’il suffit pour en rendre compte d’autoriser la volatilité locale o & dépendre du
temps dans (2.1).

D’autre part, ces volatilités varient avec le prix d’exercice. Ce phénomeéne, connu sous
le nom d’effet smile, est incompatible avec un modéle de Black-Scholes dont la volatilité
est une constante, ou méme une fonction déterministe du temps. En d’autres termes, le
probléme de la détermination d’'une dynamique de la forme (2.1), pour une constante
ou une fonction du temps o, telle que les prix Iy x(ty,S0) des call pour divers T et K
reproduisent les prix observés sur le marché, est sur-déterminé. Il n’existe pas, en regle
générale, de constante ou fonction du temps o, rendant compte simultanément de ces prix.

Les marchés continuent néanmoins a utiliser le modeéle de Black-Scholes (2.1) a volati-
lité constante, calculant & la phase courante (y,Sy) les volatilités implicites correspondant
aux produits cotés. Ils en déduisent sur les produits restants un smile de volatilité implicite
— par exemple calculé a partir de deux points de chaque coté de la monnaie Sy, et com-
plété ensuite d’une fagon réguliére, mais arbitraire, qui ne fait pas intervenir d’information
financiére particuliére.
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Chapitre 3

Solutions fortes des problémes
paraboliques

3.1 Espaces fonctionnels et injections de Sobolev

On appelle bande @, tout produit d’un intervalle borné non vide fois R, dans le plan

R?. On note alors Qy, = QN {t > to}, @° = QN {t < T} (fermeture Q,, @T), to,I € R;
Cg((0 <)g,7), ensemble des fonctions continues sur @, comprises entre les bornes (0 <)o

< 7; BUCH((0 <)g,7(;w)), ensemble des fonctions sur @, équibornées aux bornes (0 <
o < 7, (équi-)uniformément continues (module w).

Etant donné un ouvert © du plan, de point courant (¢,z), on a la donnée usuelle des
espaces de Hilbert (et versions locales, Fréchet) Hf, . () C H{j,y (1) C Lagion(©2) - En
particulier,

~—

| u ||§{1(Q) = [lu ||%2(Q) + [ Vu ||%2(Q) ;
ou le deuxiéme terme est 1'intégrale de Dirichlet de u appartenant a I'espace de Sobolev
H'(Q2). On note également D(Q), 'espace usuel des (traces sur 2 de) fonctions réguliéres

a support compact dans le plan. Plus généralement, étant donné p € [+1, + oo, a > 0,
on a les espaces de Banach usuels C(Q), W, (), W, *(Q), tels que

lullwrzgy = lulle + 0wl + [[0:ule + [[02ullw
(et la version locale, ou Fréchet, Wp 2 (Q);

lullwiey = lulle,@ + [0wll,e + 0:ul@ ;

|ullcom = sup |u| + sup [ut2) — u(t',?)]
@ = - — .
= (t,2)€80 (1)t 2nea 8 =]+ |z — 2|

On dispose alors des injections de Sobolev suivantes (voir par exemple Larrouturou-Lions
[102]) :

— 2
Wi Q) = Co(Q), az1—]3>0 (3.1)
(Q ouvert régulier par morceaux du plan, — borné ou demi-plan), entrainant notamment
la continuité et l’existence d’un (unique) prolongement continu au bord pour toutes les

o 1,2
solutions introduites Définitions 3.1 plus bas, ou p > 2; on notera alors parfois W, ()
Pensemble des (classes de) fonctions u € W,»?(Q), telles que (le représentant continu)
ulg, = 0 (bord parabolique 0,(2);

Wi Q) = L,(Q), p=>1 (3.2)
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(2 ouvert borné régulier par morceaux du plan), injection compacte (Rellich-Kondrakov) ;
HY(Q) = L,(Q) , p>2 (3.3)

(bande ), voir I’Annexe F pour la preuve de cette injection, ainsi que d’autres propriétés
(dont on aura un usage plus occasionnel) des espaces de Sobolev sur bande .

3.2 Equations de Black-Scholes, Dupire et dérivées
Pour tout produit @ =R x R (R C R), on notera Q4 ou Q" =R x R’ .

Définition 3.1 (Ladyzhenskaya et al., Caffarelli et al., Wang [98, 45, 135]) Etant
donnés p €]2,+ oo, Q =|t, T[xR, ty,T € [t,T], et un probléme de Cauchy en temps back-

ward sur @T, de point courant (t,y) (QJTF, de point courant (t,5)) :

F(tayaﬁaatﬁaayﬁ7a§2ﬁ) = F’ 1:I|T Qb,

F/¢ continues, I € L,(Q)
(F(t,S,H,atH,agﬂ,a?ggH) = F, H|T = SO s
F/¢ continues, I' € L,(Q4) ).

a. On appelle solution forte dans Wpl’Q(Q(TJr)), ou W ( a))—solution, toute fonction

continue sur Q(TH’ vérifiant la condition terminale, (et dont la restriction & Qa) est)
solution Q(T+)—p7’esque partout de ’équation, appartenant @ WI}’Q(Q(T+)). — Définition
analogue avec W;’IZOC(Q(TJF)) :

b. On appelle W2

p,loc
fiant la condition terminale, (et dont la restriction a Q(T+) est) solution de viscosité
(continue) de l’équation, au sens habituel (voir par exemple Crandall-Ishii-Lions [59],
ou Anneze A), si ce n'est que les fonctions-tests sont prises dans (le sur-ensemble)
1,2 : ,
W0l a)), au lieu de (mettons) CH%( a)).
c. Définitions analogues a a et b pour un probleme de Cauchy en temps forward sur

Quo» de point courant (T'k) (Qf, de point courant (T,K)).

. L . . —T .
(Qa))—solutlon de viscosité, toute fonction continue sur Q) véri-

Remarque 3.2 Dans le contexte de la Définition précédente, et en cas de second membre
(I ou I') continu (nul notamment), toute solution de viscosité est en fait Wpl,’lic—solution
de viscosité (donc les deux notions de solutions de viscosité coincident).

Définition 3.3 Etant donnés une bande Q =|t,T[xR; q,r € [0,R]; & € Ca((0 <)a,7);
P e 1,(Q) (b €2, + ool

a. On définit le probleme de Cauchy en temps backward B‘S'gé*(T,k;q,r,é) (+, par
défaut), ou équation de Black-Scholes du call /put (call, par défaut) (respectivement
BSbT (T;q,r, o;1'), ou équation de Black-Scholes dérivée) en variables logarithmiques

(ty) € @T, paramétrée par (T)k) € Q, k = In(K),

2 2

« 2 - 2
—9,11 — <T—q—M> ayﬁ—MG;Qﬁerﬁ =0 surQr,
Oy = (e — )™,
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respectivement

—0,(S11) — (r —q— M) 9, (011) — M822(6ﬁ) +rIl = T sur Qp

‘ 2 2 Y
6H|T = 0,
—1I(t,y) étant W;”lic(QT)—solution de BS;%_ (T.k; q,r,0), si et seulement si 11(t,S) =
H(ty) (S = €Y, voir Anneze H) est Wpl,’lic(Qz)—solution de [’équation de Black-

Scholes du call /put suivante, en variables financiéres (t,5) € @i :

2
—oI1 — (r — q)SOsII — @52@%21—[ +rll = 0 sur @,

3.4
My = (S—K)*/~, &4

b. Variations et considérations analogues relatives a l’équation de Dupire en variables
financieres forward (T,K) € Qf , a la phase courante (t,Sy) € Q.

(o(T . K))*

5 K2a%(zHT,K+QHT,K = 0 sur Q;—) y

{ Orlly x — (¢ — r) KOk lly x —
H;, = (So—K)*.

(3.5)
Soit, en variables logarithmiques forward (T.k), k = In(K); yo = In(Sp) ,

;EQﬁT)k—FqﬁT,k = 0 sur @y,

(3.6)

Remarque 3.4 Changeant en outre le sens du temps 7', via 7 = T+t — T, g(r,k) =
o(T,k) pour toute fonction ¢, alors le probléme (3.6) n’est autre que BSét0 (T',yo;7,q,0)

(exprimé en variables 7,k).

3.3 Théorie de la régularité W~
On dispose des estimations a priori W,»* suivantes.

Proposition 3.5 (Wang [135], Crandall et al. [58, 60]) Soient (T'k) € Q = [t,T] x
R; ¢, € [0,R], 6 € C5((0 <)g,5); I' € L,(Q) (p €]+ 2, + o0]).

a. (Estimations intérieures) Soit une solution de viscosité I1 de Bsgé_ (T.k; q,r,0), res-
pectivement Wpl,’lic(QT)—solution de viscosité 011 de BSbT (T q,r,5;1). Alors pour tous
ouverts Q' CC Q" C Q" :

I iy < C (1T lrwn (3.7)
respectivement
161 lyreon < C (1T leaen + 101 loem) (3-8)

C=GCQ\Q" R;0,0).
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b. (Estimation globale) Soit une W2 (Q.)-solution de viscosité .11, du probleme BS4,r (T

p,loc
q,r,0; 1) localisé o Q. = QT N{|y| < Y.} (Y. /" +o0 quand £ — 0), moyennant une
condition de Dirichlet homogéne au bord en espace.
Notant U'. =T — (r — q — (6(t,y))?/2)0,(0.11) — rd 11 :

10:8.10) ey + N 052810 1,0 < C N1 iy (3.9)
C=0Cyet,T;0,0).

Preuve Voir Wang [135, Theorem 5.9 et la Remark 2 qui lui fait suite, et commentaires

p. 65 et §6|, Crandall et al. [58, Theorems 1.4 et 2.1|, [60].
(|

Lemme 3.6 (T,k) S @ = [z,T] X R; A(n),T(n) € [U,R], 5(n) S C@((O <)Q,5),’ f‘(n) S Lp(Q)
(p €l +2,+oo], «a=1-2/p>0). On suppose que quand n — +00, qn,ryn tend vers q,r/
g, tend vers &, localement uniformément sur Q /I, L,(Q))-converge vers I'.

a. (Equations de Black-Scholes et Dupire) Toute solution de viscosité 11 de BS&%_ (T,k; q,r,

. . 1,2
&), en est une solution forte dans W)

,loc(QT)7 et il existe au plus une telle solution

f[ magorée (en valeur absolue) par K V' S. De plus, si S, respectivement K, majore
IT1|, alors pour toute B,.(t,y) C Q"

| I leo By < C |l 11 ||W1,1’2(B€(t,y)) < C'C S, resp. C'C K, (3.10)

C=Cyle; Ry00), C'=C(e).

Enfin, lorsque n — +o00, toute limite localement uniforme sur @T de W;’IQOC(QT)—

solutions de BSC%* (T,k; GnyrsGn) est W2 (QT)-solution de BSC%*(T,k; q,r,0).

p,loc

b. (Equations dérivées) Il eviste au plus une W;ic(QT)—solution de BSbT (T;q,r,5; T)

tendant vers 0 quand |y| — 400, uniformément en t € [t,T]. De plus, pour toute
W2 (Q")-solution 011,

I o1l ||Cg@T) < o1l ||WI}’2(QT) ) (3.11)

C'=C), et OTT est aussi unique W2 (QT)-solution de BSbT(T;q,r,(}; I') tendant

p,loc
vers 0 quand |y| — 400, uniformément en t € [t,T]. Enfin, lorsque n — +o00, toute

limite localement uniforme sur @T de W;j’lic(QT)—solutions de BSbT (T Gy Trs0n; L),

est W2 (QT)-solution de BSbT (T; q,r,5;1).

p,loc

Preuve
a. D’aprés Destimation intérieure (3.7), une telle solution de viscosité IT est en fait une
W;’lic(QT)—solution, et on a, si de plus |II| < S, resp. K, la partie droite dans (3.10)
— la partie gauche provenant de 'injection de Sobolev (3.1) sur 2 = B.(t,y).
Montrons I'unicité d’une solution IT majorée (en valeur absolue) par KV S. I1—IT' dé-
signant la différence entre deux telles solutions, alors, par linéarité, = e‘2y+“t(f[ —

1) (u=r+43%) est W;”lic(QT)—solution (de viscosité, a fortiori) de

—O,11 — (r —q+ 3(0(7527”)2) d,11 — wéy))?ajzﬁ +(2¢ 47 — (6(ty)HI = 0

ﬁ|T EOJ
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I(t,y)| < 221 (K v e¥) < & pour |y| > Y. > 1/e, uniformément en ¢ € [¢,T].
Alors, |TI] < e sur Q. = QT N {Jy| < Y.}, par principe du maximum faible pour les

Wpllic(QT)—solutions de viscosité de nos équations sans second membre (Wang [135,

Corollary 3.20]). D’ou Il = 0 sur Q" par passage a la limite quand £ — 0. Enfin,
vu ce qui précéde, le passage a la limite quand n — +o00 n’est autre que la stabilité,
bien connue, des solutions de viscosité habituelles.

b. Par pr1nc1pe du maximum comime en a (en plus simple), on a unicité dans la classe des
Wp 2 (QT)-solutions de BS,,.(T’; ¢,r,; ) tendant vers 0 quand |y| — +oo, uniformé-
ment en ¢. Par ailleurs, pour une W,*(Q")-solution o11 de BS,r (T q,1,0; I), lesti-
mation (3.11) résulte de 'injection de Sobolev (3.1), sur le demi-plan  =]¢, +oo[xR
(611, continue sur @T et nulle en 7', étant en effet assimilable & un élément de Wpl(Q),
en la prolongeant par 0 a droite de T'). 611 € C° (@T) NL,(QT) tend alors vers 0 quand
ly| = 400, uniformément en ¢ € [t,77].

Enfin, vue lestimation intérieure (3.8), le passage a la limite quand n — 400 n’est

autre que la stabilité des Wp 2 (QT)-solutions de viscosité.

|

3.4 Existence, unicité, représentations probabilistes des solutions

On énonce a présent les Théorémes 3.8, 3.10 et 3.11, dont les preuves font ’objet des
Chapitres 4, 6 et 7 — les Chapitres 5 et 8 tirant respectivement des conséquences du seul
Théoréme 3.8 et des Théorémes 3.8 et 3.10.

Lemme 3.7 Q = [t,T] x R; (¢,5) € Q; ¢,r € [0,R]; 5 € Co((0 <)a,a). Alors
a. leds (2.1), a volatilité variable o = o(t,5), admet une solution faible unique en loi
sur [to,T], telle que

t 1 t .
S, = Sy elr0t=t) exp (/ o(s,55)dWs — 5/ 02(3,53)ds> , t € [to,T]

to to

ot la derniére exponentielle est une martingale sous la probabilité risque-neutre P,
en particulier B9 S, = Sye"=0=%) poyr t € [ty,T|. De plus,

t
E?’So/ 1{Su2K}U(U;Su)Suqu =0, tHh<s<t< T.
b. Pour tout (T\K) € @jo (to < T), le priz Iy k(ty,S0) du call européen d’échéance T
et priz d’ezercice K, a la phase courante (to,S0), dans le modéle de Black-Scholes
a volatilité variable o = o(t,S), s’écrit bien comme espérance actualisée du gain du
call en T':
M7 g (to,So) = e "I 9% (Sp — K)* |

sous la probabilité risque-neutre P; en particulier, 0 < Iy x(t,5) < So-

Preuve

a. Voir Strook-Varadhan [127] (aprés passage en variable logarithmique), puis (de retour
en variables financiéres ¢,5) Karatzas-Shreve [92, Problem 5.6.15 et Corollary 3.5.13|
— la borne @ sur la nappe admissible ¢ garantissant la condition de Novikov:

1/t 7
b ok [Pesai < v, )

to
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De plus,

t

t
Bl / 15,5510 (4,5,)S,dW, = B ES / 1(s,>510(1,S,) S, dW,, .

=s

11 suffit alors de vérifier que E3°° fJ:S 02(u,S,)S2du est fini, pour tout ¢ > s. Or,

¢
/ 0% (u,8,)S%du < 82D (t — ) max a? |

w€[s,t]
ou, par inégalité de (sous-)martingale (d’aprés ce qui précéde) continue x,:

) SEI N SEI
E3®=" maxa? < 4 E3©Tla?
u€ls,t]

.ZL’? _ equ:s 02(u,Su)duef£:S 20’(u,5u)qu7% fiZS(ZU(u,Su)Vdu )

Et donc ,
E;,J?szlx? S 6(t—s)o’

b. Voir Karatzas-Shreve (92, §5.8.A], sachant a. Alors,
0 < e—r(T—to)E}fg,So(ST . K)+ < e_T(T_tO)E?’SOST — Soe—q(T—to) < SO :

d’apres a.
(|

Le Théoréme suivant précise des résultats de Dupire [68]; voir également El Karoui
69).

Théoréme 3.8 (Voir Dupire [68], El Karoui [69]) p €]2,+00[; Q = [t,T] xR; ¢, €
[0,R]; o € Cg((0 <)a,7). Alors,

a. Pour tout (T\K) € Q,, le priz, @i > (t,S) — Iy (t,S) est lunique Wplfoc(Qz)—
solution comprise entre 0 et S', de I’équation de Black-Scholes backward (3.4) du
call, a volatilité variable o = o(t,S). De plus, 11 est conveze croissante en S, non
décroissante par rapport & la nappe o, et tend vers 0 (Se=9T=0 — Ke "I quand

S — 0" (+00), uniformément en t € [t,T].

b. Pour tout (ty,S) € Q, la nappe des priz de call courante, @jo > (T,K) — Iy k(ty,So),
est l'unique W;,’lic(ng)—solution, comprise entre 0 et S?, de l’équation de Dupire for-
ward (3.5), a volatilité variable o = o(T,K) .

Cette nappe est en outre décroissante convexe en K, non décroissante par rapport
a la nappe o, tendant vers Spe 1T~ — Kem(T=t) ) quand K — 0% (+00),
uniformément en T € [ty,T].

De plus, pour presque tout T, O%QHT,K(ISO,SO) n’est autre que la densité de transition
de probabilité continiment actualisée au tauz r (e”"T=10)x la densité), Gy, s, (T,K),
du processus S initialisé en (ty,S).

Preuve Chapitre 4.
O
On n’a pas trouvé de référence dans la littérature pour le Théoréme 3.10 suivant,
méme si Fabes ou Fabes-Riviére |73, 74| contient beaucoup d’éléments. Ce qui manque est

1. Donc a croissance linéaire en S, uniformément en t.
2. Donc bornée en 7', K.
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Iestimation (3.16), avec les dépendances indiquées pour la constante C'. On l’obtiendra par
des estimations probabilistes de Stroock-Varadhan [126] et une analyse de perturbations
au voisinage de la nappe constante oy.

Lemme 3.9 (t,y), (T.k) € Q = [t,T] xR (t <T); ¢,r € [0,R]; 6 € BUCH((0 <)o,7;w).
Soit g5 (t,y; s,x) (t < s), la densité de probabilité de transition contindment actualisée au
tauz r (95 = e % g densité) du processus y = In(S) correspondant auz données q,r,d
(densité qui existe, pour presque tout s > t; Stroock-Varadhan [127, Section 8]). On a

|| g,}(t,y; '7') ||LA(]#,T[><R) < CA(LTJR; gv&vw) ) 1 <A< +o00; (3'12)
|| gﬁ(tay; '7') ||Lp(}t1T[><R) < CP(E,T,R;Q,E,CU) ) 1< p< 3. (313)

Enfin, pour tout 1 < p <3, etY fizé > 0,
95 (55 ) N,qerix-von = Op [yl =Y)7] (3.14)
0,=0,tT,R;0,0w).
Preuve §6.1.
Théoréme 3.10 (ty), (T.k) € Q = t,T) xR (t < T); q,r R;Te€L,(Q),pel=
<

) > [07
[7/3,8/3], a =1 —=2/p > 0. Alors il existe 0 < g9 = g¢(t,T,R,00) < 0¢/2, tel que pour
toute & € BUC@(O’U — £0,00 + 60),

T
SMl(ty) = EY / 0P (s.4.) ds | (3.15)

s=t
— indépendant du représentant de (la classe de fonctions) I considéré, — est lorsque (t,y)
varie dans @T lunique WI}’2(QT)—soluti0n, ou W;”lic(QT)v—solution tendant vers 0 quand

ly| = +o0, uniformément en t € [t,T], de BS,,+(T;q,r,0;1).
De plus,

1671 e, < € 1o lhysegry < CC I Flliery » (316)

C' = C), comme dans (5.11), C = C(t,T; R,00).

Preuve Chapitre 6.
(|

Le Théoréme 3.10 précédent peut étre vu comme un cas particulier du Théoréme 3.11
suivant, qui tire des conclusions plus fortes d’hypotheéses plus faibles — mais au prix d’une
preuve utilisant des arguments plus techniques et indépendante, n’utilisant pas Fabes et
al. |73, 74]. Le Théoreéme 3.10 est suffisant pour I’essentiel des besoins du présent travail,
aussi est-ce a lui qu’on préfére recourir dans la suite. L’utilisation alternative du Théo-
réme 3.11 permet néanmoins d’obtenir plus loin un espace K exogéne, indépendant des
données du probléme, voir Remarque 10.2. Le Théoreme 3.11 est par ailleurs un résultat
autonome, intéressant en lui-méme, qui s’étend de maniére immeédiate (on s’en convaincra
en relisant sa Preuve) a toute équation parabolique linéaire du second ordre a coefficients
mineurs (resp. principaux) mesurables (resp. continus) bornés non dégénérée, en dimen-
sion quelconque d d’espace (en prenant p €|d, + oo dans ce Théoréme; R désignant alors
une borne sur les coefficients d’ordre 0 et 1, et ¢/ un module de parabolicité/une borne
sur le coefficient de diffusion).
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Théoréme 3.11 (t,y), (T)k) € Q = [t,T] xR (t < T); q;r € [0,R]; 6 € Cu((0 <)g,0);
I'e L,(Q) (p €)2,+ oo]). Alors

T

SMl(ty) = EY / 0P (s.4.) ds | (3.17)
s=t
— indépendant du représentant de (la classe de fonctions) I considéré, — est, lorsque

t,y) varie dans _T, Vunique WE2(QT)-solution, ou W2 (QT)-solution tendant vers 0
Yy P P

Jloc

quand |y| — +oo, uniformément en t, de BS(,: (T’ q,r,0; I).

De plus,
61 lgigr, < € 101 lhygagry < CC [ Fllen . (319)
C'=C, comme dans (3.11), C = C,(t,T; R,0,0).
Preuve Chapitre 7.
O

Dans les Preuves, on procédera souvent par densité a partir de la situation ot & est en
outre Lipschitzienne (d’ou existence d’une densité de probabilité de transition continue
hors de la diagonale pour la diffusion, et d’une solution fondamentale au sens classique
pour I’équation de Black-Scholes), a 'aide du Lemme standard suivant.

Lemme 3.12 Bande Q, ¢ € C5((0 <)a,7), resp. BUCH((0 <)a,7;w). Alors, il eziste &,
Lipschtzienne € Co((0 <)a,0), resp. BUCH(0,0;w), 6, tendant vers ¢ quand n — +0o0,
localement uniformément sur Q, resp. uniformément.

Preuve On prolonge & par constance en temps dans une sur-bande Q (Q C ). Par
convolution (& 'aide d’une suite régularisante p, a support C Bs, § = d(£2,Q)) on construit
Gn = pnx 0 (G ainsi prolongée), &, Lipschitzienne € C5((0 <)o,7), resp. BUCz(a,7;w),
tendant vers & quand n — +o00, localement uniformément sur @, resp. uniformément.

O
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Chapitre 4

Equations de Black-Scholes et Dupire

4.1 Preuve du Théoréme 3.8 (cas Lipschitzien)

Supposons de plus & (uniformément) Lipschitzienne (constante de Lipschitz A). Alors
pour ¢, ¢ assez grands fixés positifs, on a existence et unicité d’une solution classique a
croissance < cexp(c'y?) (respectivement < cexp(c'k?)) de équation de Black-Scholes du

call en variables logarithmiques backward (t,y) € @T (respectivement Dupire en variables
logarithmiques forward (T',k) € @to), par application de Friedman |82, Chapter 1, Theorem
12 et Chapter 2, Theorem 10].

En effet, par exemple en variables (¢,y), on a le résultat si ¢, (y) < e¥ < e“e®’ (y € R),
pour h fixé positif < 1/(26%(T —t)), ce qui est réalisé en prenant C suffisamment grand
— dépendant de h, sans inconvénient; et c’est analogue en variables (T'k).

De plus, (Friedman [81, Chapter 6, Theorems 4.6 et 5.4]) la solution de I’équation de
Black-Scholes précédente en variables backward (t,5) n’est autre que

efr(Tft) E;;S (ST . K)+ 7
convexe décroissante par rapport au paramétre K, et on a une représentation probabiliste
analogue pour la solution de I’équation de Dupire précédente en variables forward (T,K)
— qui est donc convexe croissante en Sp.

Enfin, la loi de transition du processus S admet (par rapport a la mesure de Lebesgue)
la densité contintiment actualisée au taux r

GtO,SO(T;K) — 8272HT)K(150,50), (41)
continue par rapport aux quatre variables (ty,Sy,7,K) (to < T). En effet, d’aprés les
résultats généraux de Friedman [81, Chapitre 6, Theorems 5.4 et 4.5], seul (4.1) reste a
justifier. Or, l'existence méme de la densité Gy, 5, (T,K) := e" T~ G, s (T,K) implique
la continuité en K de P (Sy > K), d’ot, pour tout K:

Pto,So(ST > K) = 8}( (/
S

K
P (S > S)dS> :

=0
Or, par Fubini:

K K
/ Pl (Sp > S)dS = / ER1s,55,dS
S S

=0

K
= E?’SO/ 1isp>53dS
S

=0
= ER™{Sr— (Sr—K)'}
= Spelm DT — Tl (t,50)
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(ﬁ = e”(T_tO)H), d’apreés le Lemme 3.7.a. D’ou en dérivant par rapport a K,
PtO’SO(ST Z K) = — aKﬁT,K(to,So) s (42)

et
Gto,So(T;K) = — 8](Pt0’SO(ST Z K) = 8%@1111[((150,50) ,

alias (4.1).

Remarque 4.1 Par les considérations analogues relatives a I’équation de Dupire, et chan-
gement de variables logarithmique, 6’9(852 —ay)f[T‘k(t,y) s’apparente a son tour a une den-
sité continiment actualisée au taux ¢, (Friedman |82, Theorem 11, Chapter 1 et Theorems
1 et 2, Chapter 9]) majorée en tant que telle par g (t,y) = C(T—t)_l/Qexp(gzy(;ﬁ):)), C =
C(Ro.aN); || 9k llz,ory. || 9r0€ lz,gr) < C.C,psil < p<3;C, = C,(t,T.k; R; 0,5\
(k borne sur |k|) , C) = C|(t,T; R; 0,5,A) . En effet, pour 1 < p < 3,

T - “+o00
/ / (9rk(ty))’ dt dy = C”_l/ (T—t)_‘z’i/ (976 v5(ty\/p)) dt dy
t Y

=t =—00

i 3=p
— 46\/ECP r-o=
p 3—p

2\ _(y—k)?
_ t)_1/2 ekz—l—?a (T-t) 852 (T—t)

De méme,

ey gT,/c(tay) S C (T
(y € R, C = C(R,0,7,\) comme ci-dessus), d’oit pour 1 < p < 3

/ / (eYgrx(t,y))” dt dy

3—p
< cr 4V2ro (T —1) > P25 (T—1))

VP 3—p

Ci-dessous, on vérifie directement, en utilisant la formule de It6 convexe, que 117 x(¢,50)
est solution classique, comprise entre 0 et Sy d’aprés le Lemme 3.7.b, de I’équation de Du-
pire en variables forward (T,K). C’est donc par unicité la solution précédente, dont on
avait vu qu’elle était convexe croissante en Sy. La non décroissance par rapport a la nappe
o s’obtient alors par principe du maximum classique, appliqué a la différence entre deux
solutions a croissance < e¥ en variables (¢,y), correspondant & des nappes d; < 5.

Prouvons 'assertion ci-dessus. On a d’aprés la formule de It6 convexe, appliquée a la
semi-martingale (d’aprés le Lemme 3.7.a) continue S; (formule de Tanaka-Meyer [92, p
220]) :

T+e 1 T+e
(Srie —K)" = (Sr—K)" + / Lis,>x3dSe + 5/ 0k (Se) [1dSe ||, (4.3)
t t

ou la derniére intégrale, aussi notée A’T) Sy (T'+ ¢,K), est une notation pour le temps local
passé par S; en K, entre les instants T et T'+ ¢, tel qu’en presque tout K (dépendant de
cetT):

T+e T+e ~
2 / o (Se) [l dSe P = / o (1K) K DTl e (to, S0}t (4.4)
t t
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— qui West autre que [ 7 Gy s, (t,K) || dSi(t,K) |2, dapres (4.1).
Justifions (4.4). Par propriété [92, Theorem 3.7.1.iii| de A’, presque stirement :

K+p [e'e]
/ IT,ST (I'+¢,5)dS = / Lk x4+ (S) IT,ST (T +¢,9)dS
S s

=K =0
T+e

_ ‘/° L sean(S0) S2 02(1,5,)dt |
t=T

Or, on a vu que la loi de S; conditionnelle & (¢y,Sy) admet la densité continue
Gto,So(t;S) = aggnt,s(to,SO) (to < t) .
D’ou par Fubini (attendu que le second intégrande ci-dessous, positif, n’excéde pas

—2 2 ~
K G <
A e Cese < Foo

pour typ < T < t)

Ktu
| By, T+ e S)as
S

=K
K+p  pT+e _
:v/ / 02(1,5) 52021, 5 (t0,S0) dt dS
S=K t=T

d’ou1 (4.4), en presque tout (point de Lebesgue commun aux deux intégrandes) K (dépen-
dant de € et T).
On a en outre, en développant S; = S; — K + K :

EP®1s,51S: = Hox(to.S) + KPO(S, > K)
ou, d’aprés (4.2): -
P58, > K) = — Ol 1 (t9,5) -

Fixant une suite £, — 07 quand n — oo, il vient alors d’aprés le Lemme 3.7.a, par
passage aux espérances dans (4.3):

~ ~ Tten ~
Hpie, k(t0,50) = pi(to,S) + (T—Q)/ |:Ht,K(t0;SO)_KaKHt,K(tO;SO) dt
=T
1 THen ) 5oy
+ 5 g (t,K)K 0K2Ht)K(t0,So)dt, neN (45)
=T

K-presque partout (dépendant de T), ot la fonction Gy, g, (t,K), alias 8%(zﬁt‘[\’(t0,50) est
continue par rapport a ses quatres variables, hors de ¢y, = ¢. Les intégrandes sont donc
continues par rapport a t > T > t; dans (4.5). D’ou:

- - - 1 -
Orll = (r—g)ll — (r — q) KOgIl + 502(T,17()17(262,2H ,
par passage a la limite quand n — oo dans (4.5). Puis
1
Orll = (¢—)KOIl + 50*(TK)K*0}1l — gL,

”(T*tf’)ﬁ; ceci K-presque partout, dépendant de 7" Enfin, on a vu que 9211,

pour II = e~
et donc a fortiori IT et OxIl, sont continues sur @:g 7k (t0,S0) est alors la (par l'unicité

dans le Lemme 3.6.a, vue la Remarque 3.4) W;‘IQOC(Q%)—solution bornée de I’équation de

Dupire, et donc sa solution classique bornée.
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4.2 Preuve du Théoréme 3.8 (Cas général)

On raisonne par densité a l'aide du cas précédent, appliquable a chaque terme ¢, de
la suite approximante du Lemme 3.12. En particulier, notant P, = P(d,), il vient:
ﬁT,k(tnayn; &n) = eir(Titn) Eg‘yn (eyT - K)+
(n € N), pour toute suite (¢,,y,) a valeurs dans @T. ) ) )
De plus, si lim,,_. 4o (tn,yn) = (to,y0), alors Pi»¥= tend en loi vers P%Y (P = P(0))

quand n — +oo (Stroock-Varadhan [127, Theorem 9.1|, convergence en mesure de P,
vers P, localement uniforme en la condition initiale € @T, par convergence localement
uniforme sur @T des coefficients de la diffusion, coeflicients continus, 0 < o < 7, < 7).
L’espérance, sous Pl de tout gain continu borné en yy, converge alors, quand n — +o0,
vers I'espérance analogue sous P"Y.

En particulier,

ﬂT,k(tnayn;ﬁn) = eir(Tft”)Eg:‘y")(eyT _ K)+
= e*T(T*tn)Eg:‘yn)(K _ eyT)+ + 6*T‘(T*tn)Eg:;yn)(eyT . K) ,

ot le dernier terme vaut e¥»e~4'=t) — [{e="(T'=t2) d’aprés le Lemme 3.7.a, converge quand

n — oo vers Ll(to,yo) == e‘T(T_tO)EgO’yO)(eyT — K)* (€ [0,Sp], d’aprés le Lemme 3.7.b).
D’aprés le Lemme 3.6.a, la limite II de II;,(+; 6,) quand n — +oo, localement uniforme

sur QT, est alors Wpl”lic(QT)—solution, comprise entre 0 et S, de BSqr(T,k;q,r,0). Et on
raisonne de maniére analogue (en plus simple) pour ’équation de Dupire.

La justification de (4.1) vaut indépendamment du caractére Lipschitzien de &, pour
tout 7" ou la loi de transition de S entre ¢y et 7" admet une densité, donc (Stroock-Varadhan
[127, Section 8]) pour presque tout 7.

Les propriétés de monotonie et convexité s’obtiennent également par densité. Les pro-
priétés asymptotiques, quand S ou K tend vers 0" ou +oo, découlent alors, par monotonie
en la nappe o, des résultats connus quand o = g ou @ (voir par exemple Partie III, Re-

marque 3.7).
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Chapitre 5

Les problémes de calibration

5.1 Le probléme de calibration sur un continuum de prix

D’aprés I'équation de Dupire, la famille des prix de tous les call européens sur le sous-
jacent S, a la phase courante (t(,S)), détermine entiérement (et permet de calculer) la
nappe de volatilité o(¢,5). La démarche de Dupire [68] consiste alors & rechercher une
calibration sur les prix de call observés sur le marché, afin de trouver cette nappe o(t,95)
correspondant a la “vraie” dynamique neutre au risque du sous-jacent, conditionnellement
a la phase (9,Sp). On utilise ensuite o(¢,S) pour évaluer des options plus exotiques, ou a
des fins de couverture.

A la suite des travaux de Dupire, des techniques numériques utilisant la méthodologie
des arbres ont de fait été développées ces derniéres années pour calculer une nappe de
volatilité locale o(t,S) compatible avec une famille de prix d’instruments financiers obser-
vée sur les marchés |66, 68, 122] — famille finie ou systéme par définition, complétée par
inter-extrapolation des données.

Ces techniques consistent pour ’essentiel a utiliser les prix de marché des call et future,
pour déterminer, en avan¢ant en temps discret, des nceuds et des probabilités de transition
de maniére itérative forward. Les prix de call et de future liquides fournis sur ’arbre
binémial ainsi calibré coincident avec les prix de marché. On construit ainsi un arbre
implicite qui servira aux calculs de tous les autres produits dérivés.

L’avantage de cette méthode est sa grande simplicité et sa cohérence avec les techniques
arborescentes.

Son inconvénient le plus évident est que la probabilité risque-neutre ainsi déterminée
est liee a la technique arbitraire d’inter-extrapolation des prix des instruments (ou de leur
volatilité implicite de Black-Scholes). Cette procédure suppose en effet la donnée d’un
continuum de prix de call et future pour chaque pas de temps. En pratique, on est donc
amené a interpoler & chacune de ces dates a partir du panier des prix de call et future
réellement cotés. L'inter-extrapolation utilisée comporte une part d’arbitraire, qui rend
cette approche largement dépendante des choix effectués, d’autant que le probléme résolu
est mal posé!'. Par rapport a ceci, un point technique (mais qui a son importance) est
que le schéma explicite utilisé sur 'arbre conduit a retenir dans le calcul des points tres
éloignés de la monnaie, moyennant des hypotheéses trés fortes sur le smile. Les calculs
deviennent alors difficiles, et ont tendance a faire apparaitre des probabilités négatives.
Une alternative possible est d’évaluer les call par une méthode de Monte-Carlo. En effet,
les trajectoires de Monte-Carlo ont tendance a aller chercher des points d’espace beaucoup
moins excentrés que dans les techniques d’arbre.

1. Il revient en effet & dériver numériquement une fonction & partir de données discrétes, voir formule de Dupire
(5.2).
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Un autre aspect de cette méthode, qui souléve une question peut-étre plus profonde,
est la contrainte d’ajustement total et déterministe aux données de marché, voire a leur
extrapolation, loin de la monnaie. Cette contrainte conduit a surexploiter les possibilités
d’un modéle simpliste, notamment lorsque la calibration est effectuée sur des données
éloignées de la monnaie. En effet, la contrainte de coller indistinctement a tous les prix
observés sur le marché donne trop d’importance aux cotations peu significatives des pro-
duits éloignés de la monnaie, et qui ne font pas réellement ’objet de transactions. Dans le
méme temps, on ne peut exclure ces données, puisque ce sont elles qui sont responsables
du smale, et conduisent a ne pas se contenter pour o d’une constante.

On peut adresser un reproche analogue a la méthode de calibration par minimisation
d’entropie relative de Avellaneda et al. [3]. En effet, cette méthode débouche sur la déter-
mination d’une nappe de volatilité locale reproduisant exactement les prix observés sur le
marché, quitte a présenter des explosions au voisinage des points (¢,5) = (T,K) de prix de
call utilisés pour calibrer — mais ce reproche doit étre tempéré par le résultat de stabilité
obtenu dans cette méthode, selon lequel le prix d’un call calculé dans le modéle calibré
varie contintiment avec les données utilisées pour calibrer [3, §6].

5.2 Le probléme de calibration pure sur données de marché

En pratique, on dispose seulement d’un systéme (famille finie) de prix de marchés. On
montre ici que le probléme inverse de détermination d’une nappe de volatilité o(¢,S) com-
patible avec ces seuls prix devient sous-déterminé: il existe plusieurs nappes de volatilité
o(t,S) compatibles avec ce systéme.

5.2.1 Enoncé du probléme mathématique

Soit donc m = (II95 )(r,x)er le systéme (fini par définition) des prix observés sur le
marché des call (européens) sur un sous-jacent S (2.1), & la phase courante (t(,Sp). Le
probléme de la calibration pure sur ces données consiste a trouver (en variables logarith-
miques) & € Co((0 <)2,7) (Q, = [to,T] x R D F), telle que pour tout (I',K) € F:

H%ljsjg = Uk (t0,505 ¢,r,0) (5.1)

(q/r, dividende de S/taux court de I’économie, constantes exogénes > 0).
Il s’agit de déterminer s’il existe une solution a ce probléme, i.e. compatibilité d’une
nappe o avec les prix de call observés sur les marchés.

5.2.2 Nappes de volatilité locale compatibles avec des prix de marché —
Existence

Etant données la phase courante (¢,5), et une bande Q =|to,T[xR, qualifions d’admissible
sur @ en (9,S)), toute nappe de prix continue, comprise entre 0 et Sy, (HT,A)T,AGQ+ €

W2 (Q4) (p €]2, + o0), telle que M|, = (Sy — K)*, et 0 € Ca((0 <)a,0), o, par

p,loc
définition, o2 désigne un représentant continu, supposé exister, de

8TH (q — T’)KaKH + qH
K?0%,11

2 (5.2)

On a alors, d’apres le Théoréme 3.8.b (Unicité) :

Hrx = Iy k(to,S0;0) .
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En particulier, étant donné un systéme de prix 7 sur F C Q +, la nappe o ainsi définie est
compatible avec 7, pour tout prolongement admissible II de 7 & Q +- De plus, o réguliere
si I réguliére.

Remarque 5.1 L’existence d’un tel prolongement implique alors (par convexité de IT en
K) la convexité des données de marché, au sens de la croissance en K des accroissements,
75 — 1%

K —-K 7

ou K’ désigne I’élément immédiatement supérieur & K (s'il en est) dans la section de 7
suivant 7', pour (7,K) € F. Réciproquement, il n’est pas évident que cette convexité des
données suffise & garantir ’existence d’un tel prolongement. Par exemple, en prenant pour
données m = (I19%5 )7 kcr des prix calculés dans un modele de diffusion & sauts adéquat,
alors m vérifie ’hypothése de convexité des données précédente (le prix calculé dans un
modeéle de diffusion & sauts est convexe en K ); mais la nappe II de ces prix pour T' € [t,,T],
K > 0, n’est pas un prolongement admissible de 7. En effet, on peut montrer que la nappe
de volatilité locale o calculée a partir de I a 'aide de la formule de Dupire (5.2), explose
quand T — t§.

5.2.3 Nappes de volatilité locale compatibles avec des prix de marché —
Unicité

La question de l'unicité ou de la stabilité d’une telle nappe o invite a considérer

I'ensemble A formé par les nappes o compatibles avec les prix de marché sur @, O F

(bande Q).

Théoréme 5.2 Phase courante (t9,Sy), bande Q =ltog,T[xR; 7, un systéme de priz sur

F C @+; A, Uensemble des nappes o compatibles avec m sur @ en (ty,Sy); €, le cone des

nappes lr i admissibles sur Q) en (ty,Sy); Im(E), l'image de € dans Uapplication suivante

(bien définie, injective, d’aprés le Théoréeme 3.8.b) :

OTH — (q — T)K@KH + QH
K?02,11 ‘

Alors, A est une variété réguliere, de codimension dans Im(E) égale a |F|.

gBHEHT’K — OZ(T,K)EQ (53)

Commentaire 5.3 Ce Théoréeme présente bien sir un caractére implicite, tant que la
définition d’une nappe de priz admissible renvoie aux propriétés de o garantissant ['unicité
dans le Théoreme 3.8.0 — [’existence méme ne va pas de soi. Il illustre néanmoins la sous-
détermination du probleme de calibration pure sur données de marché.

Preuve du Théoreme 5.2
L’ensemble A s’interpréte comme l'image par (5.3) de:

E={ll=llyx €& |VI,K)eF Iy, =1UP}. (5.4)

Les formes affines définissant les contraintes dans (5.4) étant clairement continues et li-
néairement indépendantes, £ est une sous-variété de codimension |F| dans £.
a

Sur un plan mathématique, le probléme de calibration pure sur données de marché
(dans sa formulation originelle, ¢’est-a-dire dans sa version non régularisée) est donc loin
d’étre résolu. Il n’ y a en particulier pas d’unicité de la solution. En fait, on sait de ma-
niére générale que les problémes inverses sont particuliérement délicats (voir par exemple
Tikhonov [132]). On ne dispose pratiquement d’aucun résultat rigoureux pour ce type de
problémes, du moins lorsque le controle est le coefficient du terme de diffusion.
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5.3 Probléme inverse de calibration et lissage sur données de mar-
ché

5.3.1 Controle d’équations aux dérivées partielles

Dans le cadre des méthodes numériques, une autre approche au probléme de calibration
a été proposée par R. Lagnado et S. Osher [99]. Suivant 'approche générale introduite par
Tikhonov [132], elle consiste & envisager le probléme de la calibration comme un probléme
de controle optimal, ot le contréle coincide avec la fonction de volatilité; I’équation d’état
est fournie par les équations aux dérivées partielles d’évaluation des options; le critére a
minimiser est I’écart quadratique entre les résultats obtenus a partir des edp et les données
de marché, plus un terme de régularisation.

5.3.2 Reégularisation

Le probléme de calibration en utilisant un panier fini de prix de marché étant sous-
déterminé, 'idée de la régularisation est de sélectionner une solution particuliére munie
de bonnes propriétés — régularité et robustesse numérique de la nappe o obtenue. Par
exemple, une solution arbitraire du probléme de calibration pure sur les données de marché
peut trés mal reproduire un prix observé sur le marché, extérieur au panier utilisé pour
la calibration. Pour éviter de tels phénomeénes, il faut tout d’abord rechercher une nappe
de volatilité réguliere, quitte a relaxer en partie la contrainte de calibration. Concernant
la forme du terme de régularisation, le calcul des variations enseigne qu’on a intérét a
chercher la fonction “la plus harmonique” possible, compatible avec un niveau de résidus
suffisamment faible. Ceci équivaut a ajouter au résidu quadratique entre les résultats
obtenus a partir des edp et les données de marché une énergie égale a l'intégrale de
Dirichlet (sur domaine localisé) de o (& un facteur A pres).

Remarque 5.4 L’introduction du facteur est justifiée par des considérations de dimen-
sion. En effet le gradient de o, qui intervient dans 'intégrale de Dirichlet, n’est pas homo-
geéne au résidu quadratique. On devrait méme a ce titre introduire deux facteurs distincts
pour les composantes temporelles et spatiales du gradient. En pratique on utilise ce(s)
facteur(s) comme parameétre(s) de réglage dans les algorithmes de minimisation.

L’une des propriétés les plus simples que ’on est en droit d’attendre d’une telle version
régularisée de la calibration est de conduire a une détermination unique de la solution.
Dans les Chapitres qui suivent, nous allons établir que c¢’est bien le cas (Théoréme 9.11),
en nous limitant & des nappes de volatilité non croissantes en temps (voir Annexe G) et
lorsque le parameétre de régularisation est suffisamment grand, c’est-a-dire lorsque A tend
vers plus I'infini.
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Chapitre 6

Equations dérivées (Approche
perturbative)

Ce Chapitre correspond a la preuve du Théoréme 3.10. L'unicité dans ce Théoréme a
déja été vue (par un argument indépendant de principe du maximum, en début de Preuve
du Lemme 3.6.b). L’existence (comme d’ailleurs l'unicité) d’une W,»*(Q")-solution de
BSbT(T;q,r,é; I), pour toute & € BUCZ((0 <)g,7), découle des résultats généraux de
Fabes-Riviere [74]. Dans le cas Lipschitzien, on a également la représentation probabiliste
(3.15) (Fabes [73|). Pour le reste, on procéde par analyse de perturbations au voisinage
de la nappe constante oy (§6.2) et densité a partir du cas Lipschitzien (§6.3), en utilisant
des estimations probabilistes (§6.1).

6.1 Estimations probabilistes

Cette section est la preuve du Lemme 3.9, dont on reprend les notations. (3.12) découle
directement de Stroock-Varadhan [126, Theorem 9.1.9, équation (1.35)]. (3.13) puis (3.14)
s’obtiennent par raffinements de Stroock-Varadhan [126, Theorem 9.1.9] loisibles dans le
cas 1 < p < 3, comme suit.

Pour (3.13), on proceéde comme dans la preuve de |[126, Theorem 9.1.9, équation (1.35),
haut p. 224, si ce n’est qu'on remplace p = (1 — 1/p)~! > 3/2 (alias q' loc. cit.) par

P = (3 +p) (et non p/2, alias ¢'/2, loc. cit.), obtenant alors dans le cas ot I est continue

a support compact sur QT (voir calcul analogue détaillé en fin de section)

T
/ / 9s(t,y; 5,2) T'(s,2) do ds
s=t J x€R

(la constante ayant absorbé un facteur

—_ _ 2 /
exp (T t)(A l)R 7 A—l =1— Zi :
202 p

qui majore (Epey(XF)M)A™; XTI Iexponentielle impliquée dans la transformation de
Girsanov). Par Hahn-Banach (voir par exemple Brézis [41]), I'inégalité (6.1) valide pour

< Cp(LTaR; gaﬁaw) || f ||Lp(}t,T[><R) (61)

toute [' continue & support compact sur QT, garantit alors (3.13), ainsi que (6.1) pour
toute I' € L,(Q").

Pour déduire (3.14), on se place d’abord sous la probabilité Py, de densité associée
go.s, correspondant au processus y° privé de drift (transformation de Girsanov). Soit

T Y
Goy,&f(tay) = / / 9o.5(ty; 5,0) T(s,2) da ds .
s=t Jr=-Y
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On note toujours p (> 3/2), le conjugué de p €]1,3[; p' = 5(3 +p); A~ =1—p'/p.
Comme forme linéaire sur Ly (Q"), I' — G} ,I'(t,y) est bornée par Cy (¢,1,0;0,5,w), p/ =
(1 —1/p")~" — par Pestimation (3.13) appliquée avec ¢ = r = 0. Par ailleurs, pour I’
appartenant & présent a Lo (Q7), et |y| > Y, on a en notant ¢ := |y| —

Gos Lty < T lliaiqr) (T—1) Pé’y{ sup |yy — y| > 5} :
s€[t,T)
62
ou cette derniére probabilité est majorée par 2e 72(T-v D’ou par interpolation, pour
toute [ continue a support compact sur Q

’ 2
GY,P(ty) < (ColtT0;05w) > 2T — 1]V e 5w s || Tl om

Soit ) . ;
Gos Lty < O, [(Jy=Y) ] [T llz,0r) (6.2)
0, = 0,(t,1;0,0w). Puis (Girsanov)

GYT( = / / (t,y; s,2) D(s,2) do ds
s=t Jr= 7Y

= Ept,y/ 1 yvy)(ys) f‘(s,ys) e "D ds
s=t

=t

T
= Epp (XtT/ vy (y)) T(syl) e 7" ds> :

d’ou par inégalité de Holder,

IR

=

GiL(ty)l < (T—1)

bS]

1 T
vy ~ r
(Epg,y(XtT)A> (Epg,y/ 1vy)(ys) [D(s,9)] d5>

=t

. ((T ~04 -1 R2> (e 01 (t,y))% |

=

< (I'-1)
On n’a plus qu’a appliquer (6.2) en p/, |f|z%, au lieu de p,I" |
HEF 12 gry = 1T liyien

6.2 Analyse de perturbations

On se place a nouveau dans les hypothéses du Théoréme 3.10. D’apreés les résultats
connus dans le cas d'une volatilité constante oy (voir par exemple Fabes [73]), 'équation
BS,r(T;q,r, 00; ') admet une unique W2 (Q")-solution 81I(ay).T', telle que

I 801(00).L ey 1l 9,80(00).L llzyir) Il 981(00).L Il o)+ Il 9dTL(00) L 1, cqr)
< CL0hCHCE T (Inyony
C, = Cy(t.Tgro0), i = 0.3,

Vu comme opérateur linéaire, 011(oy) (par exemple) agit donc continiment de L,(Q")
dans lui-méme. La L,(Q")-norme d’opérateur (assimilée a C) ci-dessus, sans restriction)
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variant de maniére log-convexe avec 1/p, on a notamment: C7 < 03/3 v C§/3, pour p €
I =1[7/3,8/3]; et on a les résultats analogues relatifs a 9,011(oy), 852611(00), 0,011(0y).

Par ailleurs, toujours par les résultats disponibles a oy constante (Fabes [73]), il existe
Cr/3 = C73(t,1,R,00), telle que:

|| 911(cg).I" ||W71/’§(Q) < 07/3 |r ||L7/3(Q)
(f =T & gauche de T et 0 & droite), soit
1013(00).L llwazory < Cryz I Il jaiory -

pour toute I' € L,(Q). Donc C§/3 < (73, @ = 0..3, et résultat analogue en 8/3. Notant
alors C'= 8(C7/3 V Cyy3), on obtient, toujours pour p € I:

E

1T1(00)-T lwzeqry < D (CrysV Cays) [ T lliyam)

0

C [T l,0m) - (6.3)

DO

<

Considérant & présent & € BUCz(00 — 0,00 + €0,w), €0 = 5;0 A% (donc 0g/2 < 6 <
300/2, |67 — 02| < 2/C), introduisons Ds 0L = 3(6 — 03) (0% — 9,)011(0y).I. Par ce qui
precede | Dy oI Iz,0m< 3 | r ||LP(QT) L’opérateur Id — D; ,, est donc bien défini sur

L,(QT), inversible, et en notant ['g = (Id — Dy »o) I || o [|1,00y< 2 || T I, Q1)

Par ailleurs, en utilisant I'équation BS(,r (T’ ¢,r ,00; To) vérifiee par 011(cy).Iy, et en

développant of = 6% + (o5 — 5?), il vient QT—presque partout:
(—8t — EZ + 'I"Id)((sH(O'())f‘()) = f‘g — D5100f0 = f‘ ,

donc 611(0y).I'y n'est autre que 611(5).I', Punique (par le Lemme 3.6.b ou les résultats
généraux de Fabes-Riviére [74]) W»*(Q")-solution de BS(,r(T;q,r,6;T). Alors, par esti-
mation (6.3) relative a 011(og).Iy :

I 611(5). T flypa2, I 611(00).To [[yr2

QM T Q")
1 o ~
< 50 1o llen = € NIT e

soit la partie droite dans (3.16) — la partie gauche correspondant a (3.11).

6.3 Représentation probabiliste

Notons G4T'(t,y), le membre de droite dans (3.15). Montrons d’abord (3.15), — 0T1(5).T

. . . —T
GsI', — pour I' continue a support compact sur @ .

Dans le cas Lipschitzien, on dispose bien de la représentation désirée (voir par exemple
Fabes [73|). On procede alors par densité comme suit. Soient (Lemme 3.12) &,, Lipschit-
zienne, &, € BUC§(00 — £0,00 + £0,w), F, convergeant vers & quand n — 400, unifor-

mément sur Q ; @T > (tw,yn) — (ty). Alors (Stroock-Varadhan [126, Theorem 11.3.3
et Lemma 11.3.2]) Pi¥" tend en loi vers PyY, et Gy, T(tn,yn) — Gsl(ty). G5, limite

g )

localement uniforme sur Q de G5, T' = 611(5,).T (par la représentation valide dans le cas
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Lipschitzien), est alors W57 _(Q")-solution de 1’équation limite (Lemme 3.6.b). De plus,

p,loc
G+I(t,y) tend vers 0 quand |y| — +oo, uniformément en ¢ € [¢, 1] (voir ci-dessous). Donc

(Fabes-Riviére [74] et Lemme 3.6.b) GsI' = 611(5).I
Pour montrer la limite nulle quand |y| — +o0, on écrit dans le cas Lipschitzien, avec
les notations du §6.1:

G5, T|(ty) = / / gs., (ty; s,0) T(s,2) do ds
s=t JxeR
= 1G5 Tl(ty) ,
ot supp(l') C [t, 7] x [-Y,Y] . D’out par (3.14), p désignant l’exposant conjugué de p:
G, Tl(ty) = Oy [(Jyl =Y)'] I T ll1,0m)
ot O, ne dépend nide n € N, nide ¢t € [t,7]. D’ot par passage a la limite quand n — +o0,
GsTl(ty) = O, [yl =Y)7'] 1T ML,y

ou le membre de droite tend vers 0 quand |y| — +o00, uniformément en ¢ € [¢,T7].

Dans le cas général I' € L,(Q7), soit D@Q") > T L,(QT) — T quand n — +o0
(Théoréme F.1). Alors d’une part,

ST1(5).1  C@Q") NWIAHQY) — oI1(5).I"

par linéarité, critére de Cauchy utilisant (3.16) et passage a la L,(Q7)-limite dans 1’équa-
tion; et d’autre part

G5 (ty) — GoL(ty)| < || g5ty ) lln, gy || Do = T 2, qerixw)

tend vers 0 par inégalité de Holder utilisant (3.13).
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Chapitre 7

Equations dérivées (Approche générale)

Ce Chapitre correspond a la preuve du Théoréme 3.11. L’unicité dans ce Théoréme a
déja été vue (par un argument indépendant de principe du maximum, en début de Preuve
du Lemme 3.6.b). Pour le reste, on procéde cette fois-ci par passage a la limite dans tout
I'espace (§7.3), a partir des résulats analogues relatifs au probléme localisé (§7.2). En
préliminaire (§7.1), on exploite certains prolongements par réflexion.

7.1 Prolongements par réflexion

Notant toujours Q. = Q@ N {|ly] < Y.} (Y. 7 400 quand £ \, 0T, bande @), une
fonction . € W,*(Q.) arbitraire, admet en effet un prolongement @. € W,*(Q), tel que
pour tout 0 < ¢ < Z fixé

| @ ||W;’1(Q) < C - ||W;’1(QE) (7.1)

(0 <2i+j <2),C = Cy(t, 1) (voir J.L. Lions-Magenes [106, p. 43|, Bensoussan-
J.L. Lions |24, p. 108 ou 130]). Par ailleurs, par inégalité de Sobolev:

~ 1/2 1/2
1 ey < Co 1@ lyoag, I 2 1) (72)

(7.2) se voit plus aisément sur les normes équivalentes (par Holder) telles que

17 gy = SONOEEI Q)  (0<j<2).
k<j

Alors, par inégalité de Sobolev classique sur R (Bensoussan-J.L. Lions |24, Chapitre 2,
équation (5.8)]), et intégration en temps (Fubini):

T
15 gy = [ 180 Iy

T
< G [N I 1) K
T 1/2 T 1/2
< g ([ 1., @) ( / ) o )
= G | @- ||W02 @) | ¢- ||pp(Q) )

par Cauchy-Schwarz.
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Il résulte alors de (7.2), (trindome)

1@ llworgy < Corll @ llwp2gy + Gor) I @2 Mlp@

pour 7 fixé > 0, a condition de choisir C,(r) (< ou) = C,/4r.

En ce cas,
e lworgy < 19 llwerg)
< Gorlle. ||W£’2(Q) + Cp(r) | @: 2,0
< CCpr |l e llwozg.,y + CCr) [ @ iy (7.3)

ou la constante C' est celle de (7.1).

7.2 Probléme localisé

7.2.1 Estimation ponctuelle

Soit gs(t,y; s,x) (t < s), la densité de probabilité de transition continiment actualisée
au taux r du processus y = In(S) correspondant aux données ¢,r,0 (densité qui existe,
pour presque tout s > t; Stroock-Varadhan [127, Section 8|). Alors, d’aprés Krylov [94,
preuve du Theorem 2.4.5.a et Theorem 2.4.1]

|| gﬁ(tay; '7') ||Lp(}t1T[><R> < CP(Z,T,R;Q,E) ) 1< p< 2. (74)

7.2.2 Estimation a priori dans L,(Q.)

On endosse & présent les notations de la Proposition 3.5.b, prenant dans le §7.1 pré-
cédent . = 6,11, W,*(Q:)-solution a priori du probléme BS,r(T;q,r,0; 1) localisé & Q-
(admettant donc un prolongement par réflexion dans W*(Q") C W, (Q")). Notant
7.(< T), le temps de sortie de (). du processus y, on a la représentation probabiliste
suivante pour ., résultant d’une formule de Itd intégrée, valide pour les représentants

continus (qui existent, p > 2) de (classes de) fonctions dans W;’lic(QT):

Te

oulty) = B / e~ (s, ds

s=t

indépendamment du représentant de T' € L,(QT) C Ly 10.(Q"). On renvoie & Bensoussan-
J.L. Lions [24, Chapitre 2, §8.3| pour la représentation analogue dans un contexte va-
riationnel. On ne reproduit pas la preuve, qui fonctionne a l'identique dans le présent
contexte (d’ailleurs plus naturel a cet égard), par régularisation et formule de Ito clas-
sique, en utilisant avantageusement (7.4) a la place de Bensoussan-J.L. Lions |24, Chapitre
2, Lemme 8.1|. Alors, d’aprés Krylov [94, Theorem 2.4.5.a|

|| 805 ||LP(Q5) S 6 || f‘ ||LP(QE) ) (75)
C = Cy(t,T,R,0,0).
7.2.3 Estimation W relative au probléme localisé
Alors, d’aprés (3.9):

Fo: vz < C (1T Iey@o + 1100%: e + 1 @: @) -+ (76)
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C. = Cy(e.t,T,R,0,0). D’ou, par synthése de (7.5)-(7.6)-(7.3):

(1=rC:CC) 19z lwpzgy < Co (1T @ + CC) 192 lLsien)
< C.(1+CC,r0) T L.

Choisissant r < 1/C.CC,, on obtient finalement:

Foe llwregy < Cr T lzye (7.7)

Cl=C,(et,T,R,0,0), ol on peut vérifier a rebours (on 'utilisera plus loin) que la seule
dépendance par rapport a ¢ < € fixé est via (3.9), dans C. (et le choix de r qui en résulte).

7.2.4 Existence d’une solution forte du probléme localisé

L’estimation (7.7), prouve alors I'existence d'une W, *(Q-)-solution ¢., au probléme
localisé sur (). (on peut par exemple appliquer une alternative de Fredholm).

Remarque 7.1 Cette existence découle également de résultats généraux relatifs aux
pzoc(Qs) -solutions de viscosité, voir Crandall et al., [58, 60, 61].

7.3 Probléme sur bande

7.3.1 Scaling

Fort de cette existence, on montre a présent que la constante C' dans (3.9), et donc C
dans (7.7), est en fait indépendante de 0 < ¢ <  fixé. On procede par scaling (changement
de variables) comme suit. Notons Y. =: AY%, et prolongeons I'. (&) par 0 (constance en

temps) a gauche de t. Soient (¢.,y.) € Q. (Q- diment prolongé a gauche de t), les variables
obtenues a partir de (¢,y) € Q=, suivant AZ(t —T)=t.—T, Ay = y. (voir Figure 7.1).

Le probléeme (=0, — —82 2)Pe = . (5,[. ainsi prolongees) sur Q., ¢. = 0 au bord

parabolique apég, rentre dans le cadre général des hypotheses de notre Théoréme 3.11

(sur Q). Ce probléme admet donc une W;*Q(és)—solution @., en vertu du résultat d’exis-
tence d’ores et déja acquis (§7.2.4). @.|q. coincide donc avec ., par unicité résultant de

Iestimation (7.7) relative au probléeme (—0;, — —82 )305 =T. sur Q., p. = 0 sur O ), Q- -
_ Procédons maintenant au changement de var1ables entre Q= et Q.: gog,as,l“g( YY) = 9e,0,
['.(t.,y-). On obtient I’équation suivante pour @.,
Aa t: ~ -

_8t§55 - (0 (2y)) 82 — A2 1—\5
sur Q= (et @:]p,0. = 0), ot 6. a les mémes bornes que ¢. D’oti par estimation (3.9) sur
Q=

10@: oo + 19522 L0 < C= A% || T [|1,000)

Cz = C,(E.t,T,0,0). Soit en variables (t.,y.) € @5:
~ 9~ r—
10?5y + 1020 @) < C T l,@. >

et a fortiori )
|| 8t(105 ||LP(QE) + || 852(105 ||LP(QE) S Cg || ]‘—‘5 ||LP(Q5) ?

pour ¢ < E. A posteriori, les constantes C' dans (3.9), puis C! dans (7.7), sont bien
indépendantes de ¢ < E.
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Q-

OF

FiG. 7.1 — Scaling

7.3.2 Existence et estimation

D’aprés (7.7) ainsi précisée, (7.1) et I'injection de Sobolev (3.1), il existe alors une ex-
traction @ convergeant dans W*(Q")-faible, (Rellich-Kondrakov) Ly, oc(Q")-fort, (Ascoli-
Arzéla) localement uniformément, (unicité de la limite dans Ly, ;,.(QT)-fort) vers une limite
@ € WA(QT). (Lemme 3.6.b) ¢ est alors une solution du type recherché du probléme
dans tout I'espace. De plus, ¢ vérifie Pestimation (3.18) (avec T & la place de T'), par pas-
sage  la limite W }*(Q")-faible dans l'estimation (7.7)-(7.1) indépendante de ' relative
a @, pour la partie droite, puis injection de Sobolev (3.1) pour la partie gauche. (3.18)
(stricto sensu) s’en déduit en appliquant ce qui précéde sur Q7 a r=ra gauche de T' et
0 a droite.

7.3.3 Représentation probabiliste

Pour toute solution ¢ € Wl’IZOC(QT) du probléme global, tendant vers 0 quand |y| —
400, uniformément en t € [E,T]P— donc ¢ continue bornée, — on a de maniéere analogue

au §7.2.2, pour tout € > 0:
E}’,ye_r(ﬁ_wgo(n,yﬁ) —p(ty) = — E}’,y/ e (s,y,) ds | (7.8)
s=t
ou

T
< / e O (s,y,)| ds
t

/ e "I (s,y,) ds

=t
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D’oi, par convergence dominée — utilisant (7.4) — des membres gauche et droite de (7.8)
quand € — 0", 7. — T p.s.

T
o(ty) = E;y/ e "I (s,y,) ds. (7.9)

=t
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Chapitre 8

Attenants

Ce Chapitre passe en revue un certain nombre de Corollaires des Théorémes 3.8 et
3.10.

Corollaire 8.1 Q = [t,T] X R; ¢,r € [0,R]; 6(,) € Co((0 <)a,7), ot on suppose G, — &

quand n — +00, localement uniformément sur Q; ((tw),(Tk)) € @2, t < T. Alors,
Iy k(t,y; q,r,0,) tend vers pg(ty; q,r,0) quand n — 400, uniformément vis-a-vis de
variations locales de (t,y), respectivement (T,k).

Preuve Vu au cours de la Preuve du Théoréme 3.8, cas général (§4.2), en utilisant Stroock-
Varadhan {127, Theorem 9.1].
(|

Le Corollaire suivant compléte le Théoréme 3.8, en montrant la continuité du prix de
Voption Iz (ty,S0), conjointe par rapport aux quatre arguments (ty,Sp,7,K), ty < T.
Corollaire 8.2 Bande Q; q,r € [0,R], ¢ € C5((0 <)a,7). Alors, 17k (to,y0; ¢,7,0) conti-
nue par rapport a ((to,y0),(Tk)) € Q* N {ty < T}, uniformément en q,r € [0,R], & €
Cgle,o).

Preuve Soient p €]2, + oo, « = 1 — z% > 0, Bs.(to,y0) C Q. Alors, pour tous (),y)) €
Bty yo(€), (1",k") € Bri(e), on a d’apreés les estimations intérieures (3.10), vus le Théoréme
3.8 et la Remarque 3.4:

I (toyo) — (o)l < [rwltoyo) — Iy (to.yo)]
+ g (to,o) — T pe (8,00) |
< || 1L (t0,%0) leo . rpy (T —T1" + [k — K%
+ 1 e () Nlea ooy (1t = 261" + lvo — wo|°)
CSo (IT = 1" + |k — K'|* + [to — o™ + [yo — 4o|*)

IN

C =C,(e,R,0,0).

Corollaire 8.3 7/3 < p" <p' <p <8/3, p=(p +8/3)/2, p = (p" +8/3)/2; (T,k)
Q= [tT] xR (k| < k); qr € [0,R], 09 > 0, ¢ € BUCq(09 — €9,00 + €0) (0 < &0
£0(t,T,R,00) < 09/2 du Théoreme 3.10); h,h' € H'(Q).

a. SoitI1, ou Iy 4(+; 5), la W;)}iC(QT)—solution, comprise entre 0 et S, (Théoréme 3.8.a,

N m 0O

en variables logarithmiques) de BS& (T,k; q,r,5). On note également T = ka—(ajz —

O,)11. Alors, ]
I (852 — ) ||, ory < Gy, (8.1)
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IT Nz, 0m < Cy Il
Cp,C, = G0 (t,T,k; R; 0).

b. Soit de plus dI1, ou deT)k(-; 7). h,la W;’Q(QT)—solution (Théoréme 3.10) de BSbT (T q,r,
&; 1), T € Ly(Q") (vu a). Soient encore T'/dIl', analogues de T/dIl en B’ au lieu
de h, et

dl' = Ne(0% — 0,)dIl + he (92 — 0,)dIl" + h'(92 — 0,1 .

Alors, 5 5 5

1dl [ ey < Cor 1 hllmey IR e
Cl, = Cu(tTk; R;00). On note alors d*11, ou d*Ilz(-;6). (h1), la W;,’Q(QT)—
solution (Théoreme 3.10) de BS'.(T;q,r,5;dL).

c. Pour tout (to,yg) € @T,

dlz g (to,y0; 6) - 1 (8.2)
/ / — 9ty (t0,y0; 0)h ()5 (8y) (2 — O,y k(t,y; &) dt dy .
t=tg J y=—o0
Preuve
a. Considérons II et TIo, Wp 2 (QT)-solutions, comprises entre 0 et S, (Théoréme 3.8.a)

de BS& (T,k; q,r,5 et o). Alors, 611 = IT —1I1, tend vers 0 quand |y| — 400, unifor-
mément en ¢t € [t,T] (Théoréme 3.8.a, Asymptotique). De plus, 01T est W2 (QT)-

g N p,loc
solution (par linéarité) de BSp, (T;q,r,0;1), I' = 3(6° — 03) (9% — 9,)11y, oit (Re-
marque 4.1) ) o

|| (852 - 8y)l_[[] ||LP(QT) < Cp(taTakaRao—O) :

D’ou (8.1), via (3.16).
Puis, appliquant (8.1), il vient si p' ' = p~! 4 p~* (inégalité de Holder)
| 55(852 — 9,11 Iz, @r) < @ | h lr.or) | (8 — O ||, om)
< Gy 1Al
par injection de Sobolev (3.2) H*(Q) = L,(Q).
b. Utilisant a et I'estimation (3.16) pour dII, dII, il vient de maniére analogue,
| dr lz,n@ry < |l & (9% — 8,)dll le,m@ry + |l h& (9% — 8,)dIl’ L@
+ [ AR (02 = 0T ||, (o)
< o 1B ln,ory || (82 —8,)dIl Iz, @)
+ 7 | by 118 —8,)dll ||, )
+ || A l.ry |l h lz.ory |l (352 - 8y)ﬁ l,0m)
< Gy llhllm@ IR e
c. N’est autre que la représentation probabiliste (3.15) de la solution dIl, vus a et le
Théoréme 3.8.b (en variables logarithmiques; y = e7¥(92% — 9,)I1; 4 (to,y0), densite

de transition r-actualisée gs(to,y0;t,y), t-presque partout).
(|
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Chapitre 9

Etude mathématique du probléme
d’optimisation

9.1 Formulation mathématique du probléme d’optimisation

Etant donnée une bande Q > (to,50), (T,k) (yo = In(Sp), k = In(K), t, < T), on
formule le probléme de calibration lissée a la phase courante (¢y,Sp), sur un (seul, afin
d’alléger les notations) call du marché, de prix d’exercice K et maturité T, le prix observé
119 du call valant alors I35 (9,Sy) = T,

min  2JY5) = M| & — o ||%11(Q) + (Ily x (ty,S0; q,ry0) — )%, (9.1)
F€og+H1(Q)
0;5<0, 0<&
— 0o > 0 constante fixée, A > 0 parameétre de régularisation (g et r, dividende du sous-
jacent et taux court de I’économie, constantes exogénes > 0).

Remarque 9.1 D’aprés le Corollaire G.5, une nappe ¢ telle qu’en (9.1) vérifie, sur
toute bande () entiérement intérieure a €2, les hypotheses générales du Théoréme 3.8,
dont on peut tirer toutes les conclusions: représentation probabiliste du prix de 1'op-
tion/caractérisation en termes d’edp de Black-Scholes backward et Dupire forward, etc...

Remarque 9.2 On aurait aussi bien pu prendre un put, en vertu de la symétrie évoquée
Remarque 3.4; et/ou envisager la contrainte 0 < 0,6 au lieu de 0,6 < 0 dans (9.1).

Remarque 9.3 Ce probléme a un seul call se résout trivialement parmi les constantes .
Mais tout ce qui suit se généralise immédiatement a un systéme arbitraire de call et put
(voir par exemple la Remarque 10.5).

Commentaire 9.4 La question est ouverte de savoir si une nappe o minimisant (9.1)
est nécessarrement monotone. Cette propriété est probablement vérifiée, en tout cas pour
des valeurs de \ suffisamment grandes (théorie des réarrangements). Pour divers profils
de nappes de volatilité locale calibrées, on renvoie au livre de Rebonato [118, Ch. II.6].

Par ailleurs, il pourrait étre également intéressant d’envisager les problemes de mini-
maisation précédents lorsque oy n’est plus fixé mais est un parametre libre.

Enfin, comme évoqué plus haut, le critére (9.1) (ou plutdt le critére analogue cor-
respondant & un systéme arbitraire de call et put) pourrait étre généralisé de multiples
fagons. Ainsi, on pourrait pondérer les résidus quadratiques des différents call et put, par
exemple selon les vega (sensibilités par rapport 4 la volatilité, a condition de les trouver
cotées sur les marchés). On pourrait aussi découpler les lissages en espace et en temps,
introduisant alors des facteurs qui se justifient par des considérations de dimensions. On
pourrait encore considérer une autre puissance de la norme du gradient.
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Le probléme que 'on se pose est alors:
b. calculer o, sous réserve de a:
a. montrer que le probléme d’optimisation (9.1) est bien posé, i.e. admet, pour tout jeu de
données au voisinage de (ty,So,1,K,7), une unique solution &, tendant dans oq + H'(2),
au moins faiblement, donc (Corollaire G.6.b) uniformément sur les compacts intérieurs a
(2, vers la solution & pour (ty,S0,7,K,7), quand les données tendent vers (ty,So,T,K,).

Commentaire 9.5 C’est en effet le moins que ['on puisse demander, si [’on veut que la
nappe o correspondant au jeu de données (to,S0,T,K,m) ait un sens (4 cause de l'impré-
cision sur les priz de marché ou linterprétation des échéances), puisse étre de quelque
usage que ce soit o une date t ultérieure a ty (le laps de temps pouvant servir a calculer
o!l), les cours de S et 1§y valant alors Sy (proche de Sy, par continuité de la diffusion S)

et 1195 (£,S:) (proche de m si 115 continue en (to,So), ce qui est raisonnable en pratique
pour presque tout (t9,Sp)), et enfin si 'on veut pouvoir approcher o par discrétisation.

Lemme 9.6 Bandes 2, Q; Q C Q. 0 < ¢ < 0p/2. & € a9 + HY(Q), 0,5 < 0. Alors
o € BUCGH((0 <)oo — €0,00 +€0) i || & — 00 ||u1(q) suffisamment faible (dépendant de Q,
Q ete).

Preuve Par application du Théoréeme G.4, & u = & — 0y.
d

Définition 9.7 Etant donnée une bande Q, et les constantes 0 < € < 00/2, on notera :
K;,(Q) = {6 €00+B;1;00<0,00—e<5<o0p+¢}
— By boule unité fermée de H' ().

Lemme 9.8 Bande 2, 0 < € < 0¢/2. Alors K = K, () est un sous ensemble conveze
(faiblement) fermé non vide (3 oq) de oo + H*(2).

Preuve Seul le caractére fermé ne va pas de soi. Or, une convergence dans oy + H'()
faible de fonctions de K est uniforme sur les compacts intérieurs a 2 (Corollaire G.6.b).

JC est donc bien fermé.
O

Remarque 9.9 Un convexe fermé ’est toujours faiblement. Ici, on le trouve directement.
Le Lemme suivant est un approfondissement du Corollaire 8.3.
Lemme 9.10 p € [ = [7/3.8/3], « =1 —2/p > 0; bandes Q, Q; Q = [t,T] x R C ;
((to,@),(T,k),ﬂ') €EQ* xR (ty <TJk| <k); qr € [0,R], 050 >0,5 € K EV/C;%(Q) (g0 =
eo(t,T,R,00) du Théoréme 3.10; donc & € BUCH((0 <)oy — £0,00 + £0)); h,h' € H'(Q) ;
g (v 0),0,dly (- 6).h, dU, d*y (- 6).(h,A") comme au Corollaire 8.83.
a. || dﬁT,lc(Jé—)iL ||c0(§T)§ C || iL ||H1(Q); C= Cp(taTagaRao—O)' De plus; st 0+ h € ’C;
alors e 1011 = e Iy k(-3 6+eh) =y 4(+; 6)] (£ €0,1]) C° (@T)HW;’Z(QT)—converge
vers dllg(+;0).h quand € — 07,
b. || dZﬁT,,i(.;é).(h,h/) Hcg@T)S C bl ||H1(Qv), ?E CP(E,T,E,R,VUO). De plus,
si &+ h € K, alors e7'.11 = e dllr (56 + eh).h' — dlgri(-;6).0] (¢ €]0,1])
Cg(@T) NW,2(QT)-converge vers P11y (- 6).(h,R") quand e — 0F.
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c. JMto,yo,Tok,m) Gateauz-différentiable sur K,
(VIND) = VING)w = Gy = (A =C) |7 =6 |l (9.2)
| V@) = VING) ) < A+C) |7 =5 [[uvo (9.3)

(o, 0 €K), C, C" uniformes vis-a-vis de variations au voisinage de (to,yo,T,k,).
Preuve
a et b. Les estimations relatives a dII et d*IT résultent du Corollaire 8.3.
Supposons de plus & + h € K. Alors, £ 1611 tend vers 0 quand |y| — o0, unifor-
mément en ¢t € [t,7] (Théoréme 3.8.a Asymptotique); e 10,11, Wpllic(QT)—solution
(Théoréme 3.8.a et linéarité) de BSbT (T q,r,6 +ch;T.),

. . eh

1—‘5 = h(é'—l‘ 3)(822 — 8y)f[T‘1€(';6) y

Y

ou I'. L,(Q")-converge vers I' quand £ — 0. Donc, (Lemme 3.6.b) ¢~'6.11 est la
W2(QT)-solution de BSyr (T q,r,0 + eh;T.), et (Théoréme 3.10 et linéarité en & +
eh) Cg(@T) N WH(Q")-converge, quand ¢ — 0, vers la solution dIly(5).h de
BS4,r(T;q,r, 5;1).

De méme, e~'6.dI1 (¢ €]0,1]) est W 1*(Q")-solution (par linéarité) de BSyr(T;q,r,0+

eh;dl,),
. eh? § N
dFs = (hO' + 7)(8y ay)dHT)k(, O')h
+ 5’%1(8;2 - 8y) [gil(ﬁT’k('; o+ EFL) - ﬁT,k('; 6))]

+ ilill(ajz - ay)]jT,k('; o+ 577,) R
ot dl'. L,(Q")-converge vers dI' quand & — 0F. Donc, (Théoréme 3.10 et linéarité en
& +¢eh) e o.dll WH(QT) N CY (@")-converge vers d?I1y 1 (+; &).(h,i') quand £ — 0.
c. VJX(), représentant isométrique dans H'(§2) (Riesz) de la forme linéaire continue
(d’aprés l’estimation du a)
Hl(Q) > FL — dJ)\(é') . iL = )\<5—_00,FL>H1(Q) + (ﬁﬂk(to,yo; 5’)—7T)d1=[T,k(t0,y0; 5’)}},
qui pour h € K (toujours d’aprés a) n’est autre que
1 -
lim = [JM6 +¢eh) — JN5)| .
lim = [J*(6 +<h) ()]
Etant données & € K, h,h' € H'(€), on notera également :
d*JNo). () = NIk e
+ (dllyk(to,y0; 6).1) (dllzk(to,y0; 6).1)
+ (Hrk(toyo;6) — ) d*lly k(to,ym &).(h,h')

et pour 0,7 € K: 6. = (1—¢)6 +ev, J. = J0.), j. = VJ(6.) (¢ €]0,1[, dérivation
par rapport & ¢ notée ’). En utilisant a et b, et la borne Sy sur |II|, il vient alors:

(VIMND) =V ING)w — Gy = J1— Ty = : J;'ds

1

= /dU*(ég).(z)—é,ﬂ—é)
0

A=) |7 =6 [, -

Y
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et pour h € H'(Q)

1
(V20) = TG Ry = G =iy = [ Gl de

(VI @) = VING).m) o)

N
By
o
<
>
o
NG
~
|
Q«
\.;.‘(
S8
o

< A+O) =6l Ihlme

d’otl par passage au sup en h normé dans H'(9)
| VI @) = VI < A+O) [[7=6 o)

C, C" uniformes vis-a-vis de variations au voisinage de (to,yo,1,k,).

9.2 Existence, unicité, stabilité du minimum (A grand)

Théoréme 9.11 Bandes Q, Q;Q = [t,T] x R C Q; ((to,v0),(T,k),m) € Q> xRy (to < T),
q,r € [0,R], o9 > 0. Alors pour X assez grand,

a. le probleme (9.1) est bien posé en (to,yo,I.k,m), si et seulement s’il l'est encore,
lorsque l'on renforce la contrainte de positivité de & en l’encadrement suivant sur §2:

Op —€o S o S oy + €o (94)

(c0 = €0(t,T,R,00) du Théoreme 3.10; donc & € BUCH((0 <)oo — £0,00 + €0)), et
qu’on impose en outre || & — og ||gr)< 1 — soit, finalement, ¢ € K = K°(Q);

b. J* telle qu’en (9.1), est fortement convexe sur le conveze fermé non vide K, unifor-
mément au voisinage de (ty,yo,1,k,m);

c. le probleme (9.1) est bien posé en (ty,yo,1.k,m).

Commentaire 9.12 Le Théoreme 9.11 présente un intérét davantage mathématique que
pratique. En effet, on verra plus loin que 'on est conduit a utiliser dans les algorithmes de
faibles valeurs de A, si l'on veut converger en un temps raisonnable vers les priz utilisés
pour la calibration. Or pour de faibles valeurs de X on n’est plus dans le cadre de I’hypothése
du Théoreme 9.11. Au contraire le probleme limite quand X\ — 07 est le probléeme de
calibration pure sur données de marché, dont on a vu au Théoréme 5.2 qu’il était tres
sous-déterminé.

Cependant, d’une part, ce résultat permet de mieux comprendre [’effet du terme de
réqularisation. D’autre part, méme sl s’agit d’un résultat partiel qui ne concerne pas
un cas que l'on rencontrera en pratique (puisqu’au contraire on s’attachera & maintenir
faible Ueffet du terme de régularisation), il s’agit, a notre connaissance, du seul résultat
d’existence, unicité et stabilité dont on dispose pour des problémes de type calibration (pour
unicité et stabilité d’une nappe o(t,s) = p(t)o(s), voir Bouchouev-Isakov [39]).

Preuve du Théoréme 9.11

a. On va montrer que le probléme (9.1) (qu'on qualifiera de [libre), et celui (qu’on
qualifiera de contraint) s’en déduisant par ajout de la contrainte supplémentaire
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(9.4) sur Q, ont, pour A assez grand, les mémes ensembles de solutions, uniformé-
ment au voisinage compact V C Q* x R, de ((to,y0),(T,k),7) tel que ¢, < T si
((th,y5),(T" k"), ') € V. Or, si &, non croissante en temps, positive € oy + H'(Q)
(donc & uniformément continue sur les fermetures C €2 de sous-bandes de 2, Co-
rollaire G.5), vérifie encadrement (9.4) sur @, mais le viole sur une partie (non
négligeable) de Q (par continuité), alors la fonction &' = (09 —&¢) VI A (09 +¢c9) (&
écrétée aux niveaux og — &£y < 0g + £9) est encore non croissante en temps, positive
€ op + HY(Q), vérifie cette fois-ci (9.4) sur 2 tout entier, et (Lemme G.7) améliore
strictement le (terme de lissage du) critére J* (dont le terme de résidu quadratique
ne “voit” que les valeurs, communes & & et ¢, sur @) par rapport a &, uniformément
sur V. Les solutions du probléme contraint sont donc a leur tour a rechercher parmi
les nappes ¢ satisfaisant (9.4) sur € tout entier.

Revenons au projet initial dans cette Preuve. De fait, si &) () fixé) est une suite
minimisante du probléme libre en ((¢),yg),(1",k"),7") € V, alors:

Aldimsup || 6, — o0 [F1g) < lim 2J%5;) = infjpee2J”
n— 400 n—+oo

“ 2
< 2J%00) = (U w(tyyp;00) — )",

qui est borné sur V, par continuité (notamment de (,y5,7",k") — Tz o (th,yh; 00)
sur V C {t;, < T'}, Corollaire 8.2) / compacité (de V). Bref,

A limsup || &) — o ||311(Q) < C

n—-+4oo

(C uniforme sur V). Donc, par application du Lemme 9.6, &) vérifie (9.4) sur Q,
pour A > A (A uniforme sur V), n > N,. Alors, pour de tels A, n,

TNe*) < JNap)
si ¢ résoud le probléme contraint en (t,y5,1",k', ') pour A, auquel cas J*(5) <
infl;,0 J?, par passage a la limite a ’aide de la suite minimisante 5; & résoud donc
le probléme libre en (ty,y,,1" k', 7") pour A.
Inversement, toute solution &* (A > A) du probléme libre en ((t,yp),(17",k"),7') € V

vérifie (9.4) sur Q (appliquer ce qui précéde a 6 = &), et résout donc a fortiori le
probléme contraint en ((¢y,y5),(T",k"),7").
On voit aussi que * vérifie
C
<A 2
0" — o0 < — <1
19—l < $ <

(quitte & augmenter A).
. Lemmes 9.8 et 9.10.c, équation (9.2).
. Pour X assez grand, cela revient & montrer que le probléme de minimisation de J*
sur K est bien posé en ((t,y0),(T,k),n), d’aprés a.
Sachant qu’une fonctionnelle fortement convexe sur un convexe fermé non vide d’un
Hilbert y admet toujours un unique minimum (voir par exemple Larrouturou-Lions
[102, Théoréme 3.3.37]), ce probléme admet de fait une unique solution pour tout
jeu de données au voisinage V de ((t9,y0),(7,k),7) ) (A uniforme sur V), d’aprés b.
Pour un tel A\, et V > ((¢3,48),(Tn,kn),mn) — ((to,v0),(T,k),m) quand n — +oo,
montrons alors

o, = argmingJ) () = Nt ye Tookn,mn))

n
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— ¢ analogue en (to,yo,1,k,7). En effet,
Ao gy < 2 26 < 2 000) = (i (B 50) — m)?

qui, pour Iy, g, (2,48 &,) compris entre 0 et SP = e% (Lemme 3.7.b), n’excéde
pas 2 V (S§ — m,)* (par convexité), puis (pour n assez grand) 272 V (Sy — )%
(Toute extraction de) &, admet alors une extraction convergeant vers une limite
7, 0o + H'(Q)-faiblement /uniformément sur les compacts intérieurs a  (Corollaire
G.6.a). Notamment, ¢ € K (faiblement fermé, Lemme 9.8), et (voir ci-dessous)
J6) < liminf S} (e,) < liminfJ3(6) = J3(0) (9.5)
donc ¢ n’est autre que . Bref, toute la suite &, tend vers &, oo+ H*(£2)-faiblement /uni-

formément sur les compacts intérieurs a €. Montrons & présent (9.5) ci-dessus.
D’abord, par semi-continuité inférieure faible de la norme H!(Q2), on a:

Ensuite (preuve plus bas),
1:[Tn,lcn (to>Y0;0n) = ﬁT,Ic(t07y0§ ) (9.7)

quand n — 400, et idem (en plus simple) avec ¢/ a la place de 7, /6.

(9.6) et (9.7) (ainsi que son analogue dans le cas ¢/ &) entrainent alors les inégalités
extrémes dans (9.5), dont l'inégalité centrale résulte simplement de I'optimalité de
&, pour J.

Montrons finalement (9.7). On décompose

Tz, v, (o yes 50) — Hrk(to,yo; )| < gk, (t0,y05 50) — Hrk(to,yo; 5|
+ |Urk(to,yo; ) — gk (to,y0; 0)|
— I + IT,

ou quand n — +00:
e I tend vers 0, par continuité de IT par rapport aux quatre arguments (to,Y0,1,k)
(to < T), uniforme en 5, € K, n € N (Corollaire 8.2);
e I] tend vers 0 par convergence localement uniforme de Iy 4 (+;G,) vers Iz (- &)
sur Q' (Corollaire 8.1). On a donc bien la convergence (9.7) annoncée.

([
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Chapitre 10

Algorithmes

10.1 Gradient projeté

Le Théoréeme 9.11 précédent est constructif, en ce sens qu’il débouche sur un moyen
de calcul de la solution. En effet, on a le

Corollaire 10.1 Bandes Q, Q;Q = [t,T] x R C Q; ((to,50),(T,k),m) € Q* x Ry (t; <
T); qr € [0,R]; 00 > 0; g0 = 20(t,T,R,00), K = K2 (), du Théoréme 9.11. Pour A
assez grand, uniforme vis-d-vis de variations au voisinage (to,yo,1,k,m), la solution ¢ du
probleme (9.1) en (to,yo,T.k,7) (Théoreme 9.11.c), est limite dans oo+H"'(Q) / (Corollaire
G.6.b) uniforme sur les compacts intérieurs a €Y, de la suite &,, des itérées dans ’algorithme
du gradient & pas five p suffisamment faible (dépendant de \), projeté sur KC,

é—n+1 = PIC(6n - Nv‘](é—n))a neN
— au départ de oy arbitraire dans K, par exemple &y = 0y.

Remarque 10.2 En utilisant le Théoréme 3.11 au lieu du Théoréme 3.10 dans ce qui
précéde, on peut en fait prendre n’importe quel

K ={6€00+B,;06<0,0<5<7}

(constantes exogénes positives 0 < 0y < @) dans ce Corollaire, ainsi que dans le Théoréme
10.4 a venir.

Preuve du Corollaire 10.1

Pour A assez grand, uniforme au voisinage de ((to,y0),(T,k),7), J* est (A—C)-fortement
convexe, a dérivée de Gateaux (A + C’)-Lipschitzienne sur K (constantes C', C’, uniformes
au voisinage de ((t9,y0),(T,k),7), Lemme 9.10.c). L’algorithme de gradient projeté converge
alors pour 0 < p < 2(A — C)/(A+ C")? (Larrouturou-Lions [102, Théoréme 4.3.4]).

(|

L’implémentation effective de I’algorithme de gradient projeté correspondant au Théo-
réme 10.1 suppose la connaissance de V.J* (ainsi que celle, plus problématique, de 'opéra-
teur de projection sur K; comparer avec 'approche alternative esquissée §10.3) — VJ?, le
représentant isométrique dans H'(Q) (Riesz) de la forme linéaire continue (Lemme 9.10.c
et sa Preuve)

HI(Q) 5Sh — )\((5’ — UO;h'>H1(Q) + (ﬁT,k(tO;y0;6) — W)dﬁT,k(to,yo;é').h ,

ou (Corollaire 8.3.c)

dlly 1 (to,y0;0) - h = /Vﬂ(tt)ayo,Tak)55) h,
Q
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VI(to,yo,T,k) (abrév. VII) désignant ici la fonction suivante sur €, paramétrée par
(to,y0,7,k) (et dépendant bien sir de ¢,r,0)

Vii(ty) = 1{t0<t<T}67y(8§2 — 8y)ﬂt,y(t07y0; 6)é(t,y)(8§2 — 8y)f[T,lc(t7y; ) .

Autrement dit (formulation variationnelle), VJ* = V.J*(to,y0,T,k,m,5), est P'unique élé-
ment de H'(Q) (par dualité), tel que:

(VI = A6 —00) Wy = (Mrptoyo; o) — ) (VILAY 1y, h € HY(Q) . (10.1)
Lemme 10.3 Données du Corollaire 10.1, ¢ € K. Alors, Vf[(to,yg,T,k) € Ly(2).

Preuve D’aprés le Corollaire 8.3.a, (0% — 8,)II7k(t,y; 5) appartient & Ls (4L T[xR),

et e V(02 — 0,)I1; , (to,y0; &) appartient a Lyo(]HL T[xR), par (3.12). Donc leur produit

appartient & Ly(]%2T T[xR), par Hélder. D’ot, par symétrie et recollement (et borne sur

a]) 2

e_y(a§2 - 8y)flt,y(tOJyO; &)6(832 - ay)ﬁT,k(tJy; &) S L?(]tUJT[XR) ’
soit Vﬁ(tg,yo,T,k) S LQ (Q)

(|
Théoréme 10.4 Données du Corollaire 10.1, ¢ € K, A € R. Alors
a. u=VJto,yo,T,k;5) — NG — 0p) € H*(Q),
{ w — Au = (I x(to,yo) — m)VI(to,y0,T k), Q-p.p. (10.2)
yu = 0, 0Q-p.p.

— trace yyu € Lo (09) bien définie pour u € H*(QY) (Théoréme F.1.c).
b. De plus, on peut lire —\(G —0y) a la place de u dans a si & minimum de J* intérieur
a K.
Preuve
a. Comme VII € Ly(Q) (Lemme 10.3), le probléme

<U,h>H1(Q> = (ﬁT,k(tO;yO; (5’) - 7T> <Vﬁ,h>L2(Q) s h € HI(Q) (103)

admet lui-méme une unique solution u € H*(Q) (Riesz), qui, d’aprés (10.1) n’est
autre que VJ* — \(5 —0p). Or, (Bensoussan-J.L. Lions [24, Théoréme 5.10, Chapitre
2 et note de bas de page 96]) cette solution appartient en fait & H*(£2). On peut donc
appliquer la formule de Green généralisée a I'identité (10.3) (sur bande 2, Théoréme
F.1.d). Soit,

/Q (=Au + u— (Hr(to,yo) — m)VI) b = /59 —(mu)(vh) , he HY(Q) .

On conclut alors classiquement, voir par exemple Larrouturou-P.L. Lions [102, p.
150, Etape 6, Interprétation de la formulation variationnelle|, en utilisant la densité
de I'ensemble o (H'(€2)) (des traces o sur 9§ des fonctions de H*(€2)) dans Lo (99)
(Théoréme F.1.d).

b. Car VJ* est nul, en un minimum de J* intérieur a K.
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Remarque 10.5 Par symétrie (Remarque 3.4) et linéarité, le Théoréme 10.4 se généralise
immédiatement a la calibration sur un systéme arbitraire de call, {IL} ;- (to,S0; obs)|(T,K) €

F*}, et put, {117 4 (to,S0; 0bs)|(T,K) € F~} (F/= C [to,T] x R, C Q). On n’a qu'a
remplacer le second membre dans (10.2) par

Z (ﬁ;‘k(t[],yo; 5’) — ﬁ;k(to,yg; ObS)) Vﬁ+(t0,y0,T,k; 5’)
(T,k)eF+
+ Z (ﬁik (tﬁayﬂ; 6) - ﬁik(to,yo; ObS)) Vﬁi (t07y07T7k; 6) )

(T.k)eF-

VI~ (to,40 Tk 6) (1) = Lptgeerye™ (052 =0,) L) (to,y0: 0)5 (1,) (052~ 0,)ILT (ty; 6)

10.2 La méthode de Lagnado et Osher

Venons-en a la procédure de calibration lissée proposée par Lagnado et Osher [99].
Celle-ci (dans le cas d’'un seul call T,k) revient & introduire un temps artificiel 7, qui
parameétre une famille de nappes de volatilité sur €, ,(¢,y),>0, puis a résoudre numéri-
quement, par un schéma explicite, I’edp suivante, localisée a un domaine Q N {|y| < 7}:

0.6 = AAG, — (Hpx(to,yo; 0,) — ) VI(to,y0,T.k; G,) 7>0; (10.4)

Glr=0 = 00, 0:Gloa = 0, 6|‘y|5§ = 0o - (10.5)

Formellement, le régime stationnaire ¢ = 0., (t,y) éventuellement atteint vérifie alors, en
posant u = —A(g — 0y):

—AU = (ﬁﬂk(to,yo; 5’) — W)Vﬁ(to,yo,T,k; 6)
Owulag = 0
u|\y|E§ = 0.

On reconnait la condition (10.2) de minimum de J* intérieur & K (Théoréme 10.4.b) —
localisée a QN {|y| < 7}, moyennant I'introduction d’une condition de Dirichlet homogéne
au bord en espace ainsi créée et en “oubliant” le terme d’ordre 0 dans (10.2). En effet, sur
domaine localisé avec condition aux bords mixtes Neumann/Dirichlet, ce terme ne joue
plus de role, par inégalité de Poincaré.

La procédure (10.4)—(10.5) de calibration lissée de Lagnado et Osher [99], peut donc
étre vue comme une méthode de calcul (par descente de gradient) d’une solution de
I’équation (10.2), condition nécessaire de minimum de J* intérieur a K.

Remarque 10.6 Cette procédure se généralise immédiatement a un systéme arbitraire
de call et put, voir Remarque 10.5.

Remarque 10.7 Sur la base de cet algorithme, on pourrait imaginer divers raffinements
— par exemple, ordonner les données par paquets de confiance, pour calculer une premiére
nappe g1 avec les call et put a la monnaie, puis, a partir de &1, une deuxiéme nappe dy a
I’aide des produits restants, avec une pénalisation pour o a s’écarter de ;.
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10.3 Multiplicateurs de Lagrange

Jusqu’ici, on a traité le probléme d’optimisation (9.1). Exploitant la structure par-
ticuliere de probléme de controle optimal (probléme inverse, §5.3.1), on peut réécrire
I’équation d’Euler de notre probléme, dans une approche du type principe du mazimum
de Pontriaguine (voir J.-L. Lions [105]). Cette approche est potentiellement constructive,
et susceptible de déboucher sur des algorithmes numériques de recherche de point-selle
(algorithmes de type Uzawa). On ne développera pas cette approche dans le présent tra-
vail, se bornant a écrire (formellement) une formulation de ’équation d’Euler de notre
probléme intégrant les contraintes. Cette équation peut en effet s’écrire avec les notations
du Chapitre précédent,

(VING), 7 — &)y > 0, ©EK (10.6)

caractéristique (du moins pour A assez grand, voir Théoréme 9.11) du minimum ¢ € K
de la fonctionnelle fortement convexe J*, sur le convexe fermé > o,

K= {6€00+B:1]85<0,0 <05 < 7}

(¢/7 = 09 — / + €0, €0 = £0(t,T,R,00) du Théoréme 3.10, ou plus généralement 0 < g <
0 < T < 400 par application du Théoréme 3.11, voir Remarque 10.2).

La théorie des multiplicateurs de Lagrange (en dimension infinie, voir par exemple
J.L. Lions [105, Théoréme 13.1, Chapitre 3|) suggére alors I’écriture suivante alternative
a (10.6), caractéristique (au moins pour A assez grand) du minimum de J* sur K, ou,

(Théoréme 9.11) ce qui revient au méme, de la solution & du probléme d’optimisation
(9.1):
VING)+a(6—0y) = p—pu—0v, (10.7)

a(l| ¢ = oo [l —1) = 0,

/Qp(ef—g) =0, /Qu(a—a—) = 0, /Quaté =0,

a €Ry, 5 €09+ H (Q), (+=>09p.p.) pu € HL(Q)/v € LT ().

Dans (10.7), Ly(92) % H'(Q) adjoint la dérivation temporelle H!(Q) % Ly(Q), i.e. dfv
(v € Ly(Q2)), la solution (par dualité) dans H*(2), du probléme variationnel suivant:

<8th,,V>L2(Q) = <h,,8z<l/>H1(Q) , h € HI(Q) .
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Chapitre 11

Expériences numériques

On présente maintenant des expériences numériques mettant en ceuvre cette méthode
de calibration et de lissage de Lagnado et Osher (10.4)—(10.5) sur un ensemble fini de prix
(de call), d’abord sur données synthétiques, puis sur données de marché.

Pour la descente de gradients, nous avons utilisé la procédure e04dgf de la biblio-
théque fortran Nag (gradient conjugué préconditionné). Cette procédure utilise une taille
en mémoire de ’ordre du nombre de points de discrétisation seulement, ce qui la rend spé-
cialement appropriée pour nos problémes. Le détail de la mise en ceuvre de la résolution
numérique des edp d’évaluation des call (localisées via l'introduction de conditions aux
bords appropriées) est reporté en Annexe H. Disons seulement & ce stade qu’on proceéde
par différences finies & I'aide d’un 6-schéma de Crank-Nicholson (¢ = 3), sur un maillage
comportant 20 pas de temps fois 100 pas d’espace. Cela est suffisant compte tenu du
schéma numeérique utilisé et de la précision requise quant au résultat, eu égard a celle
disponible sur les données (voir §11.2.1).

Pour le calcul de la fonction de Green apparaissant dans ’expression des gradients,
Lagnado et Osher [99] suggérent d’utiliser I'équation backward qu’elle vérifie, soit, aprés
discrétisation, une équation (avec condition terminale en masse de Dirac) par nceud de
maillage. En fait, ’équation de Dupire permet de calculer les valeurs utiles de cette fonc-
tion (celles correspondant & la phase courante (to,yp)) moyennant une seule équation for-
ward (de Dupire, puis double dérivation numérique en espace; voir Théoréme 3.8). Clest
I’approche qu’on a retenu pour nos expériences numeériques.

On adoptera dans ce chapitre les notations suivantes (voir §10.2):

— 09, nappe de volatilité constante servant a initialiser la descente de gradients;

— o ou 0*(t,5), nappe de volatilité o, (¢,5) = 5 (t,y) obtenue a l'issue de la procédure
de calibration et de lissage, pour la valeur A\ du parameétre dans (10.4) — A = 0 pour la
calibration pure;

— E(0), lerreur relative en moyenne quadratique entre les prix de call utilisés pour
calibrer et les prix de call calculés avec la nappe o calibrée.

11.1 Expériences sur données synthétiques

11.1.1 Présentation du modéle et génération des données

Pour tester la méthode de calibration, nous nous sommes d’abord placés dans des
conditions expérimentales sur données synthétiques analogues a celles décrites par La-
gnado et Osher [99]. Nous avons ainsi pu disposer de points de comparaison. Cependant,
nous avons utilisé plus de données et approfondi les expériences par rapport a [99]. Nous

219



considérons donc comme dans [99] le modele de diffusion lognormale (2.1), avec:
q=0, r=10%, o(t,S)=15/S =:0"(t,9) . (11.1)
On calcule alors numériquement les prix Iy x(to,5; 0*) tels que (1,K) € F, ou:
F= {%,1} x {80, 85, 90, 91, 94, 96, 98, 100, 102, 104, 106, 110, 112, 115} = T x S .
On obtient ainsi une famille de prix:
™= (HEI)“{),S[\’(T;K))(T,K)G}' = (I x (t0,50; 0™) ) (1, 1) -
11.1.2 Initialisation par une nappe de volatilité constante

On détermine ensuite, numériquement par dichotomie, la solution oy du probléme de
minimisation (9.1), dans laquelle on se contraint a minimiser parmi les constantes, sans
lissage, A\ = 0. Avec les données précédentes, on obtient ainsi une volatilité constante
optimale oy, qui reproduit les prix synthétiques avec une erreur relative E(oy) d’environ
un pourcent.

11.1.3 Expériences de calibration pure

NAPPE NON LISSEE

sigma(t,S) —

% maodification de sigma fry\
| ||

100 - e

50 |-/

s

-50 date t

50 100 150 200 1
sous-jacent S 250

F1G. 11.1 — Nappe ¢ obtenue par calibration pure sur données synthétiques — en % de différence
relative par rapport a og

La méthode de calibration pure porte cette erreur au cent-millieme, F(c°) = 1073%,
aprés cent itérations de gradient conjugué, au départ de oy (t,S) = 0p. Cependant, la nappe
de volatilité 0°(¢,5) obtenue est tres irréguliére, présentant notamment des explosions aux
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voisinages des maturités des call utilisés pour calibrer. Cette nappe est représentée Figure
11.1, en pourcentage de modification par rapport a oy. Elle ne semble pas acceptable en
pratique.

Remarque 11.1 Il s’agit de la nappe de volatilité locale et non de celle des volatilités
implicites correspondantes. Cette derniére est représentée Figure 11.2, ot on a également
porté les volatilités implicites correspondant a la famille de prix 7 utilisée pour calibrer.
On observe que la nappe de volatilité implicite ainsi reconstruite est bien plus réguliére
que o, — sauf peut-étre dans les trés courtes maturités On rappelle que la nappe des
prix de call est convexe et réguliere, quelle que soit la nappe de volatilité locale (Théoréme
3.8.b). Ces bonnes propriétés rejaillissent sur la nappe des volatilités implicites, comme

on l'observe Figure 11.2.

Remarque 11.2 Comme évoqué ci-dessus, les résultats numériques obtenus se dégradent
dans le domaine des courtes maturités. A contrario, il faut mentionner a ce sujet une
approche intéressante de Berestycki-Busca-Florent [26]. Celle-ci consiste a dériver direc-
tement 1'équation de diffusion (non linéaire) de la volatilité implicite (au lieu des prix) en
fonction de la volatilité locale, et débouche sur une relation de type moyenne harmonique
quand la maturité tend vers 0, laissant augurer des procédures de calibration plus efficaces
dans le domaine des courtes maturités.

reconstruite ——
observee ¢

vol. impl.

1

250
echeance T

150
prix d’exercice K

FiG. 11.2 — Nappe de volatilité implicite correspondant & o

Commentaire 11.3 La nappe 0° ainsi obtenue a partir de la constante oy est peu diffé-
rente de cette derniére en dehors d’un domaine correspondant grossiérement a co((ty,Sy)U
F)b Intuitivement, ceci correspond au fait que le priz d’un call, Iy k(ty,S;0), est peu

1. L’enveloppe convexe de (tg,S0) U F.
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sensible aur valeurs de o en des phases (t,S) trop éloignées de (ty,Sy) ou (T,K), cf. la
représentation (8.2), Corollaire 8.3.c; réciproquement, la famille de priz ™ apporte peu
d’information sur o(t,S) loin de (ty,S0) UF, ou la procédure de calibration pure contribue
donc peu a modifier oy.

11.1.4 Expériences de calibration lissée

NAPPE LISSEE

sigma(t,S) —

date t

100
150
sous-jacent S 200 250

F1G. 11.3 — Nappe 0%-92 calculée par calibration lissée sur données synthétiques — en pourcentage
de différence relative par rapport a oy

Pour la calibration lissée, on choisit A le plus grand possible, compatible avec une
descente en un nombre d’itérations de gradient donné, au-dessous d’'un niveau d’erreur
relative préalablement fixé.

Ainsi, génériquement, un calibrage correspond pour nous a la résolution d’environ un
millier d’edp paraboliques & une dimension d’espace: |F| (de 'ordre de 10) équations de
Black-Scholes backward, plus une équation de Dupire forward, par itération de gradient
conjugué (une centaine). Le temps de calcul sur station de travail est de I'ordre de quelques
secondes. On dispose alors d'une nappe de volatilité locale calibrée et lissée, que 1'on peut
utiliser pour évaluer et couvrir d’autres produits.

Par exemple, pour atteindre E(c?) < 1072E(0p), au bout de cent itérations de gra-
dient conjugué, au départ de la constante oy, il faut prendre A < 0.02. Pour A = 0.02, on
obtient E(c%%?) =1072% (Figure 11.3). Augmenter A améliore le lissage de o* et accroit
erreur relative E(c"), tandis que diminuer A a des effets opposés. Ces effets s’avérent
sensibles par rapport aux variations de A. Ainsi, pour A > 0.1, la descente est excessi-
vement lente en vue d’un utilisation réaliste en salle des marchés, ou I'on veut pouvoir
calibrer rapidement plusieurs fois par jour.
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Commentaire 11.4 La nappe 0% obtenue est cette fois trés réguliere, comme on peut le
voir Figure 11.5. En outre, cette nappe ne présente que de tres faibles variations en temps
(voir Commentaire 9.4). Le terme de lissage permet donc d’atténuer considérablement les
violentes oscillations en temps qui apparaissent lors de la calibration pure, ainsi que les
explosions au voisinage des échéances en lesquelles on injecte des prixz de call. On observe
en revanche une oscillation en espace, due vraisemblablement a une différence d’échelle
entre les dérivées en espace et en temps. Enfin, on a toujours o peu éloigné de oy, en
dehors d’un domaine correspondant grossierement a co((ty,So) U F).

La Figure 11.4 représente la nappe des volatilités implicites correspondant a o0

reconstruite ——
observee ¢
vol. impl.

1

250
echeance T

150
prix d’exercice K

F1G. 11.4 — Nappe des volatilités implicites correspondant a o202

Enfin, le calibrage et le lissage permettent d’améliorer la robustesse numérique de la
nappe de volatilité locale obtenue. Voyons ceci en termes de validation sur le calcul de
nouveaux prix de call, puis sur le calcul du prix d’une option a barriére.

Commentaire 11.5 (Calcul de nouveaux prix de call) Le Tableau 11.1 recense les
pourcentages d’erreur relative en moyenne quadratique 100E (o) (arrondis au premier
chiffre significatif ), obtenus pour divers o et F — dont pour mémoire F =T X S ayant
servi a générer les données. On observe que les nouveaur prix calculés avec %% sont
meilleurs que ceuz calculés avec 0°, euz-mémes meilleurs que ceuz calculés avec oy.

Commentaire 11.6 (Calcul du prix d’une option & barriére) Un autre résultat in-

téressant concerne [’évaluation d’une option a barriere. La Figure 11.5 représente le pour-
centage d’erreur relative :

IOO(HT,K,H(t,S; 0') - HT,K,H(tas; 0*))
U7 g 1 (2,55 0%) 7
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0 o002

(o) o
TxS| 1] 1073 1072
T'xS| 2 0.6 0.5
TxS |2 [7107%2 5102

TaB. 11.1 - 7' = 2, §' = {83,93,97,101,105,108,113}

obtenu numériquement pour divers o, ot iy (t,S;0) désigne le priz du call européen
a barriere up out au niveau H = 120%. La méthode par différences finies employée pour
évaluer Uy i 1 (t,S; 0) s’inspire de l'usage en vigueur sur les arbres, consistant & appliquer
une condition de Dirichlet homogéne au bord supérieur S = H du domaine®. On observe
notamment que les ordres de grandeur des erreurs relatives a la monnaie obtenues a [’aide
de og, 0 et 0% sont de 20%, 10% et 5%, respectivement.

CALIBRAGE ET OPTION BARRIERE
15 T T T T T T T T

____-happenon lissee ----
10 e nappe lissee -----

% erreur relative

20 + ]

25 ]

-35 | | | | | | | |
40 50 60 70 80 90 100 110
sous-jacent S

Fic. 11.5 — Evaluation d’un call européen a barriére up out H = 120

Remarque 11.7 ¢°% donne donc de meilleurs résultats que o lorsqu’il s’agit de calculer

de nouveaux prix. Ces constatations expérimentales encouragent a utiliser cette méthode
de calibration lissée de Lagnado et Osher [99], plutot que des méthodes de calibration par
arbres qui ne permettent pas de lisser la nappe de volatilité locale obtenue (§5.1).

Des expériences complémentaires pourraient consister a étudier o* en fonction de la
phase courante (tg,5p) d’une part, et, d’autre part, en fonction de diverses conditions
initiales, constantes (comme o) ou non.

2. Voir Partie 111, §4.2
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prix d’exercice 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98
prix du call 10,02 | 9,02 | 8,02 | 7,02 | 6,02 | 5,03 | 4,13 | 3,28 | 2,52 | 1,86

TAB. 11.2 — Priz de call observés pour divers priz d’exercice

11.2 Expériences sur données de marché

On présente maintenant quelques expériences sur données réelles. Il s’agit alors que les
prix calculés avec le modeéle calibré tombent dans la fourchette de I'offre et de la demande
du marché (bid ask spread), ou d’un courtier s’il s’agit d’un produit de gré a gré.

11.2.1 Discussion concernant les données

Dans les données en temps réel ou leurs compilations historiques, seules font réelle-
ment ’objet de transactions et peuvent étre tenues pour significatives les cotes situées au
voisinage de la monnaie. Or celles-ci ne font pas de smile (voir §2.2). Parfois les options
en dehors de la monnaie ne sont méme pas cotées. C’est par exemple le cas des options
sur taux de change.

Les options ONN (sur notionnel) du MATIF sont cotées sur une bande plus large de
prix d’exercice. Mais un call sur notionnel a pour sous-jacent le contrat forward de méme
échéance que lui-méme. Le sous-jacent change donc avec la date d’échéance, et on a des
prix de call a raison d’une échéance par sous-jacent. Or, il faut recourir a des données
relatives a plusieurs échéances, si on veut reconstruire une bonne nappe de volatilité. Par
ailleurs, 'examen du Tableau 11.2, qui reproduit des prix d’options ONN diffusés sur le
site web du MATIF, montre que les prix au 23 Septembre 1997 des call (européens) a
échéance fixée fin Mars 1998, la monnaie étant de 'ordre de 100, ne sont pas cohérents
avec des prix de call européens dans un modéle d’arbitrage, sur un sous-jacent (2.1).
En effet, dans un tel modeéle, les delta (= 0sII) s’interprétent comme des probabilités
continiment actualisées aux taux r; ils sont donc inférieurs & un. Or, les delta calculés
approximativement par différences centrées sur intervalles doubles a partir des données
de ce Tableau, sont égaux a un (le prix d’exercice et le prix de loption associée varient
ensemble de un en un).

Enfin, les fourchettes de cotations observées sur les marchés d’options sont souvent
trés importantes. Reprenons par exemple les prix du Tableau 2.1, c’est-a-dire les milieux
des fourchettes de cotations de call européens du MONEP sur CAC40 (¢ = 0), obtenues
sur Reuters. Ainsi, le premier prix du Tableau, 236.1, a été obtenu comme moyenne de
I'offre, 200, et de la demande, 272.2. L’amplitude de la fourchette est donc de 'ordre du
tiers de cette moyenne. L’examen des autres prix aboutit a des conclusions analogues.

En pratique, on peut envisager deux approches possibles suivant l'usage destiné a la
nappe de volatilité locale calibrée. La premiére consiste a soumettre les données a un
traitement préalable (preprocessing), qui exclue notamment les opportunités d’arbitrage,
en vue d’aboutir & une nappe de volatilité locale réaliste utilisable a des fins de couver-
ture ou d’évaluation d’exotiques. La deuxiéme utilise au contraire la nappe de volatilité
locale calibrée sur I'ensemble des données, afin de mettre en évidence des opportunités
d’arbitrage.

On a utilisé les prix du Tableau 2.1 pour tester la méthode de calibration et lissage
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K x T | mars 98 | sept. 98 | mars 99
2950 -0.47 -0.45 -0.47
3100 -0.35 -0.37 -0.40
3250 -0.23 -0.29 -0.35

TAB. 11.3 — Conwvexité discréte des priz de marché

sur données réelles. Dans la suite, F désigne la famille des paires (T,K) correspondant a
ces données.

Remarquons d’abord que ces prix vérifient bien I’hypothése de convexité discréte des
données (Remarque 5.1). Comme le montre en effet le Tableau 11.3, les delta (approchés
par différences centrées sur intervalles doubles) augmentent avec le prix d’exercice, a
échéance fixée.

Commentons maintenant les expériences réalisées sur ces données. Pour ces expé-
riences, on a choisi un taux court constant r = 5%, comme on 'avait fait lors de la
détermination des volatilités implicites a partir des prix (voir Tableau 2.1). On renvoie a
la discussion tenue au §2.2 concernant 'arbitraire de ce choix.

11.2.2 Initialisation par une nappe de volatilité constante

On calcule numériquement par dichotomie la constante qui minimise I’erreur relative
E(0). On otient g = 0.247820, E(0p) = 14 %. La nappe de volatilité constante au niveau
09 est choisie comme point de départ des algorithmes de calibration et lissage.

11.2.3 Expériences de calibration pure

Au bout de 100 itérations de gradient conjugué, la nappe o° obtenue par calibration
pure au départ de oy réalise F(c°) = 4.4 107° %; une telle précision n’a d’ailleurs pas
vraiment de sens eu égard a la précision sur les données, voir §11.2.1. La nappe ¢” obtenue
est trés irréguliere (Figure 11.6).

11.2.4 Expériences de calibration lissée

Sur données réelles, I'apport du lissage est moins clair qu’il ne I’était sur données de
modeéle. Ainsi, pour A = 2 107%, 'algorithme s’arréte au bout de 61 itérations de gradient
conjugué, ayant atteint un critére de convergence. Or, d’une part, I’erreur correspondante
est de E(0) = 0.12%; une telle erreur obtenue a 1’aide d’une nappe de volatilité variable est
excessive en pratique, méme en tenant compte de 'imprécision sur les données. D’autre
part, la nappe o* obtenue demeure trop irréguliere (Figure 11.7). En particulier, elle
oscille en temps. Ceci rappelle les difficultés numériques rencontrées par Avellaneda et. al.
[3] (lissage entropique impuissant & venir & bout de l’aspiration créée localement par les
contraintes).

Remarque 11.8 L’irrégularité de la nappe de volatilité locale o(¢,5) issue de la cali-
bration pure provient notamment du fait que o peut prendre localement des valeurs tres
grandes. On peut interpréter cela trés simplement, en reliant la convexité discréte des prix
de call et la probabilité de présence du processus de prix S; du sous-jacent. Une convexité
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discréte nulle sur un certain intervalle implique que la densité de probabilité de présence
du sous-jacent est nulle dans cet intervalle, et donc la volatilité locale est infinie. Une
convexité discréte négative, incompatible avec 1’absence d’opportunité d’arbitrage, cor-
respond numeériquement également & une explosion de o. On peut également comprendre
ce phénomeéne a l'aide de ’équation de Dupire (3.5) et ’expression pour ¢ qui en résulte
(5.2).
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Chapitre 12

Conclusion

Nous avons étudié dans cette partie une méthode de calibration de la volatilité locale,
utilisant une technique numérique de probléme inverse d’équations aux dérivées partielles.
Nous nous sommes placés dans le cadre du modéle de Black-Scholes unidimensionnel a
volatilité variable. Aprés avoir rappelé en les précisant les résultats de Dupire et El Karoui
(Théoréme 3.8), nous avons montré les résultats suivants:

— étant donné un systéme de prix de call européens (Ily x (to,50))(r,x)cr, 'ensemble des
nappes de volatilité locale o(t,5) compatibles avec ces prix en (tp,Sp) est en bijection
avec une sous-variété réguliére, de codimension égale au nombre de call utilisés pour
calibrer, dans la variété des nappes de prix de call (Ilz,x (£0,5) ) rejy 7,150 (Parametre T,

F C [to,T] x R) vérifiant les conditions nécessaires de monotonie et convexité (Théoréme
5.2);
— de plus, si on impose une condition de régularité supplémentaire assez forte sur la
volatilité, en relaxant la contrainte de compatibilité sur les prix (approche de Lagnado
et Osher [99]), alors la solution lissée devient unique et dépend contintiment des données
(Théoréme 9.11). Ce dernier résultat découle de bornes sur les sensibilités des prix de call
dans un modeéle de Black-Scholes & volatilité variable (Théorémes 3.10 et 3.11).

Les expériences numériques effectuées sur données synthétiques et sur données de mar-
ché pour reconstruire une telle nappe lissée, montrent qu’on peut en effet reconstruire les
prix. Cependant, sur données réelles, la régularité de la nappe obtenue laisse a désirer.

Il semble intéressant de prolonger ce travail dans plusieurs directions.

Il serait tout d’abord instructif de tester la stratégie de couverture correspondant a
cette méthode de calibration et lissage, et de la comparer aux stratégies obtenues par
d’autres approches communément utilisées (approches paramétriques en particulier).

Ensuite, la question est ouverte de savoir si notre Théoréme 9.11 (probléme bien posé
parmi les nappes o monotones en temps, pour A suffisamment grand) se généralise a des
nappes ¢ non nécessairement monotones en temps, ou a A arbitrairement petit positif,
débouchant le cas échéant quand A — 0 sur une procédure de sélection de type solu-
tions de viscosité d’une “bonne” solution du probléme de calibration pure sous-déterminé,
comme par exemple dans Berestycki-Busca-Florent [26] (voir Remarque 11.2).

Il pourrait également étre intéressant de définir un cadre abstrait général de calibration
avec lissage suffisamment régulier, comme esquissé dans Bodurtha-Jermakyan [37]. Ainsi
peut-on constater sur notre probléme que les difficultés mathématiques soulevées par

la régularisation en [, || Do ||*, — nécessité de se limiter a des nappes de volatilité
monotones, — s’estompent largement, — le calcul numeérique devenant en contrepartie
plus lourd, — si I’'on utilise une régularisation d’ordre supérieur [, || D% [|* (a > 2).

Enfin, un enjeu important en pratique est bien sir la calibration de modéles (de taux
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notamment) a plusieurs dimensions d’espace. L’extension & plusieurs dimensions des tech-
niques exposées dans ce travail souléverait des difficultés importantes, aussi bien théoriques
que pratiques. En effet, il est bien connu que les problémes inverses deviennent beaucoup
plus difficiles en dimension d’espace supérieure a un. De fait, concernant notre probléme
inverse de calibration, on perd bien des propriétés si on veut passer en dimension deux
ou plus: il n’existe plus a priori d’équation de Dupire forward (3.5) du prix des options
de toutes échéances et maturités. On en perd donc toutes les conséquences: existence et
unicité de o, propriétés qualitatives, calcul de la fonction de Green.
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Annexe A

Solutions de viscosité

La théorie des solutions de viscosité, élaborée au début des années quatre-vingt a partir
des travaux de Crandall et Lions 62|, fournit la notion de solution faible adéquate pour les
équations elliptiques non linéaires, éventuellement dégénérées. Ces équations sont issues de
la modélisation mathématique de problémes concrets: controle optimal, jeux différentiels,
finance. Le but du probléme est alors la détermination de diverses quantités physiques,
telles que: un temps de sortie minimal, la valeur de point-selle d’un temps de capture,
I’évaluation ou la couverture d’'un produit financier. Or ces solutions physiques satisfont
rarement au sens classique les équations elliptiques de la modélisation mathématique pour
ces problémes. Il a donc fallu trouver un nouveau concept de solutions pour ces équations:
les solutions de viscosité.

A.1 Exemple

Voici un exemple emprunté au livre de Guy Barles [14]. On considére le probléme de
controle optimal en temps minimal suivant:

— le domaine est U'intervalle
Q=]-1,1[;

— la dynamique est le controle

— le colit & minimiser au point x € €2 est le temps d’atteinte 7% du bord I' de €2, dans le
flot contrdlé (A.1).
On note U la fonction valeur de ce probléme de controle:

U(x):m(ing””,xeﬁ.

Intuitivement, le controle optimal dans ce probléme est le feedback
u(z) = sgn(z) ,

la fonction valeur valant :

Uw)=1—|z]. (A.2)

Le principe mathématique de la programmation dynamique conduit quant a lui a
I’équation formelle suivante pour U :

VU(z)|-1=0 , x €€
{ | U((:r);)|=0 , xGFGE 09 . (4.3)
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Or la solution (A.2) du probléme de controle n’est pas dérivable en 0. Elle ne saurait
donc satisfaire (A.3) au sens classique. La notion de solution presque partout de (A.3) ne
convient pas davantage, car il existe une infinité (u,),en de solutions presque partout de
(A.3), construites en alternant les pentes plus et moins un:

VU, (z) = £1 selon que E(nz) est pair ou impair
Un,(—=1) =U,(1)=0.

Quant aux solutions au sens des distributions [124], elles sont plus appropriées pour les
problémes linéaires. Présentons maintenant le “bon” concept de solution de viscosité d’edp.

A.2 Problémes paraboliques du second ordre

Définition A.1 On appelle enveloppe inférieure V. (respectivement supérieure V) d’une
fonction réelle étendue, V', définie sur une partie R d’un espace Fuclidien, la plus grande
fonction semi-continue inférieurement inférieure ou égale (respectivement la plus petite
fonction semi-continue supérieurement supérieure ou égale) & V' en tout point, lorsqu’une
telle fonction existe.

Proposition A.2 Pour toute fonction réelle localement bornée, V', définie sur une partie
R d’un espace Euclidien :

a. son enveloppe inférieure, respectivement supérieure, existe, et vaut en x € R :

V(z) =liminf V(y) ,

Roy—x

respectivement B
V(z) = limsup V (y) ;

Royy—=x

b V=TV, V=V

Preuve

a. Classique (rapporté par exemple dans Crandall-Ishii-Lions [59, §4]).
b. Pour x € R ,

liminf -V (y) = —limsupV(y), limsup—V(y) = —liminfV(y).
Roy—w ROy—T Roy—w Roy—w

O

Définition A.3 On qualifie d’elliptique en dimension r (r € N*), tout opérateur locale-
ment borné

R-XRXxR xS(R) > (z,r,pA) N G(z,r,p,A) €R,
tel que:

G(z,s,p,A) < G(x,s'pA) si  s<§
G(z,s,p,A) > G(x,spA) st A< A

— ou linégalité “A < A’ est a prendre au sens habituel de l'ordre entre matrices symé-
triques réelles de taille r.
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Définition A.4 Soient (G)ier une famille indexée par le temps d’opérateurs elliptiques
en dimensionr (r € N*), R une partie de R™'. On appelle sous-solution, respectivement
sur-solution de wiscosité, de [’équation parabolique

oV (t,x) + G,V (t,x),VV(ta)HV (t,x)) =0, (t,x) € R, (A.4)

— V et H gradient spatial et matrice Hessienne en espace, respectivement, — toute fonc-
tion localement bornée semi-continue supérieurement, respectivement inférieurement

R > (t,x) — V(tw) e R

telle que pour tout (t,x) € R et toute ¢ € CH*(R), vérifiant V(t,x) = ¢(t,x), et V < ¢
(indifféremment, <) ailleurs sur R, respectivement V' > ¢ (indifféremment > ),

Orp(t,r) + Gi(z,V (o), Vo(tr) He(tr)) <0,

respectivement o
8t90(t7x) + Gt(x,V(t,x),Vgo(t,x),?—[go(t,x)) Z 0

— ow la liminf G est prise par rapport a toutes les variables, dont t, et idem pour la
lim sup G.

De plus, V' est dite solution de viscosité discontinue de (A.4) si ses enveloppes infé-
rieures Vet supérieures V. en sont respectivement sur- et sous-solutions de viscosité, et
V' est dite solution de viscosité si elle est en outre continue.

Remarque A.5 En réalité, toute classe de fonctions-tests, intermédiaire entre C*(R) et
C'%(R), convient indifferemment & ces définitions (voir par exemple Fleming-Soner |77,
Chapitre II, Remark 6.1]).

A.3 Problémes stationnaires du premier ordre

Dans le cadre d’un probléme donné, on mentionnera seulement les variables qui inter-
viennent réellement dans ce probléme, afin d’alléger les notations. Nous noterons notam-
ment :

G(z,V(2),VV(z))=0,2€Q (A.5)

pour une équation stationnaire du premier ordre — historiquement les premiéres pour
lesquelles furent introduites les solutions de viscosité, afin de résoudre des problémes de
stabilité et d’unicité des solutions, — posée sur la fermeture 2 =: R d’un ouvert Q C R
(r € N*). La condition d’ellipticité pour G se réduit alors & G localement bornée, croissante
(au sens large) par rapport a son deuxiéme argument. Dans ce cas, on a les définitions
suivantes équivalentes a A.4.

Proposition A.6 La fonction localement bornée V sur Q est sous-solution, respective-
ment sur-solution de viscosité de [’équation stationnaire de premier ordre (A.5), si seule-
ment s1 V' semi-continue supérieurement, respectivement inférieurement, et pour tout
x € Q, lune des deur assertions équivalentes suivantes est vérifice :

a. pour toute @ € CH(Q) vérifiant V(x) = (), et V < ¢ (indifféremment, <) ailleurs
sur §), respectivement V' > ¢ (indifféremment, >):

G2,V (2),Ve(r)) <0,

respectivement

G(z,V(x),Vp(z)) > 0.
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b. pour tout p € DV (x) ,

G(z,V(z),p) < 0, (A.6)
respectivement pour tout p € DV (z)
G(z,V(x),p) > 0. (A.7)

Preuve En effet, on montre par exemple (voir Barles [14]) que pour V' semi-continue
supérieurement, localement bornée sur :

DV(z) = {Vo | peC'(Q) etV < psur Qsauf V(z) =p(z)} . (A.8)

d

Dans ces énoncés, DV (x), respectivement DV (x), désigne le sous-différentiel, respec-

tivement sur-différentiel, de la fonction localement bornée V en x € €, c’est-a-dire I'en-
semble des p € R", tels que:

Viy) = V(z) = (py — x)

lim inf > 0,
Qdy—x |y — .’E|
respectivement
Viy) —Vi(x) — —
lim sup (y) = V(z) = {py — ) < 0.
Qoy—a |y - J"|

Remarque A.7 Lorsque V' est convexe, respectivement concave, DV (x), respectivement
DV (z), n’est autre que le sous-différentiel, respectivement sur-différentiel de V' en z, tel
qu’il est défini en analyse convexe.

Au passage,

Proposition A.8 Soit V' localement bornée 8U£§ C R (r € N*). Pour toute fonction ¢
croissante appartenant o CH(R), pour tout v € Q:

D(¢poV)(x) = ¢[V(x)] DV(x) .

Preuve Par changement de fonction muette dans (A.8):

D(poV)(z) = {V(poyp)(x)|doV < ¢op partout sauf ¢po V(zx) = ¢ o p(x)}
= {¢'[lV x)]V () | V < ¢ partout sauf V(z) = ¢(z)}

¢V ()] DV (x) .

O
En outre,

Proposition A.9 Pour toute famille finie (¢;)ic; de fonctions appartenant & C'(Q) et
coincidant en v € Q CR" (r € N*),

a. Eminig (,DZ(.ZL’) = E{V@z(l‘)}zel ;
b. Dminer pi(x) = 0 s%l existe i et j dans I tels que Vip;(x) # Vp,(x).

Preuve Voir par exemple Clarke [52].
|

Les notions de solution classique et de viscosité de (_A5) sont compatibles au sens
suivant : si G est continue et que la fonction réelle V' sur Q est différentiable en x, alors:

{K(x) = (%‘) = Vi)
DV(r) = DV(z) = {VV(x)}.
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Donc V satisfait (A.6), respectivement (A.7), en z si et seulement si G(z,V (z),VV (z)) <
0, respectivement > 0.
Enfin, considérons les équations quasi linéaires suivante dans €2:

—eAV(z) + G(z,Vo(2),VVi(2)) =0 .

Le terme dominant —eAV, apparait naturellement en mécanique des fluides, ou il repré-
sente physiquement une viscosité, dotée de propriétés régularisantes. Les limites locale-
ment uniformes de solutions (classiques) V. quand ¢ — 01 figurent toujours parmi les
solutions de viscosité de (A.5). D’oul le nom de méthode de viscosité évanescente pour ce
procédé d’obtention de solutions par passage a la limite quand le terme de viscosité tend
vers 0, et de solutions de viscosité pour ce concept de solutions.

Proposition A.10

a. Le minimum (respectivement mazimum) V, de deuz sur-solutions (respectivement
sous-solutions) de viscosité, Vi et Vs, de (A.5), dont l'une au moins est continue, est
encore une sur-solution (respectivement sous-solution) de viscosité de (A.5).

b. S’il est continu, le supremum (respectivement infimum) d’une famille quelconque de
sous-solutions (respectivement sur-solutions) de viscosité de (A.5), (Vi)icr, est encore
une sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité de (A.5).

Preuve Montrons cette proposition dans le cas des sous-solutions. Le cas des sur-solutions
se traiterait de la méme maniére.

a. Une fonction est semi-continue supérieurement si et seulement si son hypographe
est fermé. Donc par axiomatique des fermés, le maximum de deux sous-solutions est
semi-continu supérieurement.

Supposons pour fixer les idées Vi continue. Soit z fixé dans . Par semi-continuité,
on a V; >V, dans un voisinage de z si Vi(z) > Vi(x), donc DV (x) = DV;(z) et

G(x,V(2),DV(2)) = G(aVi(x),DVi(z)) € R-;
si en revanche Vi (z) < Vi(x), alors (voir plus bas):
DV(x) € DVia) (A.9)

donc

Justifions (A.9). En effet, pour p € DV (), et y # x:

Va(y) = Valz) — (py — ) Viy) = V(z) = (py — )
ly — | ly — |

G(2,V(2),DV(z)) C G(z,Va(x),DVy(z)) € R-

d’ot p € DV,(z) par passage a la limite supérieure quand y tend vers x dans €.

b. Si x maximise strictement (& 0) V — ¢ sur 2N B, ot ¢ est une fonction-test de classe
C! sur Q et B une boule non vide de centre x, soit x,, maximisant V,, — ¢ sur QN B
— un tel z,, existe nécessairement, par semi-continuité supérieure de V,,, ou (V;,) est
une suite de sous-solutions de la famille, telle que V,(z) tend sans jamais décroitre
vers V(z) quand n tend vers +o00.
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Si o’ désigne la limite d’une suite extraite, encore notée x,, pour alléger les écritures,
alors:

V(z) —p(z) = lim V,(z) —p(z) < “,?ii{}f Valzn) — @(z,) (A.10)

n—oo
par continuité de V' — .
Par unicité du maximum strict, 2’ n’est alors autre que x, qui est donc la limite des
.
Les inégalités médianes dans (A.10) entrainent alors:
limsup V,,(x,) < V(z) < liminf V,,(x,),

n—oo n—oo

soit V(z) = lim, o Vi(x,). Alors, par semi-continuité inférieure de G :

G(z,V(z),Ve(x)) = G(lim z,, hm Vi(x ),7}1_}120 Vo(z,))

n—oo

< lim 1an(xn,V (2,),Vo(z,)) <0,

n—oo

par non positivité des termes de la séquence dont on prend la liminf (quitte a
considérer ¢, = ¢ + V,(z,) — ¢(x,), si I'on veut étre dans le cadre strict de la
Proposition A.6.a).

O

A.4 Problémes de Dirichlet ou inéquations variationnelles sta-
tionnaires du premier ordre

On spécialise encore I'équation elliptique stationnaire du premier ordre (A.5) en le
probléme de Dirichlet ou I'inéquation variationnelle suivants:

cevsvy = { PGUTE ey

ou

G(z,V(x),VV(z)) = H(zV(z),VV(z))V (V(z)— S(z)), reQ=R",

pour des fonctions continues H! et S, I' étant une notation pour 5.

La fonction V' localement bornée, semi-continue supérieurement sur €2, respectivement
inférieurement, est alors sous-solution, respectivement sur-solution de viscosité de (A.5),
si et seulement si:

{ H(x,V(x),DV(z)) C R_ L e
H(z,V(z),DV(z)) CR_siV(z)>S(x) , €l

ou H(z,V(x),DV(z)) CR et V(z) < S(z), z€Q,

1. Non décroissante par rapport a son deuxiéme argument.
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respectivement

{ H(z,V(2),DV(z)) C , TEQ
H(z,V(z),DV (z ))§R+SIV( )<S(x) , zel
ou H(z,V(x),DV(z)) CR; siV(z)<S(x), ze€.

Vérifions par exemple que la solution continue U du probléme de controle de la section
A.1 — équation (A.2) — est solution de viscosité du probléme de Dirichlet stationnaire
du premier ordre (A.3). En effet, U est nulle sur I'; en z = 0:

DU(x)=0,DU(z)=[-1,1], | DU(x) | -1 CR_;

et sur €, | VU |= 1.
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Annexe B

Calcul Stochastique

La référence pour cette Annexe est le livre de Karatzas-Shreve [92]. Etant données une
tendance, | et une dispersion, o, Borel-mesurables:

RxR' 5 R, RxRY-Z R

— d,r € N*, — on appelle solution faible de I'équation différentielle stochastique (eds)
initialisée en (t,r) € R x R?:

dX0" = p(s,X.%) ds + o(s,X;%) dW,, t<s, (B-1)

tout triplet (,F,P), (Fs)i<s, (XH* W) -

— (QQ,F,P), espace probabilisé ;

— (Fs)e<s, filtration continue de sous-tribus de F, F; contenant tous les ensembles de
P-mesure nulle ;

— (X5" Fy)i<s, processus continu, adapté, a valeurs dans RY; (W,,F;)i<s, Brownien r-di-
mensionnel, tel que presque stirement, pour tout ¢t < s:

/ (11 (0.X57) + 07(0,X5")) d§ < +oo, V1<i<d, 1<j<r,
t

Xte — :r:—l-/ 1(0,X5%) do + / o(0,X7) dW,y, t<s. (B.2)
t t

De plus, on parle de solution faible unique en loi en (t,x), si deux solutions faibles
initialisées en (¢,2) ont méme loi de probabilité.

Si X est solution faible initialisée en (¢,x) de (B.1), les intégrales de Lebesgue-Stieltjes
par rapport au temps, et stochastique par rapport au Brownien apparaissant dans (B.2)
(a t fixé) sont de fait bien définies, fonctions vectorielles continues a variations bornées et
martingales locales continues! de leur borne supérieure s, respectivement.

On a alors la formule de Ito (multidimensionnelle), valide pour toute fonction II €
CY (R x RY;R),

H(@anw) = H(QaX;w)

v ° (0104 (Vi) + yT(Ho0"] ) (7.X27) dr

©
+ / (VILodW,)(1, X)),  t<0<0O.
0

1. L’intégrale stochastique est méme une martingale de carré intégrable, si o est continue bornée.
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— 0, dérivée partielle par rapport au temps, V et H gradient et matrice Hessienne en
espace.
Ou encore, en notant || X [|3= XTAX:

©
me,x5) = I(0,X) + /0 0. 11(7,X5%) dr

O O

1

+ / (VIH(7,X27),dX0") + 5 / X2 ypyesy »  t<O<O.
0 9 b T

en utilisant la table de multiplication formelle suivante :
dr dW}! dw?
dr 0 0 0
dWr| 0 dr  pdr
dW?| 0  pdr dr
si Wt et W2 sont des Browniens unidimensionnels, de corrélation d < WY W? > = pdr

(p=0si W' et W? sont indépendants).
Si de plus

V! = (s YY) ds + p(s, YY) dW!, t<s

(hypothéses analogues sur Y et sur X), alors avec la méme table, dans le cas d = 1 |92,
Théoreme 3.3.6 et Probléme 3.3.12]:

tey ty t,xyty
X@ Y@ - X@ }/9

(€] (€] (€]
+ / Xbrayhy + / Yivdxhr + / dXbdy | t<0<0.
4 4 4

Enfin, toujours si d = 1, et dans le cas stationnaire X** = X* on a pour II(X?)
convexe, non nécessairement de classe C2, une généralisation de la formule de Ito, utilisant
la notion de temps local d’une semi-martingale continue; voir Karatzas-Shreve (92, §3.7]
et usage dans la Partie IV de cette these, §4.1.

Il existe également des formules de Ito intégrées, valides pour des fonctions Il a régu-
larité moindre que ci-dessus;; voir par exemple Bensoussan-J.L. Lions [24, §8.3] et usage
dans la Partie IV de cette these, §7.2.2 et 7.3.3.
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Annexe C

Formules explicites dans le modéle de
Black-Scholes

Cette Annexe regroupe les formules explicites utilisées dans le modéle de Black-Scholes :
dSt = St (’I“dt + Uth) , t >ty ; Sto = SO , (C].)

r et o constantes > 0, W Brownien standard sous la probabilité risque-neutre P. Pour plus
de détails, on renvoie par exemple a Black-Scholes, El Karoui, Karatzas-Shreve [36, 69, 92].
On notera:

S o?
o) - =Pt

2
Proposition C.1 Dans le modéle de Black-Scholes précédent :
a. leds (C.1), admet la solution explicite :

Yi=oVt—ty , z=2(S):=In(

0,2

St = SO exp[th + (7' — ?)(t — to)] ,
Wy étant initialisé en ty ;
b. la densité | de la loi de S;, conditionnellement a la phase initiale (t9,Sy), vaut :

22

e 2x2
SY2r

de dérivée logarithmique par rapport a S (changée de signe) :

. —85lt0,50(t,S) . 1 VA .
oo () = loso(tS) s(1+22)’

lto,So (t,S) = (02)

c. cette densité, continiment actualisée au tauz v, e=" "), ¢ (t,S), n'est autre que la
fonction de Green Gy, s,(t,S) du processus Sy, ou solution fondamentale de ’équation
de Black-Scholes en variables (ty,Sp).

Preuve
a. Vérification par calcul direct, en utilisant la formule de 1t06.
b. L’événement {S;, < S}, ou {oW; < 2(5)}, a lieu avec la probabilité :

1 X5 e p
e 2322(dz
\V2TY /z_oo ’
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soit

/ Tl g
e 2 ,

s=0 SX2m

apres le changement de variable suivant :

_dS

=<

L’intégrande fournit alors la densité de probabilité de transition de de Sy a S entre
to et t. La dérivée logarithmique s’en déduit par calcul immédiat.

c. Voir par exemple Karatzas-Shreve [92, §5.7.B] ou Friedman [81, Chapter 6].

z=12z(9), dz

d
Intégrant par rapport au noyau [, il est souvent possible de calculer explicitement des
prix d’options. Ainsi:

Proposition C.2 Etant donnés les échéances t, le priz d’exercice K et la phase courante
(t0,50), les priz de loption digitale, Dy x(t0,S0), du call européen, 11, x(t9,So) (formule
de Black-Scholes) et du call européen up out au niveau constant H, 11, x4 (to,S0), sont
donnés par les formules suivantes :

D, k(ty,S0) = e_r(t_to)N(y) ,
I i (t0,9) = SN (X — @) — Ke Tttt N/ (—@)
= T, g (toSo) + [SON(E _ @) _ Ke’"(ttO)N(—Z(;I ) )]
2w (2 . 2(v—1)
—5Sy <S£0> [N(z + %) ~N(Z+ @)] + Ke i) <S£0>
REUEELELI R

N —_r 1
UV =5 + 5"
Preuve En effet,

Dy i (t0,S0) = efr(tfto)E?’Sol{StzK}
— 67T(t7t0)Pt0,So (St 2 K)

_ —r(t—to) —2(K)
e N (7E ).
Pour la formule de Black-Scholes et le prix de I'option & barriére, on renvoie a Black-

Scholes, El Karoui, Carr-Ellis, Ritchken [36, 69, 50, 119].
O

Remarque C.3 La formule de Black-Scholes ne fait pas intervenir le rendement du sous-
jacent sous la probabilité réelle, historique, Q. Ainsi, du point de vue de I’évaluation et de
la couverture des options, tout se passe dans ce modéle comme si le sous-jacent évoluait
réellement au taux moyen r dans la probabilité risque-neutre P, sous laquelle le prix de
I'option égale 'espérance actualisée au taux r de son gain terminal. Il peut étre rendu
compte de ce résultat par le recours au modéle élémentaire discret suivant (modéle de
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Cox-Ross, voir aussi Hull, Lamberton-Lapeyre [57, 85, 100|), qui s’interpréte comme une
étape en temps du modéle de Black-Scholes discrétisé.

On considére une action de valeur initiale 2 et finale 1 ou 3, et un call européen sur cette
action d’échéance terminale et prix d’exercice 2. On cherche a déterminer la valeur initiale
7 de ce call. Moyennant I'apport initial 2« —, correspondant a un portefeuille comportant
un call de vendu pour « actions d’achetées, un investisseur réalise le gain terminal 3o — 1
ou «, soit 1/2 avec certitude si &« = 1/2. D’ou 1 — 71 = 1/2, sous ’hypothése d’absence
d’opportunité d’arbitrage, le taux court de I’économie r étant supposé nul, pour simplifier ;
et ce résultat est indépendant des probabilités des événements 1 ou 3.
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Annexe D

Consistance des schémas

Preuve du Théoreme 3.4, Partie III.
Etant donnée une fonction-test IT € C>(R?), telle que pour k, [ € N:

05T < O kLI, (D.1)

tkyl
on a, avec des notations évidentes:
" —1m-° oAt (AL)?
m m_ 9 Hn76’ —82 Hn76’
OAt I
=0 — 1=t (1 —0)At)?
(1-0)At 6

[ L no DYoo e (AY)? s e (AY)° L,
M oIy o + S0 g o B0,

H?nie - H:Lniel n—0 Ay 2 n—0 (Ay)2 3 n—0 (Ay)3 4
A—y = ayHm — TGyQHm —+ Tay3nm — 4' 3y4H(tn_9,gm) s
par les formules de Taylor a l'ordre 3 en temps et 4 en espace, appliquées a Il au point

(tn—6,Ym), OU t,,_g :=tg + (n — O)At et y,, :== yo + mAy. D’ou:

8?3 H(dnaym) )

L 9)At,

:atn’,;je—( ;ORI + OpT1(guYim)

(Ay)?
41

(Ay) 205100 = 95110 + 10511 (t—0,d1n) + Ops 1L (tn—p,9m)] , (D.2)

A= (A (11, — 1) + ZEIZ 5 110 — (17,7 + 59211, )
= (20 — 1)StoRIy?
2
+B (G303 (dn ) + (1 — 0)>03T1(gn )]

5 O Ot g,) + DTt 0,0 |

En notant de plus:

7=~ + (1 - O)II" , T':= (Ay) 2611,
il vient par linéarité :

Hn,0 — Hn76’ + (1 o 9) (Hn o Hn76’) + Q(anl o Hn76’) 7
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(Ay) 0
=T+ (1 —0)(" — T + (It — o) (D.4)

=T+ (1= 0) 22T (1) + LA 2 (1, )

par les formules de Taylor a ’ordre 2 en temps, appliquées a I" en (¢,,_g,y,,). En effet, par
linéarité, I' est infiniment dérivable en temps comme II. De plus pour tout £ € N, on a
par linéarité et formules de Taylor en (¢,y,,), cf. (D.2):

05T (tym) = (Ay) 262205 T1(t,ym)

= 00 (05 I0) (t,ym) + (Aﬁy (0,3 (O3 TT) (¢,7m) + 0y (OSTT) (£, ]

(Ay)?
A1

= Oty + = [0 T + O51TI( L))
D’ou, d’aprés (D.1):
05D (tym)| < 2C (14 (Ay)*)k! . (D.5)
Si II satisfait a présent I’équation de la chaleur, 'erreur de troncature du #-schéma
(3.20) vaut alors:

o’(Ay)~

£ = (A m, -+ T8

02
S (atnga + Eajzr[w)
02 —252 1Tn,0 n—0

At At)?
= @0 - 02t + B o) + (1 - 0/ 011(g,.)]
o (Ay)?
+3( 4?{) [8;4H(tn707dm) + 8;14H(tn707gm)]
o20(1 -0
L) (A1) (09T (i) + (1 = )BT ()]

d’aprés (D.3) et (D.4). D'ou:

€] < C1120 — 1AL+ (67 + (1 = 0)*) (At)* + 0*(Ay)* + 0°0(1 — 0)(AL)* (1 + (Ay)?) | ,
d’aprés (D.1) et (D.5).

Preuve du Théoreme 6.1, Partie III.

La consistance et la précision sont analogues, en plus simple, a la Preuve précédente
(formule de Taylor), en utilisant conjointement ’équation de la chaleur:

02 2
8tH + 38?),21_[ - 0,

et I’équation dérivée:
2

2
2 o 4 _
OplIl — (7> 3y4H =0,

vérifiées par une solution réguliere I1. Par ailleurs, le schéma se réécrit 7, = > <5 4 qmet,
ol 4 constitue une pondération (positive, de somme un) sous la condition (0 <)A < 1. On

a alors la stabilité.
O
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Annexe E

Détail des conditions d’expériences
numeériques

On rappelle Tableau E.1 les valeurs numeériques utilisées par défaut pour les expériences
numeériques par différences finies présentées dans la Partie III de cette thése.

r o to So T K H
10% | 20% | 0 | 100 | 1 | 100 | 120

TAB. E.1 — Récapitulatif des valeurs par défaut des paramétres

En outre, on a fait les choix suivants:

Type de maillage: régulier en variables logarithmiques, exponentiel en variables cen-
trées;

Localisation: f =45, sauf f = /2Ny pour le schéma explicite (voir §3.3);

Conditions aux bords: Dirichlet et Neumann naturelles (I = ¢ et 0, actualisées au
taux r) sur les parties explicites et implicites des schémas, respectivement.

Le Tableau E.2 indique les choix restants (s'il en est) et exceptions a ces valeurs numé-
riques.
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Change.ment Localisation Schéma Tall}es du
de variable maillage
explicite 50 x 101
Call européen e
(§4.1, Figure 4.1) centrant implicite 50 x 101
Crank-Nicholson 50 x 101
Call européen petit/moyen/ .
(§4.1, Figure 4.2) centrant grand domaine Crank-Nicholson 50 x 101
Call européen 50 > 101
(§4.1, Fi urlg 4.3) centrant Crank-Nicholson 100 x 201
o TR A 100 x 399
explicite 70 x 71
Barriére droite logarithmique 7=nh:=In(H) implicite 70 x 71
S =M (§4.2.1) & d y=h= P
Crank-Nicholson 50 x 71
Barriére courbe .
H, .~ H o—r(t—to) B Crank—Nlc)h?lson
So 0 T, = H; adapté a 100 x 151
r =0 puis r = 20% la barriére
(84.2.1)
Barriére courbe i i
F —r(t—t logarithmique _ Crank-Nicholson
H; := Le—r(t=to) y = In(x), Uy =2h —y i
o 2 et changement de U hy ;=1 .F_It prolongé par 100> 151
r =0 puis r = 20% ange o he := In(Hy) antisymétrie
(§4‘2_2) fonction inconnue
.. 500 x 1001
Trotter explicite 200 x 201
Put ?;Ll c;)x)ucam centrant Trotter implicite 200 x 201
Trotter 500 x 1001
Crank-Nicholson 200 x 201
Digitale . . . 50 x 101
r =0 (§4.4) logarithmique Crank-Nicholson 100 x 399
Modéle a centrant en S, olicite d 1
volatilité r = Zer(t—to), HOpHCLLe  cans 1es 52 x 140
. So deux directions suc-
stochastique pas de changement . ) x40
cessives d’espace
(§4.5) en y

TaB. E.2 — Conditions d’expériences numériques
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Annexe F

Espaces de Sobolev sur bandes du plan

Le Théoréme suivant regroupe les principales propriétés des espaces de Sobolev sur
bandes du plan, utilisés pour modéliser le probléme de calibration lissée (Partie IV de
cette thése). On démontre ces propriétés, a l'aide des propriétés analogues (mot pour
mot), classiques sur demi-plans ouverts (voir par exemple Larrouturou-P.L. Lions [102],
Bensoussan-J.L. Lions [24]).

Théoréme F.1 Q =t),T[xR (tc <T), p € [2,+ 0.

a. HY(Q) s’injecte contindment dans L,(Q);

b. D(Q) dense dans L,(2), HY(Q), H*(Q).

c. Lapplication D(Q) x D(Q) 3 (u,v) = (u|on,0,v]o0) € C°(OR)* N Ly(92)* (normale
extérieure n a 0S)), admet un unique prolongement linéaire continu de H'({) X
H*(Q) dans Ly(02)?, dit trace, noté (pour (u,w) € HY(Q) x H*(Q)) vy(uw) =
(70(u,0),71(w,w)). De plus, y(u,v) ne dépend que de la restriction de (u,w) & une
distance arbitrairement faible de 0.

d. Limage de v est dense dans L*(0Q)%, et on a la formule de Green, dite généralisée,
suivante, pour tout (u,v) € H(Q) x H*(Q)

_ /Q u (Av) = /Q VuVo — /8 Q(%u)(%v)-

Preuve Comme annoncé, on se rameéne (par troncature et symétrie) aux énoncés ana-
logues valides sur demi-plans ouverts, e.g. Q2 =]tg,+00[xR, Q7 =]—00,T[xR. A cette fin,
on introduit sur R des poids a_(t), a (t), non négatifs, de somme un, réguliers, |o/ | < C’,
la” | < C", a_(4) nul a droite (gauche) d’un voisinage de T'(ty) (compris).

Pour toute (classe de) fonction(s) u sur €2, on définit alors u, /u_, prolongée de u par
0a Qi"/ .- On a alors les inégalités suivantes, ainsi que celles déduites en changeant + en

| auy (,oe) < [lullz, »  w€ Ly(Q)
| e ur ey < L+CHY ullme , uweHY(Q) (F.1)
| o—uy 2=y < C ullmze , uwe H(Q);

C = C (C', C"). Montrons par exemple (F.1) (les deux autres inégalités se montreraient de
la méme maniére). En effet, pour u € H'(Q), on vérifie sur des fonctions-tests (a_uy) =
o _uy + ') € L,(2%°), puis

lo—ug oy = Iloculling = /Q(Oé—u)2 + | V(e—u) |

< /(1+0'2) i+ Ou) + @) < 140wl -
Q
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a. Des injections analogues valides sur demi-plans ouverts 2°°, , on déduit en effet:

—/+
lulle, = [[au+tapu|r,m
| a—u |l + [ avu

| _ug ||Lp((23°) + | apu ||Lp(Qi°)

VAN

IN

Co oty =) + Cp || azu [[miox)
2(14+CYC, ullmw

IN

par (F.1).
b. On présente la preuve pour H'(§2), les deux autres cas admettant des preuves ana-
logues. Soit donc u € H'(Q). Par les énoncés de densité analogues valides sur Q%

il existe alors un’ ", telles que D(Q7) 3 u; — a_u, dans H'(Q>) quand n — oo,

et idem en changeant + et —. Alors, D(Q) > (u; + u})|q =: u, — u dans H(Q).
En effet,

lu—uy o) < lacu—uy; lme + | aru—uy oo
< Jlacuy —uy o=y + |l agus =) lmes)
qui tend vers 0 par hypotheése.
Dans les points ¢ et d suivants de cette Preuve, on notera I'_ = {t;} x R, '} =
{T} xR

c. Solent y_/ = (") —/+

Y(u,v) = (7 (_uy),y; (@ uy))sur I et idem en changeant + et — sur I'y ((u,v) €
HY(Q) x H?*(Q)), fournit un prolongement linéaire continu du type souhaité (par
propriétés analogues de y_,, et propriétés de a_,; vues en téte de cette Preuve),
unique en son genre par b.

d. Alors, d’apres les résultats analogues valides sur demi-plans ouverts Q‘f/ ., buis par

les prolongements analogues existant sur (2%

construction de 7 vue au c: y_(u,v) ne dépend que de la restriction de (u,v) dans une
bande arbitrairement étroite au-dela de ty ((u,v) € H'(Q>) x H*(2)), et résultat
analogue pour y(u,v) restreinte a T ((u,v) € HY(Q) x H*(Q)), et, (par symétrie)
résultats symeétriques en 7'.
Fort de ceci, montrons les densités annoncées, a partir de celles, analogues, valides
dans Q. Etant donnée (u,v) € Ly(092)?, notons w1 = ulr_,, et idem pour v. Il
existe donc (un’"un’T) € HY( ) < H?(Q%,,), telles que y-(u,,,v,) — (u-,v-)
dans Ly(T'_)* quand n — 0o, et idem en changeant — et +.
Alors, (a_u, ,_v, ) et (u, v, ) appartiennent toutes deux a H'(Q>) x H*(Q°), et
coincident dans une bande a droite a partir de ty. De méme, (u, v, ) et (u,,v,) :=
a_(u, v, )+ay(uhuh) (restreintes a Q) appartiennent toutes deux a H'(Q) x H*(Q),
et coincident dans une bande a droite a partir de ;. Donc, sur ['_,
Y(unva)le = 7(uyv;)|e
= (% (au, ) (a-v,))
= (o, men),

qui par hypothése tend vers (u_,v_) dans Lo(I'_)? quand n — +o0o. Et on peut
raisonner symétriquement en 7. Alors, par recollement, y(u,,v,)|lqa — (u,v) dans
L»(09)* quand n — +oo.
La formule de Green se prouve alors par densité, a partir des formules classiques
pour (u,v) € D(Q)2.

(|
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Annexe G

Fonctions monotones sur bandes du
plan

Dans le plan, de point courant (¢,y), on définit une bande €2, produit d’un intervalle
ouvert non vide fois R.

Définition G.1 Etant donnée une bande Q, on introduit ’ensemble, M(Q), des (classes
de) fonctions u € H'(Q), telles que dyu < 0.

Ce qui suit rassemble les propriétés utiles pour la calibration lissée (Partie IV de
cette these) des fonctions u € M(2). On verra notamment (Corollaire G.5.a) qu’une
telle fonction est nécessairement continue. La référence pour cette Annexe est 'article de
Lebesgue [103].

Lemme G.2 Bande Q. Pour toute suite de fonctions u, € Ly(Q) équi-uniformément
continues sur (), n € N (module w), pour toute suite (t,,y,) de points de Q, on a:

a (n € N). uy(tn,yn) borné si || u, ||L,0) borné;
b (n— 400). un(ty,yn) = 0, $i || Uy || Ly0)— 0.

Preuve En effet, pour tout € > 0, il existe C' > 0, telle que
[un(tayn)] < €V (C Junllza@) ,  n€N

(en vertu du module w). Donc, |u,(t,,y,)| < € préalablement fixé > 0si || up, ||£,0)< €/C,
ce qui est réalisé pour n assez grand dans le cas b, tandis qu’on obtient dans le cas a, pour
e=¢eg,n €N

tnltng)l < 20V (C [t i) < 20 V (0 sup || ||L2<Q>) |
O

Lemme G.3 Bandes Q, Q; Q@ C Q. R € R. Alors pour toute u € M(Q) telle que
| Vu ||y < R, il existe une suite de fonctions,

Q+Q Q+Q
e (L) e (L)

— équi-bornées, équi-uniformément continues sur @, n € N (module wp = w(Q,Q,R));

— convergeant localement uniformément sur () vers (un représentant continu, qui eziste,
de) u quand n — +oo.
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Preuve On rappelle (voir par exemple Brézis [41, Théoréme IV.15])

I fx9 @) < 1 lue) 19 lne (G.1)

(convolution x, f € Li(R?), g € Ly(R?)). Soit alors u, = p, xu sur Z2, la convolée au

rang n de u, moyennant une suite régularisante p, a support C Bs, § := %d(Q,Q). Alors
(Brézis [41]):

e PourneN, u, € Cl(@), Vu, = p,* Vu (notamment, dyu,, = p, * dyu < 0), d’ou par
application de (G.1) & f = p,, g = 4 (4 = u prolongée au plan par 0)

(IFun lea@=) Nun llp,(esmy < lw i) (G.2)

2

| Van lyasm) < 0 Ve < R (G3)

d’ou, (voir détail plus bas) u, équi-bornées, équi-uniformément continues sur @ (module
wr = w(,Q,R));

e quand n — +00, u, converge vers u dans H'(3(Q + )). Notant @ et Vi dans Ly(R?)
les prolongées respectives de u et de Vu au plan par 0, on a en effet:

| onru—ullpyigray = loaxt—0ll,00r0) < lpaxt—1l[w ,
2 2

qui, par le résultat classique sur le plan, tend vers 0 quand n — 400, et idem avec Vu et
Vu a la place de u et a.
(Toute extraction de) u,, admet alors une extraction localement uniformément conver-

gente sur () (Arzela-Ascoli), vers une limite qui ne saurait étre que u (unicité des limites
dans Ly 1,.(@))-
Détaillons pour finir I’assertion plus haut. Par Lebesgue [103, Théoréme 10 (Preuve) et

sa Remarque 3|, V'intégrale de Dirichlet de u € M (Z2)NC* (%), I(u) =|| Vu ||i (252)
2072

controle l'oscillation € de u sur toute boule B, (t,y), 0 <n <4, (t,y) € Q:

Iw) > = In <§> £ (G.4)

2T i

En effet, par non croissance en temps, l'oscillation de u égale au moins ¢ sur tout
cercle 0B,(t,y), n < p < ¢ (voir Figure G.1; par hypothése, il existe deux points A et B
de B, (t,y) tels que u(A) < u(B) — &; alors, par non croissance en temps, u(A,) < u(A) <
uw(B) —e < u(B,) —¢). Il vient alors, en passant en coordonnées polaires de centre (¢,y):

Ay =(p0(p) » B, = (pt(p) ., ulsz)=da(p0) ,

N cos 6 —0,U
il =o|( (g ) ()| < o vl
/_ | V|

B&(tay)

5 o(p)
> [ iyt o,
p=n P Jo=0(p)

ou (paraphrasant Lebesgue [103, p. 388|) le minimum de l'intégrale simple f:;(;()p)(v’)?d&

1(u)

Y

v(f(p)) = u(A,), v(€'(p)) = u(B,), « s'obtient, soit par un calcul élémentaire, soit par
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I’emploi du calcul des variations. Il correspond a une fonction linéaire en 6 et sa valeur
2

~

est » . )
@(B) —i(A)} _ &

0'(p) —0(p) — 2m’
d'ott (G.4). 11 vient alors d’aprés (G.3), notant Mz(2,Q) = {u € M (22) nCt (442),

IVull,,epey< B}

SUp  0SCg (1 yUn < sup OSCR, (1)U
neN,(t,y)eQ weEMR(Q,Q),(t,y)€Q
=: wg(n) — 0

quand n — 07. _
Les u, sont donc équi-uniformément continues sur ) (module w = w(2,Q,R)) — et

donc équibornées, par (G.2), Lemme G.2.a.
O

Fic. G.1 — L’argument de Lebesgue

Le Lemme précédent se reformule en le Théoréme suivant.

Théoréme G.4 (d’aprés Lebesgue [103, Théoréme 10]) Bandes €, Q; Q C Q.

a. Les fonctions u € M(S2), dont lintégrale de Dirichlet n’excéde pas un réel fizé R
(|| Vu || o< R), sont équi-uniformément continues sur Q (module wp = w(Q2,Q,R))

b. i. Celles, dont la norme || u ||giq) toute entiére n’excéde pas R, sont en outre
équibornées sur Q, supg [u| < Cr (Cr = C(Q,Q,R)),
1. et on peut prendre Cr — 0 avec R, a € et Q) fixés.

Preuve a est contenu dans le Lemme G.3. b.i (ii) résulte, sachant a, du Lemme G.2.a (b)

(immeédiat par ’absurde).
(|

Corollaire G.5 Bande = I x R. Pour toute u € M(Q),
a. u est (uniformément) continue, sur (toute bande Q telle que Q C) §2;
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b.

limy| oo u(t,y) = 0, uniformément en t € tout segment J C 1.

Preuve u étant fixée dans M(Q),

a.

b.

faire varier () dans le Théoréme G.4.a précédent;
u € Ly(Q), uniformément continue sur @Q = J x R. Le résultat est alors classique.
d

Corollaire G.6 Bande S).

a.

Toute suite bornée dans H'(Q), de fonctions u, € M(Q), admet une extraction
convergeant H'(Q)-faiblement / uniformément sur les compacts intérieurs a .
Toute convergence dans H(Q)-faible, de fonctions u,, € M(Q), est uniforme sur les
compacts intérieurs a €.

Preuve

a.

u,, bornée dans H'(2), admet une extraction u,s convergeant dans H'(Q)-faible
(compacité faible des boules fermées de H'(Q)) / L ,.(2) (Rellich-Kondrakov), vers
une limite u. Puis, pour tout compact K C une bande @) entiérement intérieure a
Q, u,s est équibornée, équi-(uniformément) continue sur @ (Théoréme G.4.b.i), d’ott
extraction u,» uniformément convergente sur K (Arzela-Ascoli), vers une limite qui
ne saurait étre que vk (unicité des limites dans L,(K')). On conclut alors en faisant
varier le compact K C €, par extraction diagonale (loisible sur 'ouvert Euclidien,
o-compact, ).

. En effet, (toute extraction de) w, admet une extraction convergeant uniformément

sur les compacts intérieurs a ) (d’aprés Banach-Steinhaus et a), vers la limite H*(Q)-
faible (Rellich-Kondrakov et unicité des limites dans Lg j,.(€2)).
a

Enfin on note le résultat classique suivant (indépendant de la structure de bande plane
de louvert Euclidien ).

Lemme G.7 Si u € H'(Q) (owvert Euclidien ), alors ut € H(Q), || u™ ||g )<
u || gy, avec égalité si et seulement si u > 0, Q-p.p.

Preuve (Par convergence dominée de u®/v/e + u? vers |u| quand £ — 0, on montrerait
classiquement, en intégrant par parties) |u| € H'(Q),

Viu| = sgn(u) Vu ,

dott ut € HY(Q),

1+ sgn(u)

Vut =
Y 2

Vu, | Vel oy < I VU |l -

Comme de plus |ut| < |u|, on a donc bien

| u* ooy < llullne) ,

I'égalité entrainant notamment |u™| = |u| (soit ut = u), Q-p.p.
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Annexe H

Mise en ceuvre pratique de la
calibration

Pour les résolutions numériques d’edp d’évaluation de call utilisées dans la calibration
(Partie IV de cette thése), on a utilisé le solveur SNOOII (Solveur Numérique Orienté
Objet) de la CAR. Celui-ci a fait 'objet de plusieurs notes techniques, dont une docu-
mentation [55], un descriptif [25] et un benchmark numérique en précision (Partie III).

SNOOII permet de factoriser la discrétisation par différences finies de plusieurs équa-
tions paraboliques de méme opérateur, quelles que soient leurs conditions limites ou aux
bords, ou d’éventuels termes sources. SNOOII permet en outre de mettre en ceuvre diffé-
rents choix en termes de changement de variables, de localisation et type de maillage, et
de schémas numériques. Reprenons les points qui concernent spécifiquement la calibration
— renvoyant au livre de Morton-Mayers [112] ou a la Partie III de cette thése sur un plan
général.

H.1 Changement de variables logarithmique

On qualifie de logarithmique le changement de variables suivant :

y=1n(S) , M(ty) = TI(1,5) , 6(ty) = o(t,S)
at]:[ - at]:[ , SaSH - ay]:[ y 5282'2]._.[ - 852]._.[ - ay]._.[ .

La dynamique (2.1) et I’équation de Black-Scholes (2.2) s’écrivent en variables logarith-

miques:
=2

g
dyt —= (7" — q — 7) dt + 6_ th 5 y[) = yto = ln(SO) 7 (H]')
) 1 L1 L
{ O+ (r =g = 509)0 L+ 50° 0l =rll, £ <T
H(Ty) = (eV = K)* .

De méme, ’équation de Dupire (3.5) devient aprés changement k& = In(K):

<2 -2
o (T,k)>akﬁT,k o' (T0k)

anIT,k —(q—r— 3;3211”: +qlly, = 0, T >t

ﬂto,k(tﬁayﬁ) = (SO - 6k)+ .

On a ainsi éliminé les dégénérescences en S =0 ou K = 0.
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H.2 #-schémas

SNOOII offre en outre le choix entre les différents f#-schémas par différences finies,
notamment explicite de type arbres (# = 0), implicite (§ = 1) ou de Crank-Nicholson (0 =
%) L Pour les expériences numériques relatives a la calibration, on a utilisé le schéma de
Crank-Nicholson. En effet, sa partie implicite garantit la stabilité, et assure une précision
uniforme sur le maillage. Or nos calculs de dérivées variationnelles utilisent les valeurs
courantes de la fonction de Green et des dérivés secondes en espace des prix de call en
tout point du maillage. De plus, ce schéma est précis a 'ordre deux. Cette précision et la
stabilité inconditionnelle permettent de prendre moins de pas en temps, sans préjudice de

convergence ou de précision.

H.3 Localisation et maillage

Les choix du schéma numérique de Crank-Nicholson et du changement de variable
logarithmique orientent a leur tour ceux du maillage et de la localisation. On choisit
classiquement un maillage régulier en variables logarithmiques. De plus, on localise nos
problémes sur des domaines rectangulaires, d’amplitude en temps T — ¢, (T plus grande
échéance d'un call utilisé pour calibrer), et d’amplitude en espace basée sur les écarts de
plus ou moins 4.509\/1 — t, du Brownien au bout d’un temps T — t,. Enfin, on choisit des
conditions aux bords naturelles de Dirichlet, IT = ¢ (actualisé), sur les parties explicites
des schémas, et Neumann, 0,11 = ¢ (idem), sur les parties implicites.

1. Voir [112] ou §3.2, Partie 1L
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Résumé

Cette theése présente une combinaison de techniques d’équations aux dérivées partielles
et de probabilités, au service de divers problémes de Mathématiques Appliquées. Des
méthodes de régularisation permettent d’aborder ces problémes au plan numérique.

La premiére partie, “Jeux Différentiels”, a pour objet la détermination, numérique
notamment, des barriéres (discontinuités) des jeux de poursuite évasion, via I'introduction
de jeux auxiliaires en distance minimum. On propose un schéma numérique sur maillage
destructuré pour les solutions de tels jeux. L’approche numérique est ensuite validée sur un
jeu résolu analytiquement. On établit enfin un résultat de convergence par des méthodes
probabilistes ‘a la Kushner’ pour des problémes de jeux différentiels.

La deuxiéme partie, “Mathématiques Financiéres”, traite de méthodes numeériques par
équations aux dérivées partielles en finance — méthodes directes, dont I’étude de condi-
tions aux bords transparentes ou d’un put américain sur moyenne arithmétique, et inverses,
avec 1’étude d’un probléme de calibration de la dynamique d’un sous-jacent a partir des
prix des produits dérivés observés sur les marchés. Si le probléme de calibration pure est
sous-déterminé, il devient en revanche bien posé par régularisation harmonique, dans une
approche de type Tikhonov, comme il découle de propriétés qualitatives des prix de call
et de bornes quant a leurs sensibilités dans un modéle de Black-Scholes a volatilité locale.

Mots-Clefs : Jeu différentiel, (in-)équation d’Isaacs, barriére, solution de viscosité, schéma
numérique, maillage destructuré, chaine de Markov, servomécanisme.

Option a barriére, put asiatique, différences et éléments finis, équations de Black-
Scholes et Dupire, calibration, probléme inverse, solution forte, estimations a priori, fonc-
tion de Green, analyse de perturbations.

Abstract

This PhD Dissertation presents a combination of techniques of partial differential equa-
tions and probabilities, to the benefit of various problems in Applied Mathematics. Regu-
larization methods allow to tackle these problems from the numerical viewpoint.

The first part, “Differential Games”, deals with the determination, numerical especially,
of the barriers (discontinuities) of pursuit evasion games, through the introduction of
auxiliar games in minimum distance. One proposes a numerical scheme on unstructured
mesh for the solution of such games. Afterwards the numerical approach is validated on
an analytically resolved game. Lastly a convergence result using probabilistic tools in the
Kushner way is established for differential games.

The second part, “Mathematical Finance”, is about numerical methods by partial dif-
ferential equations in Finance — direct methods, among which, the study of transparent
boundary conditions or of an american put on arithmetical average, and inverse ones,
with the study of a problem of calibration of the dynamics of an underlying asset, on the
prices of the derivatives observed on the markets. Whereas the pure calibration problem
is under-determined, it becomes on the other hand well-posed through harmonic regulari-
zation, following a seminal approach of Tikhonov, as it follows from qualitative properties
of the call prices and from bounds as for their sensitivities in a Black-Scholes model with
local volatility.

Keywords : Differential game, Isaacs (in-)equation, barrier, viscosity solution, numerical
scheme, unstructured mesh, Markov chain, servomecanism.

Barrier option, Asian put, finite differences and elements, Black-Scholes and Dupire
equations, calibration, inverse problem, strong solution, a priori estimates, Green funtion,
perturbation analysis.



