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Résumé – L’Approximation Stochastique est une procédure itérative pour le calcul d’un zero θ? d’une fonction non explicite mais définie
comme une espérance. C’est par exemple un outil numérique pour le calcul du maximum de vraisemblance dans des modèles à données latentes
”réguliers”. Si la définition du modèle statistique est entachée d’une incertitude τ , dont on ne connaı̂t qu’un a priori dπ(τ), alors les zeros
dépendent de τ et la question naturelle est d’explorer leur distribution lorsque τ ∼ dπ. Dans ce papier, nous proposons un algorithme itératif
basé sur un schéma d’Approximation Stochastique qui, à la limite, calcule θ?(τ) pour tout τ et produit une caractérisation de sa distribution; et
nous énonçons des conditions suffisantes pour la convergence de cet algorithme.

Abstract – Stochastic Approximation is an iterative procedure for the computation of a root θ? of a non explicit function defined as an
expectation. It is for example a numerical tool for the computation of the Maximum Likelihood in “regular” latent variable models. When the
definition of the statistical model is uncertain, depending on a quantity τ for which only a prior π(dτ) is known, then the roots also depend on
τ ; a natural question is to explore their distribution when τ ∼ dπ. In this paper, we propose a Stochastic Approximation-based algorithm which,
in its limiting behavior, provides a computation of θ?(τ) for any τ and a characterization of its distribution; we also state sufficient conditions
for the convergence of this algorithm.

1 Incertitude en Approximation Stochas-
tique

L’Approximation Stochastique (AS) est une procédure itérative
qui permet de répondre au problème numérique suivant : calcul
d’un zero d’une fonction h : Rq → Rq non explicite mais de la
forme

h(θ) :=

∫
X

H(x, θ) dµ(x) (1)

où dµ est une mesure de probabilité sur X (disons un ensemble
mesurable de Rd pour faire simple).

Afin de motiver ce cadre général, considérons le problème
computationnel suivant issue de l’Apprentissage Statistique :
estimation par maximum de vraisemblance dans un modèle à
données cachées. Dans cet exemple, on cherche à résoudre

argmaxθ∈Θ log

∫
X

f(x, Y1:N ; θ) dν(x) (2)

où Θ ⊆ Rq , f(x, Y1:N ; θ) est la densité de la loi jointe des
données cachées x et des observations Y1:N dans le modèle
statistique indexé par θ, et dν est une mesure de domination
sur l’espace des données cachées. Hormis dans les exemples
jouets, l’intégrale n’est pas explicite. Si le modèle est suff-

isamment régulier, le calcul de ce maximum revient à chercher
le zero du gradient qui lui-même revient à résoudre

θ tel que
∫
X

∂θ log f(x, Y1:N ; θ)
f(x, Y1:N ; θ) dν(x)∫
X
f(u, Y1:N ; θ) dν(u)

= 0.

Là encore, l’intégrale est non explicite pour les modèles les
plus pertinents. On cherche donc bien le zero d’une fonction
non explicite et de la forme (1) en ayant posé

H(x, θ) := ∂θ log f(x, Y1:N ; θ) (3)
dµ(x) ∝ f(x, Y1:N ; θ) dν(x); (4)

ici, l’apprentissage se faisant pour un jeu d’observations Y1:N

fixé, il n’est pas nécessaire de reporter la dépendance en ces ob-
servations dans la notation deH et µ. A noter que la probabilité
dµ donnée par (4) n’est autre que la loi a posteriori des données
cachées, sachant les observations dans le modèle statistique in-
dexé par θ.

Etant donnée une suite de réels strictement positifs {γn, n ≥
0} dits pas d’apprentissage, et un point initial θ0 ∈ Rq , l’AS
définit une suite de points {θn, n ≥ 1} de Rq par

θn+1 = θn − γn+1H(Xn+1, θn) (5)

où {Xn, n ≥ 1} sont des variables aléatoires de même loi dµ
et indépendantes [1]. La procédure remplace donc l’espérance



h(θn) par une approximation Monte Carlo à un seul point;
dans le cas de l’exemple (2)-(4), elle remplace le gradient de
la log-vraisemblance des observations par le gradient de la log-
vraisemblance complète dans laquelle la donnée manquante x
est fixée à une réalisation de sa loi a posteriori.

Des conditions suffisantes sur les pas d’apprentissage, la fonc-
tion H et la loi dµ entrainant la convergence de chaque trajec-
toire {θn, n ≥ 0} de l’algorithme vers un zero θ∗ de h (voir
(1)) dans le cas basique où Xn ∼ dµ ou le cas plus compliqué
où Xn est tiré sous une loi biaisée, peuvent être trouvées dans
[1, 6] par exemple.

La quantification d’incertitude en AS correspond au cas où
une incertitude sur la distribution dµ et/ou la fonction H veut
être prise en compte, et l’on souhaite quantifier l’influence de
cette méconnaissance sur les points limites de schémas d’AS
associés. Nous allons dans la suite considérer le cas où (i) cette
incertitude s’exprime par une dépendance en une quantité notée
τ ∈ T , de sorte que l’on pose

h(θ, τ) :=

∫
X

H(x, θ, τ)µ(τ,dx); (6)

et (ii) sur cette quantité τ , on ne connaı̂t qu’une loi a priori
π(dτ). L’objectif est de trouver un algorithme, et d’en prouver
le bien-fondé, pour répondre conjointement aux questions

Q1 trouver une fonction θ∗ : T → Rq , mesurable et telle que
pour π-presque-tout τ , h(θ∗(τ), τ) = 0Rq ,

Q2 caractériser la loi de θ∗(τ) lorsque τ ∼ dπ.

2 Procédures algorithmiques

2.1 Procédure naı̈ve I
Pour traiter la question Q1, une première idée est de calculer
pour tout τ , une solution θ∗(τ) comme la limite de l’algorithme
(5) appliqué avecH(·, θn)← H(·, θn, τ) etXn+1 ∼ µ(τ,dx).
A l’exception du cas où Θ est fini de cardinal raisonnable, cette
idée est trop coûteuse pour être intéressante.

Pour traiter la question Q2, on peut (i) tirerM points τ1, · · · , τM
indépendants de loi π(dτ), (ii) pour chacun, approcher θ∗(τi)
par la procédure (5), (iii) puis conclure en construisant la loi
empirique associée. L’inconvénient de cette approche est qu’elle
fait appel à un double Monte Carlo : un Monte Carlo externe
pour l’échantillonnage des points τi, et un Monte Carlo interne
pour le calcul d’une approximation de θ∗(τi).

2.2 Procédure naı̈ve II - décomposition en chaos
Puisque la question Q1 consiste à identifier une fonction, une
seconde approche est de restreindre la recherche à des espaces
de fonctions à base dénombrable et apprendre un élément de cet
espace en apprenant ses coefficients sur la base. Ici, nous con-
sidérons l’espace des fonctions f = (f1, · · · , fq) : T → Rq de
carré intégrable sous π. Dans cette optique, soit une famille de
fonctions {Bi, i ≥ 0}, Bi : T → R, famille orthonormée pour

le produit scalaire

〈b1, b2〉π :=

∫
T
b1(τ) b2(τ)π(dτ);

voir [3] pour des exemples de telles familles. Alors nous avons

f(·) =
∑
i≥0

uiBi(·), (7)

où ui ∈ Rq et est donné par

ui :=

∫
T
f(τ) Bi(τ) dπ(τ). (8)

Nous insistons sur le fait que dans (7), les coefficients ui sont
à valeur Rq et les éléments de la base Bi sont à valeur dans R.

Dans ce contexte dit de décomposition en chaos, on peut
répondre à Q1 en (i) tronquant la recherche à l’espace des
fonctions engendré par (B0, · · · , Bm) pour un entier m choisi
par l’utilisateur, (ii) calculer û0, · · · , ûm par une approxima-
tion Monte Carlo du produit scalaire (8) à l’aide de tirages
τ1, · · · , τM sous π, qui elle-même nécessite (iii) d’avoir cal-
culé une approximation de θ∗(τk) pour tout k ∈ {1, · · · ,M}
par exemple par l’algorithme (5). Cette approche a au moins
trois défauts: d’abord elle présente une erreur d’estimation de
θ∗ due à la projection sur un espace fonctionnel de dimen-
sion finie (choix de m); ensuite, elle présente une erreur Monte
Carlo dans l’approximation du produit scalaire (8); enfin, elle
nécessite elle aussi un double Monte Carlo (voir section 2.1).
Cet algorithme travaillant à m et M fixés, les deux sources de
biais d’approximation n’ont aucune chance de disparaı̂tre dans
une certaine asymptotique du déroulement de l’algorithme.

La décomposition en chaos a l’avantage de donner une réponse
simple à la question Q2. Lorsque la fonction B0 est la fonc-
tion constante 1, on déduit de (7) et de la π-orthogonalité de la
famille {Bi, i ≥ 0} que l’espérance et la matrice de variance-
covariance de θ∗(τ), τ ∼ dπ sont données par u0 et

∑
i≥1 uiu

′
i;

dans le cas d’une famille polynomiale {Bi, i ≥ 0} (voir [8, Ap-
pendix C]), les moments d’ordre plus élevés se déduisent des
coefficients {ui, i ≥ 0}; quant à des statistiques plus générales
(quantiles, intervalles de confiance, etc), elles peuvent toujours
être approchées à l’aide de

∑
i≥0 uiBi(τk), où {τk, 1 ≤ k ≤

M} sont des réalisations indépendantes de la loi dπ.
Ainsi, l’approche par décomposition en chaos répond aux

questions Q1 et Q2 dès lors que l’on dispose d’une méthode
numérique efficace pour le calcul d’une approximation de la
famille dénombrable (non nécessairement finie) {ui, i ≥ 0}
dans (7).

2.3 L’algorithme UQSA
L’algorithme UQSA, acronyme de Uncertainty Quantification
for Stochastic Approximation, que nous proposons, produit une
telle approximation des coefficients {ui, i ≥ 0}. L’intuition est
la suivante : résoudre en {u∗i , i ≥ 0} l’équation

h

∑
i≥0

u∗iBi(τ), τ

 = 0Rq (9)



pour π-presque tout τ , est équivalent à résoudre

∀i ≥ 0,

∫
T
h

∑
j≥0

u∗jBj(τ), τ

 Bi(τ) π(dτ) = 0Rq ,

soit encore en utilisant (6) et Fubini, pour tout i ≥ 0,∫
T ×X

H

x,∑
j≥0

u∗jBj(τ), τ

 Bi(τ) π(dτ)µ(τ,dx) = 0Rq .

(10)
Plutôt que d’associer à ce système de conditions, un algorithme
d’AS mettant à jour à chaque itération une quantité homogène
à une suite dénombrable (algorithme irréaliste), UQSA met à
jour à l’itération k, lesmk premiers coefficients u0, · · · , umk−1

où {mk, k ≥ 0} est une suite d’entiers telle que limkmk =
+∞. De plus, l’approximation Monte Carlo du champs moyen (10)
est faite à l’aide de Mk tirages. Ainsi, dans l’asymptotique
du nombre d’itérations (i.e. quand k → +∞), UQSA évite
l’écueil de la troncation de l’espace fonctionnel (m fixe) com-
mentée en section 2.2, mais peut rester dans l’esprit de l’AS
où la fonction objectif est approchée par Monte Carlo à l’aide
d’un seul tirage (Mk = 1 possible).

Algorithm 1 The UQSA algorithm
Input: Suites {γk, k ≥ 1}, {mk, k ≥ 0}, {Mk, k ≥ 1},
K ≥ 1, {u0

i , i = 0, . . . ,m0}.
for k = 1, . . . , K do

for s = 1, . . . ,Mk do
Indépendamment du passé, simuler (τsk , X

s
k) sous la

loi π(dτ)µ(τ,dx)

calculer f̂sk =
∑mk−1

j=0 uk−1
j Bj(τ

s
k)

end for
Pour tout i > mk−1, poser uki = 0

for i = 0, . . . ,mk do

uki = uk−1
i −γkM−1

k

∑Mk

s=1H
(
Xs
k, f̂

s
k , τ

s
k

)
Bi(τ

s
k)

end for
end for
return le vecteur {uKi , i = 0, . . . ,mK}.

end

3 Bien-fondé de UQSA
L’algorithme UQSA est une version simplifiée de la méthode
plus générale présentée en [5, section 2.3]; cette simplication se
fait au prix de conditions suffisantes fortes pour la convergence.
On trouvera en [5, section 3.1] un jeu de conditions plus faibles
que celles énoncées ici.

Pour une fonction θ : T → Rq de carré intégrable sous π
(l’espace L2

π), définissons sa norme

‖θ‖π :=

(∫
T
|θ(τ)|2 π(dτ)

)1/2

.

Notons S l’ensemble des solutions de la question Q1. Nous
étudions la convergence de l’algorithme dans Lp et presque-
sûrement sous les conditions suivantes. A1 l’ensemble des so-
lutions U∗ de (9) est un espace compact et non-vide de l’espace
des suites à valeur Rq de norme de carré sommable. A2 les
paramètres d’implémentation γk,mk,Mk vérifient∑

k γk = +∞,
∑
k

γ1+κ
k <∞,

∑
k γ

2
kQmk

M−1
k <∞

∑
k

γ1−κ
k qmk

<∞

où κ ∈ [0, 1] et

qm := sup
u∗∈U∗

∑
i>m

|u∗i |2 Qm := sup
τ∈T

∑
i≤m

|Bi(τ)|2.

A3 Il existe une constante C telle que pour tout θ ∈ Rq

sup
τ∈T

∫
X

|H(θ, x, τ)|2 µ(τ,dx) ≤ C
(
1 + |θ|2

)
.

A4 L’application θ 7→ h(θ(·), ·) de l’espace des fonctions de
L2
π dans lui-même, est continue. A5 Pour π-presque tout τ ,

pour tout θ, θ∗ ∈ Rq tels que h(θ, τ) 6= 0 et h(θ∗, τ) = 0, on a
(θ − θ∗)′h(θ, τ) > 0. A6 Pour tout B, il existe une constante
CB telle que pour tout θ ∈ L2

π et θ∗ ∈ S et vérifiant ‖θ −
θ∗‖π ≤ B, on a∫

T
(θ(τ)− θ∗(τ))

′
h (θ∗(τ), τ) π(dτ) ≥ CB min

θ̄∈S
‖θ−θ̄‖2π.

A1 autorise en particulier la non unicité des solutions au
problème posé. La première condition de A2 est classique en
AS : elle assure que l’algorithme en temps discret hérite du
comportement en temps long d’une ODE associée; les deux
suivantes s’interprètent comme des conditions sur la somma-
bilité des erreurs dûes à l’AS; tandis que la dernière guide la
vitesse à laquelle la troncation (en m) doit être relâchée pour
que l’algorithme converge vers un point u∗ ∈ U∗. La con-
dition A3 est une condition assez forte pour assurer notam-
ment la stabilité d’un algorithme d’AS qui n’est pas reprojeté
à chaque itération (voir [1, Eq (1.10.4) Partie 2] pour une con-
dition analogue dans le cas usuel de l’AS (5)) - elle peut être
affaiblie si on rajoute une étape de projection dans l’algorithme
UQSA (voir [5]). A5 est en écho à l’inégalité clé à la base de
l’existence d’une fonction de Lyapunov pour les algos d’AS
(voir [1, Eq. (1.6.1) Partie 2]) et A6 est une version plus forte,
intégrée sous la loi de l’incertitude dπ et avec une minoration
minimale (voir [1, Eq. (1.10.5) Partie 2]); la condition A6 n’est
pas nécessaire si on introduit une projection dans l’algorithme
UQSA (voir [5]).

Posons θ(k)(·) :=
∑
i≥0 u

k
iBi(·), la fonction de L2

π associée
à la suite uk construite par l’algorithme UQSA à l’itération k
(on rappelle que uki = 0 pour tout i > mk). Nous prouvons
dans [5, Section 3.3.] le théorème suivant. Il établit que (i) pour
presque toutes les trajectoires de l’algorithme UQSA, il existe
une solution θ∗ ∈ S telle que la trajectoire converge vers cette
solution, (ii) la convergence a lieu aussi dans Lp; (iii) UQSA
est stable i.e. bornitude des trajectoires dans Lp.



Théorème 1 Supposons A1 à A5. Alors pour toute solution
θ∗ ∈ S, limk ‖θ(k) − θ∗‖π existe et est finie avec probabilité
un; et nous avons

sup
k

E
[
‖θ(k) − θ∗‖2π

]
<∞.

Si de plus A6 est vérifiée, alors il existe une v.a. θ∗ à valeur
dans S telle que avec probabilité un

lim
k
‖θ(k) − θ∗‖π = 0,

et pour tout p ∈]0, 2[

lim
k

E
[
‖θ(k) − θ∗‖pπ

]
= 0.

Une illustration numérique de cette convergence et une discus-
sion du rôle des paramètres d’implémentation γk,mk,Mk peu-
vent être trouvées dans [5, Section 5]. L’ingrédient clé de la
preuve de convergence est la décroissance d’une fonction de
Lyapunov, qui ici est ‖θ(k) − θ∗‖2π pour une solution θ∗ ∈ S.

4 Conclusion
Nous avons proposé un algorithme itératif, de type Approxima-
tion Stochastique, qui résoud conjointement les questions Q1
et Q2; l’ingrédient clé est l’utilisation de la décomposition en
chaos.

La procédure UQSA est un algorithme d’AS qui à chaque
itération met à jour un vecteur de dimension finie, pour répondre
à un problème d’AS en dimension infinie (voir la question Q1).
On trouve dans la littérature des algorithmes qui traitent de
cette question, et nous conclurons ce papier par une compara-
ison de UQSA à ces méthodes. Tout d’abord un exemple très
répandu en Apprentissage Statistique, relevant de la recherche
d’une fonction, est celui de la régression fonctionnelle, sur un
espace de Hilbert de type RKHS (Reproducing Kernel Hilbert
spaces). Dans ce contexte, il s’agit de minimiser sur cet espace
de Hilbert un critère somme d’une attache aux N données et
d’un terme de pénalité contraignant la fonction à estimer. Dès
lors que ces termes ont des bonnes propriétés, le Théorème de
Représentation (voir e.g. [10, Théorème 4.2]) montre que toute
solution est une combinaison linéaire finie du noyau évalué en
les points de régression; par suite, déterminer cette solution
revient à déterminer N coefficients. Le problème, bien que
formulé en dimension infinie, se ramène pour sa partie compu-
tationnelle à la dimension finie.

L’AS en dimension infinie est formulée sous la forme

trouver θ∗ tq
∫
X

H(x, θ∗)µ(dx) = 0Rq , (11)

où θ∗ vit dans un espace fonctionnel. Les articles [11, 13, 2]
étudient l’AS dans des espaces de Hilbert pour des fonctions
H de forme spécifique (à variable séparée typiquement). Ces
travaux, bien que très intéressants d’un point de vue théorique,
étudient des algorithmes itératifs type AS qui mettent à jour
une quantité de dimension infinie à chaque itération, sans com-
menter comment cela se fait en pratique.

L’idée d’augmenter la taille du vecteur mis à jour à chaque
itération de l’algorithme AS a déjà été proposée et étudiée, no-
tamment là aussi pour des formes particulières de H [7, 9, 12].
L’algorithme TRMP de [4] reprend cette idée, chaque itération
nécessitant une projection sur un sous-espace de dimension
finie de l’espace de Hilbert d’intérêt; l’étude théorique est faite
sous la condition que cette projection est exacte, ce qui est rel-
ativement irréaliste (voir le calcul de ui par exemple dans (8),
qui n’est pas exact en pratique, mais peut être approché par
Monte Carlo comme dans UQSA).

Enfin, toutes ces approches “dimension croissante” répondent
au problème (11) par une procédure type (5) et nécessitent donc
à chaque itération (disons itération n) de calculer H évaluée en
le tirage Xn+1 et en un point de dimension infinie θ(k) (une
fonction). Ce n’est pas le cas de UQSA qui repose sur H
évaluée en le tirageXn+1, en l’incertitude τn+1 et en θ(k)(τk+1)
- l’évaluation de la fonction en un point (soit un calcul dans
Rq); le coût computationnel de USQA reste donc réaliste.
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