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Introduction

Introduction

Ce manuscrit a pour objet de proposer une synthése des principaux résultats que j’ai
pu obtenir depuis mon arrivée & I’Université d’Evry Val d’Essonne.

La majorité des travaux que nous allons présenter tournent autour des problémes
de temps de passage pour des processus stochastiques. A quelques exceptions prés, le fil
conducteur de tous ces travaux était d’essayer de généraliser des résultats déja connus
pour le mouvement brownien a d’autres familles de processus. Ainsi, les familles que nous
considérons conservent en général deux propriétés fondamentales du mouvement brow-
nien : la propriété de Markov (ou plus généralement d’accroissements indépendants) et
la propriété d’autosimilarité.

Nous avons choisi un découpage en quatre chapitres, en regroupant dans chacun des
résultats issus de trois ou quatre publications.

Chapitre 1

Le chapitre I concerne I’étude de problémes de persistance, c’est-a-dire ’étude de
la probabilité qu'un processus X "persiste" & rester sous un seuil donné b pendant une
longue période de temps :

P(supXS§b>, t — +oo.
s<t

Ce type de probléme connait un regain d’intérét depuis quelques années, en particulier
dans la littérature physique ou la vitesse de décroissance a pu étre calculée numérique-
ment lors de différentes expériences. Lorsque le processus X est Markovien (typiquement
une diffusion linéaire ou un processus de Lévy), on arrive en général assez bien & estimer
ces probabilités, mais le probléme se complique comme souvent dés que ’on sort de ce
cadre.

Nos travaux ici ont porté sur I’étude de la probabilité de persistence pour des inté-
grales de processus de Lévy stables ainsi que de processus de Bessel biaisés. Ces processus
intégrés ne sont pas en soi Markoviens, mais le couple (intégrale + intégrant) le devient.
Nous proposons également plusieurs applications de nos calculs & différents problémes
liés : étude des enroulements autour de l'origine, des temps de passage successifs, du
temps de sortie d’un intervalle, . ...

Chapitre 11

Le deuxiéme chapitre rassemble différents résultats autour des pénalisations, qui sont
pour la plupart une continuation des travaux de ma thése. Le principe de la pénalisation
est d’essayer de modifier, grace & un théoréme limite, certaines propriétés importantes
des trajectoires d’un processus tout en en conservant d’autres. Cela revient en quelque
sorte a effectuer un conditionnement par un événement de probabilité nulle (ou par une
variable aléatoire presque stirement infinie).

Nous commencons dans ce chapitre par présenter quelques résultats de pénalisations

pour des diffusions linéaires, en insistant sur la distinction que nous avons observée entre
le comportement des diffusions récurrentes nulles, et celles récurrentes positives.

v



Introduction

Nous poursuivons ensuite par une étude des pénalisations via différentes horloges
sous-jacentes, c’est-a-dire lorsque 1’on replace le temps déterministe par une suite crois-
sante de temps d’arrét. L’introduction d’un aléa supplémentaire nous permet d’obtenir
des résultats universels, qui permettent d’englober les deux cas récurrents nuls et ré-
currents positifs, et de nous affranchir par ailleurs d’un certain nombre d’hypothéses
restrictives. Enfin, nous étudions quelques pénalisations de 'intégrale du mouvement
brownien, faisant ainsi écho au chapitre I dont nous réutilisons certains résultats.

Chapitre III

Le troisiéme chapitre propose une étude des valeurs extrémes d’un processus X sur
un intervalle I, & savoir

IP’(supXth> , x — +00.
tel

Outre son intérét mathématique, ce type de probléme est souvent lié dans la littérature a
la théorie de la ruine pour des compagnies d’assurance. Nous avons étudié cette question
pour différents exemples de processus X . Les premiers sont les processus de Lévy stables
assortis d’une dérive puissance. Certains cas particuliers avaient déja été traités dans
la littérature, et nous avons obtenu un résultat permettant d’unifier tous les cas. Nous
nous sommes également intéressés aux processus de Riemann-Liouville stables, qui sont
des processus non-Markoviens, et pour lesquels nos estimées sont en conséquence moins
précises.

Dans un deuxiéme temps, nous avons regardé le cas d’un produit de processus symé-
triques stables. Ce probléme n’avait apparemment jamais été traité dans la littérature,
et se révéle assez complexe lorsque 'on veut regarder des estimées de la queue basse,
c’est-a-dire

P(supXt§5>, e — 0.
tel

Par scaling, cette question se raméne & un probléme de persistence, mais notre approche
étant trés différente du chapitre I, nous avons choisi de la placer ici. Nous concluons
ce chapitre par une petite digression sur les temps de séjour d’un produit de processus
symétriques stables, en proposant un résultat général de convergence des temps de sé-
jour positifs, avant de nous concentrer plus en détails sur le cas d’un produit de deux
mouvements browniens.

Chapitre IV

Enfin, dans un dernier chapitre, nous présentons quelques résultats non asympto-
tiques autour des premiers et derniers temps de passage. Le premier concerne 1’étude de
la mesure harmonique d’un intervalle et de son complémentaire pour les processus de
Lévy stables, pour lesquels nous arrivons & traiter tous les cas de figure a 'aide de dif-
férentes identités entre fonctions hypergéométriques. Notre méthode nous permet alors
d’obtenir de fagon similaire la densité des fonctions de Green pour ces mémes intervalles.

Nous proposons ensuite plusieurs résultats sur les derniers temps d’atteinte d’une bar-
riére non constante par des diffusions linéaires. Les différentes approches sont & chaque
fois illustrées par un exemple sur les processus de Bessel avec dérive. Enfin, la derniére
partie, plus anecdotique, fournit une identité en loi entre une perpétuité de type Dufresne
et les temps d’atteinte d’un processus de Bessel de dimension 3 avec dérive.
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Chapitre 1

Persistance et applications

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats issus des publications :

[6] C. Profeta and T. Simon. Persistence of integrated stable processes. Probab.
Theory Relat. Fields 162 (3), 463-485, 2015.

[7] C. Profeta and T. Simon. Windings of the stable Kolmogorov process. ALEA
Lat. Am. J. Probab. Math. Stat. 12 (1), 115-127, 2015.

[12] J.-F. Jabir and C. Profeta. A stable Langevin model with diffusive-reflective
boundary conditions. Stochastic Process. Appl., Vol. 129(11), 4269-4293, 2019.

[14] C. Profeta. Persistence and exit times for some additive functionals of skew
Bessel processes. J. Theoret. Probab., https ://doi.org/10.1007/s10959-019-
00966-1, 2019.

Soit (X, t > 0) un processus a valeurs réelles partant de 0, et soit T, = inf{t >
0, X; > b} le premier instant o X dépasse le niveau b > 0. L’étude de la loi de Ty
est un probléme classique de théorie des probabilités, pour lequel il est généralement
difficile d’obtenir une expression explicite. Néanmoins, on peut observer que dans de
nombreuses situations, notamment lorsque le processus est autosimilaire, la décroissance
de la fonction de survie de T} est polynomiale :

P(Ty >t) = t0roW 11

(T3> 1), = (L)
ou 6 est une constante appelée exposant de persistance, et qui généralement ne dépend
pas de b. Le calcul de ces exposants offre de nombreux liens avec différents problémes
mathématiques, que ce soit en probabilité ou en physique mathématique, et deux surveys
ont d’ailleurs été publiés ces derniéres années sur le sujet.

Le premier de Aurzada & Simon [AS15] liste un certain nombre d’exposants connus,
essentiellement autour des marches aléatoires et des processus de Lévy. Il propose éga-
lement différents liens avec d’autres problémes, tels que les zéros réels des polyndmes

aléatoires [DPSZ02| ou encore la structure fractionnaire de I’équation de Burger [Sin92b,
MKO04, Sim08].

Le deuxiéme survey par Bray, Majumdar & Schehr [BMS13] propose une approche
beaucoup plus physique : en effet, 'exposant de persistance est considéré comme un para-
métre fournissant de I'information sur tout ’historique d’un processus, et qui est parfois
plus pertinent que sa structure de corrélation. Cet exposant a d’ailleurs pu étre mesuré
expérimentalement dans diverses situations, notamment par exemple lors de I’étude du
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phénomeéne de condensation [MMBB™95]. Lorsque des gouttelettes se forment par éva-
poration sur un substrat froid, la fraction de la surface restant séche décroit avec une
vitesse polynomiale, ou I'exposant 6 est approximativement égal & un.

Le calcul explicite de 'exposant de persistance (lorsqu’il existe) est en général as-
sez difficile dés que 'on sort du cadre Markovien. On se propose ici de s’intéresser au
cas d’intégrales de processus de Markov autosimilaires. L’exemple le plus classique est
évidemment celui de l'intégrale X du mouvement brownien B, pour laquelle 8 = %.
L’asymptotique exacte a été calculée dans un premier temps par Goldman [Gol71|, dans
le cas particulier ol le processus démarre de la barriére, c’est-a-dire lorsque Xy = b et
By € R\{0}. Ce résultat a par la suite été généralisé par Isozaki & Watanabe [IW94] (en
passant par un théoréme Taubérien), ainsi que par Groeneboom, Jongbloed & Wellner
[GJW99| (via un calcul direct). Toutes les preuves reposent sur le fait que l'on dis-
pose d’une expression explicite pour la densité du couple (T, Br,) obtenue par McKean
[McK63] lorsque X = b, puis par Lachal [Lac91| dans le cas général.

Plus récemment, Aurzada & Dereich [AD13]| ont prouvé que 'exposant 6 = % res-
tait en fait valable pour 'intégrale de n’importe quel processus de Lévy a valeurs réelles
centré et admettant des moments exponentiels bilatéres. Leur résultat est méme plus
général, car il autorise également 1'ajout de certains noyaux sous l'intégrale, et montre
ainsi que 'exposant dépend plus de la forme du noyau que du processus concerné.

Une autre généralisation due a Izosaki & Kotani [IK00] consiste & regarder certaines
fonctionnelles additives homogénes du mouvement brownien B :

t
Xt = / (Bgl{Bs>0} - C’BS|VI{BS<O}) dS, t Z 0, (12)
0

ouc>0ety> —%. En utilisant la théorie des excursions et un théoréme Taubérien, ils
ont montré que ’exposant valait dans ce cas

2 SiIl (%)
0= %Arctan N\

T v ™
¢’ + cos (2+7>

Plan du chapitre

Nous nous proposons dans ce premier chapitre de généraliser les résultats précédents
sur les intégrales de processus autosimilaires dans deux directions.

1. Nous allons tout d’abord calculer ’exposant de persistance de I'intégrale d’un pro-
cessus de Lévy a-stable. Ce processus n’admettant pas de moments exponentiels
bilatéres, le résultat d’Aurzada & Dereich [AD13] ne peut s’appliquer. Cette ques-
tion a été soulevée en 2003 par Z. Shi, et résolue dans le cas spectralement négatif

a—1
par Simon [Sim07], qui a montré que 'exposant valait alors § = 5 Sa preuve
a

rappelle en partie celle de Sinai [Sin92a| pour les marches aléatoires intégrées et
repose sur un changement de temps par l'inverse du temps local, un argument dif-
ficilement généralisable aux autres cas. Nous présenterons ensuite des applications
de nos résultats a I’étude asymptotique des enroulements du processus et de sa dé-
rivée, ainsi qu’a I’étude d’un modéle de particule unidimensionnelle avec conditions
de bord de type Maxwelliennes.



I.1. Intégrale d’un processus de Lévy stable

2. Dans un second temps, nous allons généraliser le résultat d’Isozaki & Kotani [IK00|
en remplacant le mouvement brownien dans (I.2) par un processus de Bessel biaisé.
La méthode que nous présenterons nous permettra également d’étudier le probléme
du temps de sortie d’un intervalle, et d’étendre ainsi certains résultats de Lachal
[Lac00, Lac06].

La plupart des résultats de persistance pour des processus intégrés que 'on peut
trouver dans la littérature reposent sur des preuves trajectorielles, au travers de chan-
gement de temps. Notre approche ici est trés différente car nous allons plutét travailler
avec les lois marginales des processus. L’heuristique fondamentale est la suivante : pour
un processus Markovien Y autosimilaire d’indice H, en définissant

¢
Tb:inf{t>0,/ Y.du > b}
0

on s’attend, du fait du scaling, & avoir une forme d’indépendance asymptotique, carac-
térisée par I'équivalence :

P(T} > t) Hfioof“o(l) = P>z ~ Z0/HFo(1)

En pratique, nous allons donc commencer par étudier 'asymptotique de Y7, afin de
pouvoir remonter ensuite & celle de Ty,

I.1 Intégrale d’un processus de Lévy stable

Considérons un processus de Lévy a-stable L partant de 0 dont la fonction caracté-
ristique est donnée par

E [e"’\Ll} = exp (—(i)\)o‘eimﬂsgn@)) , A ER,

ou « €]0, 2] est le paramétre d’autosimilarité et p = P(L; > 0) le parameétre de positivité.
Cette formulation, pour laquelle nous référons a Zolotarev [Zol86], n’est pas la plus
classique, mais s’avére la plus adaptée aux problémes que nous considérons. Rappelons
briévement que

i) si a €]0,1[ alors p € [0,1]. En particulier, si p = 0 ou p = 1, alors |L| est un
subordinateur. Nous exclurons systématiquement ce cas dans ce chapitre.

i1) si a =1, alors p €]0, 1] et L est un processus de Cauchy avec dérive,

iii) si a €]1,2], alors p € [1 — 1 1] En particulier, si p = 1 (resp. p = 1— 1), le
processus L n’a pas de sauts positifs (resp. pas de sauts négatifs).

On définit alors l'intégrale de L
t
Xy = / L,du, t>0.
0

Les deux processus L et X sont autosimilaires d’indices respectifs é et 1+ é, de sorte
que l'on a pour tout £ > 0 :

loi
(X, Lrt), t>0) (oD ((k:lﬂ/axt, VL), t > 0) ,

Par ailleurs, le couple (X, L) est un processus Markovien, que I'on retrouve parfois sous
le nom de processus de Kolmogorov (stable) dans la littérature. Nous noterons P, . la
mesure de probabilité de (X, L) lorsque le couple part du point (z,y) € R2.

3



Chapitre [. Persistance et applications

I[.1.1 Calcul de ’exposant de persistance

Commengons par observer que 'on peut se ramener au cas b = 0 par translation.
Pour simplifier les notations, nous allons découper le plan R? en deux parties :

Po={2<0,yeR}U{x=0,y<0} et Pr={x>0,yecRtu{z=0,y>0}.

Posons alors
To = inf{t > 0, X; > 0}.

Afin d’étudier la fonction de survie de Ty, nous allons donc commencer par déterminer
la loi de L7;,. Dans le cas du mouvement brownien, i.e. lorsque o = 2, la densité de Ly,
a été explicitement calculée par Lachal [Lac91]. Dans le cas général, nous allons calculer
la transformée de Mellin de Ly;,. Pour ce faire, fixons (z,y) € P—. En appliquant la
propriété de Markov, on déduit que pour tout z > 0 :

+oo +00
/O ]P)(a:,y) (Xt S dZ)dt = /0 E(Jz,y) |:P(07LTO)(Xt S dZ)i| dt. (13)

S

En intégrant cette relation sur ]0,+oo| contre z7+a ' avec s €]0,1[, et en utilisant la
propriété de scaling, on obtient alors la proposition suivante.

Proposition I.1. La transformée de Mellin de Ly, est donnée pour (x,y) € P_ et
s €]0,1[ par :

+oo THa L
7r E X 1 dt
s—1 0 (x,y) |: t {Xt>0}:|
E(z ) |:LT0 } = — 1 ' (1.4)
(1+ )T (F<1+a)) (1 — s)sin(r(1 —~)s)

ot le paramétre v est défini par
__ra
S l4a’

g
Cette transformée admet un prolongement analytique dans la bande |s| < T—

Il semble difficile d’obtenir une expression simple pour l'intégrale double du membre
de droite de (I.4), mais certaines valeurs particuliéres peuvent néanmoins étre calculées
explicitement.

1. Lorsque z = 0 et y < 0, l'intégrale du numérateur se simplifie et ’on obtient :

E Ls—l — M S_l.
(0,) [ To } sin(7r(1 —’Y)S)M

Cette transformée peut alors s’inverser et nous retrouvons ainsi, lorsque o = 2, le
résultat de McKean [McK63] :

i‘y|1/223/2

Poy(ln €d2) = 50 575

2. Lorsque y = 0, 'intégrale peut également étre calculée et I’on obtient :

1=s _ .
1+ ) 1+aF(g—ﬁ)F(é+i) sin(77y) . =

s—1| _
oo (1] = “Hr = sy smirsti =)

4



I.1. Intégrale d’un processus de Lévy stable

mais il n’est cette fois pas évident d’obtenir une expression simple pour la densité
de L7, excepté dans les cas a = 1 et a = 2. En particulier, lorsque o = 2, nous
obtenons I’'identité en loi :

loi r 1/3

ou I's /6 et By61/6 sont deux variables aléatoires indépendantes, suivant respecti-
vement les lois Gamma de paramétre 5/6 et Beta de parameétres (1/6,1/6).

Bien que I'on ne sache donc pas expliciter la loi de Lz, dans le cas général, on peut

néanmoins démontrer que s = 1;{ est un pole simple pour (I.4), et ainsi utiliser la

transformée de Mellin inverse afin d’obtenir 'estimée suivante.

Corollaire 1.2. Supposons que (z,y) € P—. On a l'asymptotique

Plog(Lny > 2)_~ _ wh(z,y)z

—+00
ol Kk est une constante strictement positive, I’exposant 0 vaut

Y
1+a(l—p)

et la fonction h est définie pour (x,y) € P— par :

h(xv y) = 151% (‘9 - S)E(m,y) [L%os] :

On en déduit en particulier que h est harmonique pour le processus tué au sens ot
IE(Jﬁ,y) [h(Xtth)l{To»ﬂ = h(x,y).

La fonction h est positive, décroissante en x et y, et satisfait la propriété de scaling :
b
h(z,y) =xT+oh (1, y:vil/(aJrl)) .

Pour calculer "asymptotique (I.1), nous procédons alors en deux temps. Tout d’abord,
nous montrons qu’il existe deux constantes 0 < k1 < ko < +00 telles que

kit <Pl (Th>1) <kt ™, t— +oo. (1.5)

Cette étape repose sur ’égalité :

t
Ez,y) { /0 Linyst-uyEo.z) [(Xu)T"] dU}

— /t+°° (E(:ﬁ,y) [(X)7"] = E(ey) [E((LLTO) [( Xu);”}]) du, £>0,

valable pour v G]T—H’ 1[, que 'on démontre en prenant la transformée de Laplace de
chaque coté et en appliquant la propriété de Markov. La loi de Lt étant connue, on
déduit alors que le membre de droite est de Pordre de t1=(1+1/0¥=0 co qui permet d’ob-
tenir 'estimée (I1.5) & partir du membre de gauche.

Dans un second temps, puisque la fonction A est harmonique, nous pouvons considérer
la h-transformée de Doob définie par :

(X, L)
T o ty L1
PanlF = hiz.g) 100 -Fenis
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Chapitre [. Persistance et applications

ou (F, t > 0) désigne la filtration naturelle du couple (X, L). Le processus des coordon-
nées sous P! correspond en fait & Iintégrale d’un processus de Lévy stable conditionné
a ne pas toucher 0. En utilisant la propriété de scaling pour le couple (X, L) ainsi que
pour la fonction A, on a alors

h(z,y)
_wt )
Py (To > 1) =E(, ) |:h(Xt7 Lt):|
ta (t1+ml/a’tl?;a) h(Xl,Ll) t—+o00 t@ (0’0) h(Xl, Ll)

ou la limite du membre de droite est nécessairement finie du fait de (I.5). Cela nous
permet donc d’obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 1.3. Supposons que (z,y) € P—. Il existe une constante k > 0 telle que :

P

P S
( 1+a(l—p)

(To >t) ~ rh(z,y)t?, ot 6=

z,y) P

On peut remarquer que I'exposant de persistance 6 est croissant en p ce qui est en
accord avec 'intuition : plus p est proche de 1, plus le processus L a tendance & croitre,
et donc plus 'exposant doit étre grand. La dépendance en « semble elle plus difficile &
interpréter : 'idée est probablement que plus « est petit, plus L a tendance & effectuer de
"grands sauts", et donc plus il est probable que 'un de ces sauts permette & 'intégrale
X de passer au dessus de la barriére.

Nous proposons a présent quelques applications des calculs précédents.

I.1.2 Quelques applications
Enroulements

L’étude des enroulements autour de 'origine d’un processus bi-dimensionnel est un
probléme classique, dont le résultat le plus célébre est certainement celui de Spitzer
[Spib8] : si B = B®M 4+ iB® est un mouvement brownien plan ne démarrant pas de
I’origine, alors

2 arg(Bt) (loi)
ln(t) t—4o0

ol C est une variable aléatoire de Cauchy. Un résultat analogue pour les processus de
Lévy isotropes a été démontré par Bertoin & Werner [BW96|, avec une vitesse plus lente
en /In(t), et une limite gaussienne. Précisons que ces questions ont également été revi-
sitées récemment par Doney & Vakeroudis [DV13|, dans le cadre des enroulements des
processus stables isotropes lorsque ¢ — 0.

Nous allons nous intéresser ici aux enroulements autour de 1’origine du processus bi-
dimensionnel Z = (X, L), et généraliser ainsi les travaux dans le cas brownien de McKean
[McK63]. Les résultats que nous obtenons sont qualitativement différents du théoréme
de Spitzer, car notre processus tourne dans le sens horaire autour de 'origine, en visitant
alternativement le demi-plan droit puis le demi-plan gauche. Ce comportement permet
ainsi d’obtenir une convergence presque siire au lieu d’une convergence en loi.

Pour simplifier les notations, définissons les paramétres du processus dual (L, t > 0) =
(—Lt,t 2 0) :

1—
et 7:7( p)a.

—
p P, I ap T o



I.1. Intégrale d’un processus de Lévy stable

On appelle w 'angle algébrique défini dans le sens trigonométrique par :

—

w(t) = (Zo, Zt)

-20

L L L L L
-200 -100 0 100 200
X

FIGURE L.1 — Une trajectoire (Z;,t < 100) issue de Zp = (—1,0) avec v = 3/2 et p = 1/2.

Nous obtenons alors un résultat de convergence presque siire en temps long pour w
dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.4. Supposons que p €]0,1[ et (z,y) # (0,0). Alors, sous P on a la

convergence presque sure :

z,y)>

w(t) ps o 2 sin(7ry) sin(77)
In(t) t—+oo asin(m(y+7))

La preuve de ce résultat repose sur I’étude des temps de passages successifs du processus
X au niveau 0 :

T(go) =0, et T(gn) = inf{t > To(n_l), Xy =0} pourn>1.
En utilisant les propriétés de scaling et de Markov de L, on peut écrire les décompositions,
pour p € N*,
loi p—1 @
1 1) L x (H i zi)
k=1

et (1.6)
) 2p) (o) = e\
Té 1) —Té p) (2 |L7,|* x 77 X (H 0, X Hﬁ,j) ,
k=1 k=1

ot tous les produits sont indépendants, les variables 77 et 7~ étant distribuées comme Ty
sous P 11), et les variables () pour k € {1,...,p} étant distribuées comme |Lr,| sous
P(g,+1)- Ces expressions sous forme de produits permettent d’obtenir, grace au lemme de
Borel-Cantelli et & un théoréme de grande déviation, la limite p.s.

1 (T(n)> ps._ masin(m(y +7))
n 0 n—+oo  2sin(my)sin(7y)

7



Chapitre [. Persistance et applications

Le résultat du théoréme 1.4 est alors une conséquence des identifications
{w(t) > —(n—V)r+ 6} = {TgV >t} et {w(t) <—(n—2)m+6} = {1"V <1}
valables dés lors que 6y = Z/OZ\T0 € (—m,0) par exemple.

Les décompositions (1.6) permettent également d’obtenir des estimées sur les temps de
passage successifs. Nous utilisons dans le théoréme ci-dessous la notation suivante : pour
f et g deux fonctions réelles, la relation d’équivalence f(t) < g(t) lorsque ¢t — +oc signifie
qu’il existe deux constantes 0 < k1 < kg < +00 telles que k1 g(t) < f(t) < k2 g(t) pour
t suffisamment grand.

Théoréme 1.5. Supposons que p €]0,1] et (x,y) € P_. Pour tout n > 2, on a les
asymptotiques lorsque t — +00 :

Pl (T > ) = 0 o)z ] sip<i1y2,

P(xﬁy)(Tén) >t) < tf (lnt)[%]fl sip>1/2,

Ploy) (T8 > 1) = 70 (lnt)! sip=1/2,
ot [a] désigne la partie entiére de a.

L’explication derriére ces trois cas de figure est la suivante : lorsque le processus stable
sous-jacent n’est pas symétrique, les excursions de X d’un coté de ’axe des abscisses ont
tendance & étre plus longues que celles de 'autre cété, ce qui explique la dissymétrie des
formules. Les termes logarithmiques proviennent eux de phénoménes de compensation,
lorsque 'on ajoute des excursions du méme ordre de grandeur.

Remarquons que dans le cas du mouvement brownien B, on peut calculer I’asymptotique
exacte dans le theoréme 1.5 a I'aide des formules de Lachal [Lac97]. Nous renvoyons pour
cela le lecteur au théoréme I1.8 dans le chapitre II sur les pénalisations.

Un modéle de Langevin stable avec conditions de bord Maxwelliennes

Nous présentons dans cette section I’étude d’un modéle de particule unidimension-
nelle soumise & une condition de bord diffusive / réflexive. Le processus considéré (A, U)
est le suivant :

t
Ay —A0+/ Usds,
° . @
U=Up+Li+ Y ((1 — Bu)(@" My U, ) — Bu(L+ c)UTn,) 1<y
n>1
ol ¢ et ¢ sont deux constantes strictement positives et

i) (mn, n € N) sont les temps de passage successifs du processus A au niveau 0,
70=0 et Tp, = inf{t > 7,1, Ay =0} pourn >1,

1) (Bn, n > 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de
paramétre p = P(5; = 1),

i7i) (My, n > 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d. positives, sans atome en 0 et
admettant un moment d’ordre «,



I.1. Intégrale d’un processus de Lévy stable

iv) les suites (B,, n > 1) et (M,, n > 1) sont indépendantes entre elles ainsi que de L
et de (Ao, U())

Schématiquement, le processus A se comporte donc comme 'intégrale d’un processus de
Lévy stable tant qu’il est dans l'intervalle ]0, +oo[. Lorsqu’il atteint la frontiére 0 pour
la n®™e fois, il est alors soit réfléchi élastiquement avec probabilité p et repart donc avec
la vitesse U,, = —cUT;, soit une nouvelle vitesse indépendante U,, = ¢"M, lui est
attribuée avec probabilité 1 — p. Ce type de conditions de bord "double" est connu dans
la littérature (en particulier physique) sous le nom de condition de bord de Maxwell,
notamment lorsque M,, a pour loi la racine d’une loi gamma.

Lorsque p = 1 (c’est-a-dire qu’il y a juste une réflexion élastique a la frontiére) et que
L est un mouvement brownien, Jacob [Jacl2, Jacl3] a démontré qu’il existait un seuil
Cerit €n dessous duquel le processus était absorbé en temps fini, mais que 'on pouvait
néanmoins faire repartir le processus. Nous nous proposons ici de regarder les phénomeénes
d’absorption et d’asymptotiques des temps de passage d’un tel modeéle a la lumiére des
résultats de la section précédente.

Critéres d’absorption

Définissons 7o, = lim 7,. Nous commencons par donner des critéres d’absorption en
n—-+00o

temps fini, ainsi que sur la finitude des moments du temps d’absorption.

Théoréme 1.6. Supposons que Ay =0 et Uy > 0 avec U§* integrable. On rappelle que

a(l —p)

T 1+«

1. Sip=1, alors
Too < +00 p.5. <= ¢ < Cepit

ol

Cerit = €xp (—m cot (17)) .

En particulier, pour A > 0,

sin(m(a + 1)7)
< 1}.

Efr — v et
[T3] < 400 {c<cmt et ¢ sn(r(er +1)(1 -7

2. Sipe|0,1], alors
Too < 00 p.5. <= gqg<1.

En particulier, pour A > 0,
(a) sip=0 :

L—p
E[r}] < 400 <= {q<1 et)\<1+ap},

(b) si0<p<1:

sin(m(a + 1)7)
0 < 1} |

E[) — 1 et ¢
[720] < o0 {q< e sin(m(aA+1)(1 -7

9



Chapitre [. Persistance et applications

On distingue donc ici deux situations qui sont tout a fait intuitives. Lorsque le pro-
cessus est juste soumis a une réflexion élastique a la frontiére (p = 1), il faut que la
vitesse soit suffisamment réduite & chaque contact (¢ < ceit) pour que le processus fi-
nisse par étre absorbé. Par contre, lorsqu’un renouvellement indépendant de la vitesse
a lieu régulierement (0 < p < 1), le paramétre ¢ perd de son influence, et il faut cette
fois que le renouvellement, lorsqu’il se produit, réduise suffisamment la vitesse & chaque
contact (¢ < 1).

Ces résultats reposent tous sur la décomposition sous forme de somme du couple
(U, , ). En effet, pour n > 1, on a grace a la propriété de Markov et au scaling :

n

(loi) N . &
UTn = (1 - 571)(] M, +/8nqg Mgn H C|£z|
i=gn+1

et

loi

W@ g+ U (L8)
k=2

ou les variables (§, ¢k )r>1 sont i.i.d. de méme loi que le couple (71, UTf) lorsque (A, U)
part de (0,1), et g, représente le dernier instant avant n ou la particule a diffusé a la
frontiére :

gn =sup{k <n—1, g =0} avec My = Up.

Le probléme consiste donc a étudier la limite de la somme (1.8), ou les variables (U, , k >
1) ne sont évidemment pas indépendantes (excepté si p = 0). L’idée est de regarder ces
sommes comme des séries entiéres en ¢ ou ¢ suivant les cas, ce qui permet ainsi d’obtenir
des critéres de convergence p.s. Pour étudier la finitude des moments, on montre alors
que Too est solution d’une équation de renouvellement dont 1’étude a été faite par Goldie

[Gol91].

Asymptotique des temps de passage

On suppose a présent que le processus n’est pas absorbé : 7o = +00 p.s. On s’intéresse
alors a la vitesse de divergence de la série (7,,n > 1).
Théoréme 1.7. Supposons que 7o = +00 p.s. On a les asymptotiques sutvantes.

1. Lorsquep=1:

(a) sic> cepit

ln(;n) = a(mcot (1) + In(c))

(b) sic= ceri - pour tout 0 < X < 2,

ln(Tn) p.s. 0

n1/>\ n—-+00

2. Lorsque p € [0,1] :

(a) siqg>1:
ln(Tn) p-s.

- —>n_>+oo aln(q).
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[.2. Fonctionnelles additives homogénes d’un processus de Bessel biaisé

(b) sig=1¢etp=0 : pour tout 0 < A < llJr_of’p,
Tn__P> )

nl/)‘ n——+00

sin(m(aA+1)7)

(c) sig=1¢et0<p<1:pourtout A >0 tel que c®* T @A)

p<l1:

Tn p.Ss. 0
nl/)‘ n—-+00 ’

La preuve de ce résultat repose a nouveau sur 'utilisation de la décomposition (1.8),
couplée a I'inégalité de Markov et au lemme de Borel-Cantelli. Pour les deux cas ou les
vitesses sont polynomiales, on utilise plutdt un théoréme da & Petrov [Pet73] qui établit
un lien entre la vitesse de divergence p.s. des sommes partielles d’une série et la vitesse
de divergence de ces moments.

Enfin, nous montrons également dans [12] l'existence d’une fonction trace pour
I’équation cinétique associée au modéle (1.7), dans le cas ot ¢ = 1 et ou le processus
sous-jacent L est symétrique.

I.2 Fonctionnelles additives homogénes d’un processus de
Bessel biaisé
Considérons a présent un processus de Bessel biaisé Y de dimension § € [1,2[ et de

paramétre d’asymétrie n €] — 1, 1[. Y est une diffusion dont la mesure de vitesse m et la
fonction d’échelle s sont données respectivement par :

@) —1;7 Yo ldy pour y > 0, ) - —é:g el pour y > 0,
m(dy) = € s\y) =
_ 1 _
7141r77 ly[°~dy pour y < 0. ——2”::57 |y|2—0 pour y < 0.

Intuitivement, Y peut étre construite a partir d’un processus de Bessel R classique,
c’est-a-dire de I'unique solution positive de I’équation différentielle stochastique

bo—1 ,
Rt:Bt—l—/O 2Ru du, 6166(1,2)7 tZO’

Rt:‘Bt‘, sid=1

oll B est un mouvement brownien, en échangeant le signe de chaque excursion de R

indépendamment avec probabilité 1;77.

Les processus de Bessel biaisés ont été introduits pour la premiére fois par Barlow,
Pitman & Yor dans les deux articles compagnons [BPY89a, BPY89b|, ou ils sont pré-
sentés comme un cas particulier de processus de Walsh (en choisissant comme espace
d’états simplement 1'union de deux demi-droites). Ils apparaissent également chez Wa-
tanabe [Wat98| dans son survey sur les applications de la théorie de Krein aux diffusions
linéaires, ol leur propriété d’invariance par inversion du temps est soulignée. L’étude
de I’équation différentielle stochastique satisfaite par le processus de Bessel biaisé a été
entreprise par Blei [Blel2|, tandis que le semi-groupe a été calculé par exemple par Alili
& Aylwin [AA19] (dans un cas un peu plus général). Notons également que le cas du
mouvement brownien biaisé (i.e. § = 1) a rec¢u lui une attention considérable dans la
littérature, et nous référons au survey de Lejay [LejO6] pour une présentation globale.
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Chapitre [. Persistance et applications

Pour v > 0 et ¢ > 0, définissons V,(y) = |y|7 (g0} — cl{y<o}) et considérons la
fonctionnelle additive homogéne

t
X, :/ V, (Y, du, t>0.
0

On note P, . la loi du couple (X,Y’) lorsquil part de (z,y) € R?, avec la convention
P =TP(,). Le couple (X,Y) est Markovien et satisfait la propriété de scaling : pour tout
k>0,

(Xkts Yie), 1 >0) (o9 ((k”%Xt, k2Yy), t > 0) ,
Définissons pour b € R le temps d’arrét
Ty = inf{t > 0, X; = b}.

La démarche que nous avons appliquée dans la section 1.1 pour calculer ’exposant de
persistance de 'intégrale d’un processus de Lévy stable peut s’appliquer, dans les grandes
lignes, au cas des processus de Bessel biaisés. Une difficulté néanmoins vient du fait que
I’on ne dispose pas de la loi de la variable aléatoire X, donc que ’on ne peut pas utiliser
telle quelle 'équation (I.3) pour obtenir la transformée de Mellin de Y7,. Le probléeme
peut étre néanmoins contourné en utilisant le fait que Y est & trajectoires continues, et
en regardant un temps d’arrét légérement plus grand, a savoir :

Cb = inf{t >0, X;>betY; = O} (19)

La propriété de Markov, couplée au scaling, permet d’obtenir la transformée de Mellin
de Y7, en fonction de celle de X, —b. On obtient pour (z,y) € {z <bety e R}U{x =
bety<0}:

244\ T .
By (Y] = < :g) o (V)s )E(x,y) (Xg—v7],  se@-1,8),

v —

24y
(I.10)
ou l'on a posé :
1 i 2—9
B = —Arctan ( Vl_im (vm) ) et v= 5T (I.11)
™ ¥ 1) + cos (v) +

Le probléme se rameéne donc a étudier la variable X¢, — b.

I[.2.1 Calcul de ’exposant de persistance

Notre objectif & présent est donc de réussir a calculer le membre de droite de (I1.10).

En utilisant le propriété de Markov et le scaling, on peut écrire pour r G]%, 1]

—+00
/0 E(;p,y) [(tlJr%Xl — b);rl{ylgo}] dt
T e 1+2 ¥ \—r
= Eey [(Xg — 075 7] /0 E[(1+uM 3R 15| du (112)

ott le couple (X,Y) a méme loi que (X,Y). En définissant
oo = inf{t > 0, Y; = 0}
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[.2. Fonctionnelles additives homogénes d’un processus de Bessel biaisé

et en décomposant les intégrales de (1.12) suivant le signe de )?1, on obtient alors l'ex-
pression :

: 27 s
o (75 ) ey [(0— Xo)3 ]

E (g (X, — )] = — ( ”>
SlIl(

2m M_ . +Ezy) [(Xao - b)iﬂ
24y 7TS) - sin(7s)

ol les moments M, et M_ sont donnés par :

2 2
M, =E [Xl o 1{X1>0,Y1<0}] et M_=E [‘Xl‘ 2y 1{X1<0,Y1§0}} :

La variable aléatoire X, étant distribuée comme l'inverse d’une loi gamma (voir par
exemple [C15]), il nous reste donc a calculer le ratio M_ /M, . Bien que I'on ne dispose
pas de la loi jointe du couple (X1,Y1), le calcul de ces moments trés spécifiques est
néanmoins possible. En effet, on peut remarquer que

__2 __2
2Ma = E [|1X1] 775 Ly, <op | £ E [sgn(X0)|Xa| 7 1y <o)

de sorte qu’en définissant I'intégrale

+oo .
T= / E (e X1y, 0] dt (1.13)
0

on observe alors que

2 2 s _.2
Re (V) =55 T <2+7> - <2 T 7) B 157 10

2 2 T _ 2
_ (= Vsin (T E[snX X, 71 }
2+ (24—7) (2-1-7) gn(X1)| Xy {vi<o}

Le calcul de T peut étre alors effectué grace a une adaptation de la formule de Feynman-
Kac (la clé étant 'absence d’exponentielle devant 'espérance dans (1.13), ce qui permet
de résoudre explicitement I’équation différentielle associée), et on obtient

sin (7/3)
s (n(B — 5))

La preuve de la formule de Feynman-Kac dans ce cas particulier repose sur ’application
de la formule d’It6-Tanaka symétrisée (voir par exemple Lejay [Lej06, Section 5.1]), et
nécessite donc que le processus concerné soit une semimartingale, ce qui nous restreint
au cas 0 € [1,2[. En procédant ensuite comme dans la section 1.1, on arrive alors au
théoréme suivant :

Jm(T) =

E(ay) (X, — 1)) = Bag) [0 = Xo0)3] +Er g [(Xo — )]

Théoréme 1.8. Supposons que {x < b ety € R} ou {x =b ety < 0}. Alors, il existe
une constante k > 0 indépendante de (x,y) telle que

Pz (Ty > t) ~ kh(b—z,y) tfe, t — 400,

o 0 = 24’%5 et la fonction h est définie par

20

Eo.y) [(w - Xoo)iﬂ] sizx>0
0 st x < 0.

h(z,y) = (I.14)

Notons que, dans le cas du mouvement brownien, cette représentation de h sous forme
d’espérance apparait déja dans [IK00].
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1.2.2 Temps de sortie d’un intervalle

Les calculs précédents peuvent s’adapter au cas d’un intervalle [a,b] avec a < b.
Définissons
Top = inf{t > 0, X; ¢ [a,b]}.

L’étude du temps de sortie d’un intervalle pour les fonctionnelles homogénes additives
du mouvement brownien a été effectuée par Lachal [Lac00, Lac06]. L’approche utilisée
dans [Lac00| méle a la fois théorie des excursions et formule de Feynman-Kac, et permet
d’obtenir la loi de Bt lorsque By = 0, ainsi que des estimées sur les moments de Tg;. Le
cas By # 0 est par la suite traité dans [Lac06], o 'auteur réussit a calculer explicitement
la loi de B, lorsque X = a ou b. Toutes les densités obtenues sont assez compliquées
et font intervenir diverses fonctions spéciales ; néanmoins I’auteur observe également une
formule relativement simple pour une transformée de Laplace modifi¢ce de Br,, lorsque
a<z<b:

_ABIH? sin(7f3) I'(v) (AA(b —a) 4+ 1)V 8
E B Tap 1 =
(2.0) | PTa® " M B, >0} T (@—a)pBb-u)P Nb-z)+1
(I.15)
ot l'on a posé A = % Cette formule est en fait la clé des calculs qui suivent, et nous

en proposons une interprétation probabiliste ci-dessous (1.17). Notons finalement que la
queue de la fonction de survie de T, a été étudiée par Lachal & Simon [LS10] qui ont
prouvé I'existence d’une constante positive IC finie et non nulle telle que
lim ¢ n (P(T,, > 1)) = —K.
Jm 7 n (P(Top > 1))

Afin d’étendre les résultats de Lachal aux processus de Bessel biaisés, définissons pour
a<b:

(a:inf{t>O,Xt<aeth:0}, (b:inf{t>O,Xt>betY}:O}

et
Cab = Ca NG =inf{t > 0, X; ¢ [a,b] et Y; = 0}.

Comme précédemment, au lieu d’étudier directement Y7, ,, nous allons dans un premier
temps nous concentrer sur X, . En particulier, en procédant comme pour (I.12), on
obtient le systéme d’équations

sin(r(8 = 5))

sn(rg) O [(b - X¢,)° 1{X<ab<0}} —(b—a)°

E |:(XCab —b)° 1{Xgab>o}]
et

B (0 Xe) x5

+E |:(X€ab — CL)S 1{Xcab>0}] = (.fl:' — a/)87
(1.16)

sin(ma)

ou (3 est donné par (I.11), et par symétrie,

1 .
o = —Arctan < — lf;n (vr) ) .
™ ¢V + cos (vm)

On peut remarquer que la dépendance du systéme (1.16) en les parameétres initiaux d, 7, v
et ¢ n’apparait qu’au travers de « et 8. L’unique solution est alors donnée pour z > 0
par :

sin(7B) (z — a)®(b —z)8 2z B

P Xe, —bedz) =
([L’,O)( Cab 6 Z) T b— €T + z (b — CL"— Z)a
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[.2. Fonctionnelles additives homogénes d’un processus de Bessel biaisé

et
sin(ma) (z — a)*(b — z)? z7®

7T r—a+z (b—a+2z)8
Ce résultat permet par exemple de calculer la probabilité que X atteigne 'une des bornes
avant I'autre. En effet, en observant que

Py (a— X, €dz) = dz.

P(a,0) (Xeap > b) = Poo) (Th < Ta)
on obtient alors le théoréme suivant.
Théoréme 1.9. La probabilité que X atteigne le niveau b avant le niveau a est donnée

par
B I'(v) r—a\” a l-8 z—a
]P)(z’o)(Tb<Ta)_F(l—|—Oé)F(ﬁ) <b—a) 2F1|: 1+ a ab_a:|'

ot o Fy désigne la fonction hypergéométrique usuelle définie par :

zﬂ{“ﬂ4::§:W%@%y,

>0 (e)n

La propriété de Markov permet alors de remonter a la loi de Y7, au travers de la formule

P(x,o) (XCab —be dz) = E(I,O) []P)(O’YTab) (Xao c dZ) 1{YTab>0}:|

Z*I/*l Y,Z%—i-'y

2-5 :
= WE(z,o) Yr Cexp (— A; ) l{yTab>0}] dz (1.17)
ou l'on rappelle que A = M Cette transformée de Laplace modifiée de Y7, est

analogue a la formule (I.15) observée par Lachal dans [Lac06]. Son inversion permet
ainsi d’obtenir la densité de Y7 ,.

Théoréme I.10. Supposons que a < x < b. La densité de probabilité de la variable
aléatoire Yr,, s’écrit :

( n r—a\® yte(y+2)+i-1 1+2
+<b—a) (b—2)'-7 eXp(‘A(b—@)
a (r —a)z7? ‘
F .
X1 l[l—l—a’A(b—:p)(b—a) stz > 0,
P(w,(]) (YTab S dZ)/dZ =
b b—z\” [z HBO+2)+-1 c|z|7+2
‘(b—a) (e —a)— exP(‘A@—a))
B b=+ :
\ X”“L+ﬁnux—@w—a) wesh

ot les constantes Dy et D_ sont données par

I'(v) sin(nf) 2—0

D, =
TT AP av T(1+4a)

c\l-asin(ra) 2-9§
Z) . I'(1+p8)

et 1 I désigne la fonction hypergéométrique confluente de Kummer définie par :

ol = g

n>0

et D_=T(v) (

Les expressions lorsque y # 0 peuvent ensuite étre obtenues grace a la propriété de
Markov, en utilisant le fait que le processus Y est a trajectoires p.s. continues.
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Chapitre 11

Pénalisations

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats issus des publications :

[1] C. Profeta. Penalization of a positively recurrent diffusion by an exponential
function of its local time. Publ. Res. Inst. Math. Sci., Vol. 46 (4) :681-718,
2010.

[2] C. Profeta. Penalizing null recurrent diffusions. Electron. J. Probab. 17, no.
69, 1-23, 2012.

[5] C. Profeta. Some limiting laws associated with the integrated Brownian mo-
tion. ESAIM : P&S, Vol. 19, 148-171, 2015.

[11] C. Profeta, K. Yano and Y. Yano. Local time penalizations with various
clocks for one-dimensional diffusions. J. Math. Soc. Japan., Vol. 71, Number
1, 203-233, 2019.

Le principe de la pénalisation est d’essayer de modifier certaines propriétés impor-
tantes des trajectoires d’un processus en essayant de lui imposer, par une forme de
conditionnement, un comportement qui ne lui est pas naturel. L’exemple le plus clas-
sique de pénalisation est probablement la construction de ponts de processus, c¢’est-a-dire
le conditionnement d’un processus aléatoire & se trouver en un point précis & un instant
précis, ce qui est généralement contre nature.

En pratique, la démarche consiste & mettre un poids sur la loi du processus afin de
favoriser les trajectoires que I’on souhaite, puis de passer a la limite. Mathématiquement,
on considére donc un processus (X, ¢ > 0) défini sur un espace de probabilité filtré
(Q, Foo, (Ft)t>0,P) et on dit qu'un processus a valeurs positives (I'y,t > 0) satisfait le
principe de pénalisation s'il existe une mesure de probabilité Q) définie sur (Q, Foo)
telle que :

Yu > 0, YA, € F,, i BT

— o
t—too  E[[Y] = Q7 (Aw)-

Dans la majorité des cas classiques, la mesure QW) est absolument continue par rapport
a IP sur toutes les tribus F,, pour u > 0 fini, mais est singuliére par rapport a P sur F.

Ce type de probléme a été trés largement étudié par Roynette, Vallois & Yor dans
le cadre du mouvement brownien (ou plus généralement des processus de Bessel) au
cours d’'une série d’articles, numérotés de I a IX : [RVY06¢c, RVY06a, RVY05, RVY07,
RVY08, RVY09b, RVY09a, RY08, RY10]. Par la suite, Najnudel, Roynette & Yor ont
réussi & obtenir dans [NRY09| un cadre unifié pour toute une partie des pénalisations
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Chapitre II. Pénalisations

browniennes via la construction d’une mesure o-finie WW étroitement liée aux derniers
temps de passage. Différentes généralisations de WV ont ensuite été proposées par Najnu-
del & Nikeghbali [NN10, NN13| en lien avec une famille remarquable de sous-martingales.

Entre temps, d’autres travaux ont suivi pour différentes familles de processus : citons
entre autres les marches aléatoires et les chaines de Markov [Deb09, Deb12, NRY09], les
processus de Lévy a-stable [YYY09], certaines diffusions linéaires [SV09]... Dans tous
ces travaux, les auteurs observent des phénomeénes assez similaires & ceux obtenus pour
le mouvement brownien. Nous verrons que cela est essentiellement dii au fait que les
processus étudiés sont Markoviens récurrents nuls.

Plan du chapitre

Nos travaux sur ce sujet se sont donc orientés dans trois directions.

1. Nous avons tout d’abord obtenu différents théorémes de pénalisation lorsque X
est une diffusion linéaire récurrente & valeurs positives. Il s’avére que dans ce cas,
les résultats ne sont pas les mémes suivant que X est récurrente nulle (comme le
mouvement brownien ou les processus de Bessel) ou récurrente positive.

2. Les résultats précédents reposent tous sur une hypothése de décroissance polyno-
miale de la résolvante de X. Pour éliminer cette hypothése, nous nous sommes
alors intéressés avec K. Yano et Y. Yano & des pénalisations via des horloges aléa-
toires. L’ajout d'un aléa supplémentaire nous ainsi permis d’obtenir des résultats
universels, ne demandant que trés peu d’hypothéses, et valables a la fois pour des
diffusions récurrentes nulles et récurrentes positives.

3. Enfin, nous avons étudié des pénalisations d’un exemple de processus non-Markovien,
a savoir I'intégrale du mouvement brownien. A une exception prés, les phénomeénes
que 'on observe dans ce cas sont globalement similaires au cas du mouvement
brownien classique.

II1.1 Diffusions linéaires récurrentes

Commencons par fixer quelques notations. Soit £ €]0, +00]. On se donne une diffusion

linéaire X & valeurs dans I = [0,¢) avec 0 une frontiére instantanément réfléchissante.
On note P, sa loi lorsque Xy = z et (F;, t > 0) sa filtration naturelle, avec Foo 1= \/ Fy.
t>0

Pour caractériser X, on suppose que sa fonction d’échelle s est nulle en 0, que sa mesure
de vitesse m(dz) = m(x)dz est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,
et on note ¢(¢; x,y) sa densité de transition par rapport & m de sorte que

P, (X: € dy) = q(t; x, y)m(dy).

Pour a € I, on définit le temps local de X au niveau a par la formule :

1 t
LY . =lim —— 1 Xs)d
t &}Jl})l m([a,a+6[)/0 [a,a+€[( ) s

ainsi que (7;%,1 > 0) son inverse continu a droite
= inf{t > 0, L} > l}.

Lorsque Xy = a, le processus (7;*,1 > 0) est un subordinateur, et nous noterons v(@) sa
mesure de Lévy, avec la convention que v = /(9.
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II.1. Diffusions linéaires récurrentes

I1.1.1 Le cas récurrent nul

Nous supposerons dans cette section que £ = +oco est une barriére naturelle et que X
est récurrente nulle, c’est-a-dire que m([0, +o00[) = +o00. L’origine de ce travail provient
d’un article de Salminen & Vallois [SV09], qui ont montré que le principe de pénalisation
était satisfait pour des fonctionnelles de la forme (T'y = f(L?),t > 0) avec f une fonction
positive, décroissante et a support compact dés lors que la mesure de Lévy v restreinte
a l'intervalle [1, +o00] était sous-exponentielle. Rappelons qu’une mesure p est dite sous-
exponentielle (u appartient a la classe S) si, pour tout t > 0,

(ool
t—+o0 p([t, +00[)

ot p*? désigne la convolution de ;o avec elle-méme. Les principaux exemples de mesures
sous-exponentielles sont données par les mesures dont la queue est & variations réguliéres,

c’est-a-dire : )
n
pllt+ooD) o~ LS

ou B > 0 et n est une fonction a variations lentes. Lorsque 5 €]0, 1[, nous dirons qu’'une
telle mesure appartient a la classe R. Enfin remarquons également qu'une mesure sous-
exponentielle satisfait toujours a la propriété

vreR, lim MEFZAol)
t—+oo  pu([t, +00])

En notant £ ’ensemble de telles mesures, nous obtenons ainsi la série d’inclusions :
RcScCL

Nous avons donc regardé quels types de pénalisations nous pouvions obtenir en re-
laxant ou en durcissant la condition de Salminen & Vallois. Lorsque I’on souhaite prouver
un théoréme de pénalisation, la premiére étape consiste toujours a étudier I'asymptotique
de E,[I';] lorsque t — 4o00. Nous avons ainsi pu obtenir dans [2] le résultat suivant :

Lemme II.1. Soit F' une fonctionnelle positive (F;)-adaptée telle que pour tout x > 0

“+oo
0 <E, [/ FudeL} < 400
0

et soit g((lt) = sup{s < t, X; = a}. Supposons que

t
a) soit v appartient a la classe L, et Ty = / Fg(s) ds,
0 a

b) soit v appartient a la classe R et Ty = Fg(t) avec F' décroissante.

Alors, on a lasymptotique

ot oo

B(o) = ElRs(o) ~ @) + B, | [ L]
et .
/0 v([s,+ool)ds  dans le cas (a),
v([t,4+o0]) dans le cas (b).

n(t) =
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Chapitre II. Pénalisations

Le point important ici est que la vitesse de décroissance n ne dépend ni de la fonc-
tionnelle F', ni du point de départ x. En appliquant le propriété de Markov, on aboutit
alors au théoréme de pénalisation suivant :

Théoréme I1.2. On se place sous les hypothéses du lemme I1.1.

Le principe de pénalisation est satisfait par la fonctionnelle (I'y,t > 0), i.e. il existe une
mesure de probabilité Qch) sur (Q, Fxo), qui est la méme dans les deux cas a) et b), telle
que

Vu >0, VA, € Fy, lim Eq [14,T4]
totoo  E, [T

= QgF) (Au)
Par ailleurs,
1. La mesure Q;F) est faiblement absolument continue par rapport a P, :

(F) _ M(F)

ot la martingale (M(F'),t > 0) est donnée par :

—+o00

Mt(F) = Fgét)(S(Xt) — S(G))+ + Eg} |: FudLZ’ft:| .

t
2. Définissons gq := sup{s > 0, Xy = a}. Alors, sous Qg;F) :
i) ga est fini p.s.,
ii) conditionnellement & gq, les processus (Xy,u < gq) et (Xg,4u,u > 0) sont
indépendants,

i) le processus (Xg,4+u,u > 0) est transient, tend vers 400 et sa loi ne dépend
pas du choix de la fonctionnelle F.

En procédant comme dans [NRY09|, on peut alors montrer que Q(zF) admet la représen-
tation intégrale :

1 +oo

Q) = —— </ du q(u; z,a) Fy P54 o P14 (s(z) — s(a)) 4 Fy Pl“)
®(x) \Jo

ou P**® désigne la loi du pont de X de longueur u, entre x et a, P!® la loi de X partant

de z > a et conditionné a ne pas toucher a, et enfin o désigne 'opérateur de concaténa-

tion des trajectoires au sens de Biane & Yor [BYS87].

L’intuition derriére ce résultat est la suivante : si on regarde simplement notre diffu-

sion initiale X sur le segment [0, t], alors d’aprés Salminen [Sal97| (ou bien Millar [Mil77]
pour un cas plus général), conditionnellement a gat , les deux processus (X, u < g,(lt)) et
(

(Xg(t> LU St— gat)) sont indépendants, le premier se comportant comme un pont et le

deuxiéme comme X conditionné & ne pas toucher a. En laissant tendre ¢ vers I'infini, on
construit alors un processus qui satisfait au méme découpage, mais sur [0, +oo[.

Pour obtenir ce résultat, la principale difficulté est en fait de prouver le lemme II.1,
c’est-a-dire d’étudier I'asymptotique de E, [I';] lorsque ¢ — +oc0. En s’appuyant sur la
décomposition des trajectoires présentée ci-dessus, on peut écrire pour A > 0 :
1~ E, [e 0]

oo — At
/0 eVE, [F | dt =E, [F)] -

+oo oo
i / e_At]P)x’t’a(Ft)q(t; x, a)dt/ e_/\ty(a)([t’ —|—oo[)dt.
0 0
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II.1. Diffusions linéaires récurrentes

s

2.5

~
T

FIcURE II.1 — Exemple d’une trajectoire d’'un processus pénalisé lorsque a = 0.

On observe donc que I'asymptotique recherchée est liée a celles de P, (T, > t) et de
V(“)([t, +oo[). On montre alors, grace aux hypothéses, que ces deux asymptotiques sont
globalement du méme ordre de grandeur que v([t,+oo[). Dans le cas (a), le résultat
s’obtient ensuite directement grace & un théoréme Taubérien, tandis que dans le cas (b),
il faut estimer les produits de convolution "& la main" et utiliser le fait que ’on travaille
avec une mesure de Lévy.

I1.1.2 Le cas récurrent positif

On considére & présent une diffusion linéaire récurrente X réfléchie sur I = [0, /]
avec { < +o00. On suppose que X est a échelle naturelle (c’est-a-dire s(z) = x) et que
m([0,¢]) < 400 de sorte que X est récurrente positive. Dans [1], nous avons étudié la

+alf
e t

pénalisation de X par la fonctionnelle I' = ,t >0) ot a > 0. Pour faire le lien

avec la section précédente, nous nous limiterons a regarder le cas ot I' est décroissante,
c’est-a-dire que nous allons chercher & diminuer le temps que passe X au voisinage de 0.
Pour A > 0, on note u) le noyau résolvant de X :

u)\(x,y):/o e Mq(t; z, y)dt. (IL.1)

Cette fonction admet une extension méromorphe dans C et on dénote par r la plus petite
solution positive de I’équation awu_,2(0,0) = —1. Le résultat que nous avons obtenu dans
ce cas est le suivant.

Théoréme I1.3. Supposons qu’il existe 3 > 0 et € > 0 tels que pour z € C avec
—r —e <Re(z) <0, on ait :

1
0,00 = Of—=).
us )|z|++oo <|2|5>

Alors :
1. On a Uasymptotique

1
E, {e_aL?] ~ = u_r2(0,7) exp(—r?t). (I1.2)

t—+o0 12 %uz(o, O)‘Z:ir2
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2. Il existe une mesure Q;(E_a) définie sur (2, Foo) telle que

E, {1/\36_&%)}
Vs >0, VA; € Fs, lim ———=—= =
totoo [e—aL?:|

ot la martingale M%) s’écrit :

u_,2(0, Xs)

() .— 24 _ Zmr2\Py 2s)
M = oxp (s — aLs) u_,2(0,z)

s

s> 0.

3. Sous nga), le processus pénalisé X (=% reste une diffusion linéaire récurrente posi-
tive réfléchie sur [0, €] dont la fonction d’échelle et la mesure de vitesse sont données
par

—a _ * u77'2(070) 2 —a _U,T2(O,l')
st )(l‘)—/o (u_rz((),y)> dy et m! )(;U)—iu_ﬂ(o’o)m(x).

Ce théoréme présente deux différences fondamentales par rapport au cas récurrent nul.

i) En premier lieu, dans asymptotique (II.2), la vitesse de décroissance dépend du
choix du poids I', c’est-a-dire ici de a. Ce n’était évidemment pas le cas dans le
lemme II.1 o la fonction 7 était indépendante de F.

i) En second lieu, on déduit du point 3. que Q(=*)(LY, = 400) = 1, ce qui signifie que
dans ce cas, la pénalisation par une exponentielle décroissante n’est pas suffisante
pour rendre le processus transient. Néanmoins, on peut tout de méme se convaincre
que le temps local a été réduit en un certain sens. En effet, les processus X et
X (=) gtant des diffusions linéaires récurrentes positives, ils convergent tout deux

)

en loi vers des variables aléatoires X, et Xég %) On peut alors montrer que pour &

suffisamment petit,
Q- (nga> < a) < P(Xoo < €)

ce qui signifie heuristiquement que le processus pénalisé passe bien moins de temps
au voisinage de 0 que le processus initial.

La preuve de ce résultat est, dans 1’esprit, similaire & celles du cas récurrent nul. Pour
calculer 'asymptotique de E, {6—04L§} lorsque t — 400, on écrit pour A > 0 grace au

théoréme de Fubini :

—+00
At oL 1 auy(z,0)
E [ t] dt=—-11—- ——*"— 11.3
/0 ‘ = | A ( auy(0,0) +1 (I.3)
ce qui raméne le probléme a I’étude de la résolvante de X. L’idée est ensuite de prolonger

analytiquement cette relation pour A € C puis d’appliquer le théoréme des résidus sur
un contour bien choisi.

I1.2 Etude sous différentes horloges

Dans un souci d’universalité, les résultats que nous avons obtenus précédemment ont
deux inconvénients :

- Ils reposent tous deux sur une hypothése de décroissance plus ou moins polynomiale
de la résolvante, ou de maniére équivalente de la mesure de Lévy de l'inverse du temps
local.
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11.2. Etude sous différentes horloges

- Ces résultats différent fondamentalement suivant que I'on regarde une diffusion récur-
rente nulle ou récurrente positive.

Les pénalisations que nous avons regardées précédemment étaient toutes basées sur un
temps t déterministe que l'on laissait tendre vers 4oco. Nous allons regarder ici des
pénalisations & 'aide de différentes horloges, c’est-a-dire de suites de temps aléatoires
convergeant p.s. vers U'infini. Cette idée apparait déja dans les travaux de Knight [Kni69|
sur les processus tabous, ou plus récemment dans Yano & Yano [YY15| dans I’étude de
différents conditionnements possibles d’une diffusion & ne pas toucher 0. Nous présentons
ci-dessous des résultats simplifiés de pénalisation pour différentes horloges.

I1.2.1 Pénalisations par le temps local

Nous considérons toujours une diffusion linéaire définie sur I = [0,¢) avec 0 une
frontiére instantanément réfléchissante, et ¢ €]0, +oc]. On suppose & nouveau que X
est a échelle naturelle, et pour simplifier, nous énoncerons nos résultats dans le cas ol
Xo = 0. Posons

T = —— et ho(z) = x — 770/ m(y)dy.
0

Notre objectif & présent est d’obtenir, pour certaines suites de temps d’arrét (n,,r > 0)
tendant vers +oo p.s. , Uexistence d’une mesure QU telle que

E[15, f(LY
Yu>0, YA, € F,,  lim M
T—too ]E [f(Lnr)]

= Q" (Aw).
Moralement, le probléme consiste donc a étudier la famille de martingales (N, r > 0)
définies par :

N =E[f(Ly )| F], t=>0.

La preuve des théorémes qui suivent se découpe a chaque fois en trois temps : on calcule
tout d’abord I’asymptotique de E [ f (L?hl)] lorsque r — 400, puis on étudie la conver-
gence p.s. de la famille (N”) en utilisant la bonne renormalisation, pour enfin établir
sa convergence L'. Nous présentons ici quatre exemples de pénalisations par différentes
horloges, puis nous proposons une étude comparative des mesures pénalisées obtenues.

Horloge exponentielle

Commengons par regarder le cas le plus simple, a savoir celui d’une horloge expo-
nentielle (ey = e/A, A > 0) ol e est une variable aléatoire exponentielle de paramétre 1,
indépendante de X. Il est bien connu que nombre de résultats en probabilité se simplifient
lorsqu’on les regarde au travers d’une horloge exponentielle.

Théoréme I1.4. Soit f une fonction positive d’intégrale égale & 1 sur R™. Il existe une
mesure QUho:1) définie sur (Q, Fao) telle que

E [1a,f(L2))]

Yu >0, VA, € F,, lim
M0 E [f(Lgk)]

= QoA =E [MZZO’flAu}
ot la P-martingale M0/ est définie par

+o0 t
M7 = ho(Xy) f(Le) + /0 f(Le+r)dr + 770/O f(Ly)dr, t>0. (I1.4)
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Il est intéressant de noter que ce résultat ne présuppose aucune condition sur le compor-
tement de la diffusion, ni sur la frontiére £. La preuve repose sur une généralisation de
la formule (I1.3) que 'on démontre grace a la théorie des excursions :

Bl7 (L) = 50) (1= 200 o D [ 006 i)

Horloge a partir des temps d’atteintes

Choisissons & présent comme horloge T, = inf{t > 0, X; = a} le premier temps
d’atteinte du niveau a € I par X. On suppose dans ce cas que £ est une barriére naturelle,
afin que

lim 7T, = 400 P —p.s.

atl
Théoréme I1.5. Soit f une fonction positive d’intégrale égale ¢ 1 sur R™. Il existe une
mesure Q) définie sur (Q, Fo) telle que
E [1a,f(LY,)]
Vu >0, VA, € Fy, lim 2w Tl (s (A = & [M57f1 ]
- u u G,TZ ]E [f(L%a)] Q ( u) u Au

ou M*57 est la P-martingale définie par
+oo
M = X, f(Lo) + / F(Le+r)dr,  t>0, (IL6)
0

Remarquons ici que si mp = 0, alors hg(z) = s(x) = = et les deux mesures Q(0:f) et
Q) sont alors égales. C'est en particulier le cas pour le mouvement brownien, ou plus
généralement pour les processus de Bessel de dimension ¢ €]0,2[. Par contre, dés lors
que g > 0, c’est-a-dire que X est récurrente positive, nous obtenons deux martingales
Mhof et M7 différentes, que l’on peut voir comme deux généralisations possibles des
martingales d’Azéma-Yor.

La premiére partie de la preuve de ce résultat s’obtient en appliquant la formule
précédente (I1.5) au processus (X¢a7,, ¢ > 0). En laissant tendre A\ vers 0, on obtient
alors pour x < a :

) = 2 (o0 (1-2) [T e gan).

Horloge a partir de I’inverse du temps local

Choisissons ici comme horloge (7,a € I) pour un certain v > 0 fixé. A nouveau,
pour s’assurer que

lim 7} = 400 P — p.s.
atl

nous supposerons que X est récurrente et £ est, soit une frontiére naturelle, soit une
frontiére entrante.

Théoréme 11.6. Soit f une fonction positive d’intégrale égale a 1 sur RT. On a

E [1Atf(ng)}
VtE>0, VA € F, lim—————

M E [£(29)] -aee =E i

ot la mesure Q) et la martingale M>¥ sont définies dans le théoreme IL.5.
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11.2. Etude sous différentes horloges

Notons que bien que I'on retrouve la méme mesure pénalisée que dans le théoréme II.5,
les preuves des deux théorémes sont assez différentes. On peut toutefois observer que ’on

(loi)

., . ol ~p s . c ey
a l'égalité en loi 7 =" T, + 7} ou 7, est 'inverse du temps local d’une copie indépen-
dante de X issue de a, mais ce résultat & lui seul ne permet pas de passer d’un théoréme
a l'autre.

L’idée ici est de montrer que lorsque Xy = a, le processus (LY%, u > 0) est un
u
processus de Poisson composé dont la transformée de Laplace est donnée par

E, [e‘*%} — ¢ T, (IL.7)

Cette transformée de Laplace peut s’inverser explicitement, ce qui permet d’obtenir la
loi de L;a a l'aide de fonctions de Bessel modifiées.

Concluons finalement cette section en choisissant pour horloge (7, u > 0) avec cette
fois a € I fixé. On suppose toujours que X est récurrente et que £ est, soit une frontiére
naturelle, soit une frontiére entrante. Par contre, nous allons nous restreindre au cas ou
f(u) = Be~P" est une fonction exponentielle avec > 0, pour laquelle on dispose de la
transformée de Laplace (I1.7).

Théoréme I1.7. Il existe une mesure Q¥ définie sur (Q, Fuoo) telle que

_BLOG,
E [1At€ Tu]
Vi >0, VA; € F¢, lim

ou la P-martingale MP® est définie par :

MP = (s na ey (<514 Lo nr) ez

Dans le cas du mouvement brownien, ce type de martingale faisant intervenir plu-
sieurs temps locaux a été étudié par Roynette, Vallois & Yor [RVY06b]| dans le cadre des
pénalisations de type Feynman-Kac, puis généralisé dans [RY 10| pour des fonctionnelles
additives.

11.2.2 Comparaison entre les mesures pénalisées

L’objectif des pénalisations présentées ci-dessus était de limiter le temps que passe la
diffusion au voisinage de 0. Afin de comparer les efficacités de ces différentes pénalisations,
on peut s’intéresser plus précisément & la variable aléatoire L2, qui rappelons-le est p.s.
infinie sous P. En appliquant le théoréme d’arrét de Doob a nos trois martingales M5,
Mho-f et MP@ on obtient alors trois situations différentes :

i) Q%/ est une pénalisation forte : Q*f (LY, < 4+00) = 1 dans tous les cas.

ii) QMf est une pénalisation intermédiaire :

Qh(),f(Lgo <4o0)=1 simg=0,
Qrof (LY, < +00) =0 simy > 0.

iii) Q% est une pénalisation faible : Q%¢(LY, < +00) = 0 dans tous les cas.

Notons que lorsque L2, < 4oc sous I'une des mesures pénalisées, la loi de L2, est toujours
absolument continue de densité f.
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Chapitre II. Pénalisations

II.3 L’intégrale du mouvement brownien

Pour conclure ce chapitre sur les pénalisations, nous allons & présent nous concentrer
sur le cas de l'intégrale du mouvement brownien :

t
Xt:/ Budu,  t>0,
0

ou B est un mouvement brownien standard. On note comme précédemment P, . la loi
du couple (X, B) lorsque (Xo, By) = (x,y), et on pose

Py (Xt € du, By € dv) = pi(,y; u,v) dudv.

Les lois de nombreuses fonctionnelles du couple (X, B) ont été calculées par Lachal :
citons entre autres les temps d’atteinte successifs [Lac97|, les derniers temps de pas-
sage |Lac94], la loi des excursions [Lac03|, I'’étude des temps de sortie d’un intervalle
[Lac00, Lac06], ...

Le conditionnement de X a rester positif (en d’autres termes la pénalisation de X par son
premier temps d’atteinte) a été étudiée en détail dans [GJW99]. Nous nous proposons
ici de commencer par regarder la pénalisation de X par son n®™® temps de passage.

I1.3.1 Pénalisation par des analogues du temps local

Nous allons, dans un premier temps, essayer de généraliser les résultats de pénalisa-
tion par le temps local obtenus dans la section II.1 au cas de l'intégrale du mouvement
brownien. Définissons pour ce faire les temps de passage successifs

Téo) =0 et Tén) = inf{t > To(nfl), X =0}, n =1

La suite (Tén),n > 0) est en quelque sorte ’analogue de 'inverse du temps local en 0
(79, u > 0) pour les diffusions étudiées précédemment. Fixons un seuil n € N*. Dans le
cas de la valeur absolue du mouvement brownien, le théoréme I1.2 donne avec comme
fonctionnelle F; = %1{722t} = %1{L?§n} le résultat pour tout u > 0 et tout A, € F, :

ey PAn{ma20)) L PA{LY <n)})

= =E[M"1 1.8
t—+o0 P(r0 > t) t—%—&—oo P(L? <n) [M;"14,,] (IL.8)

ot la martingale M dépend explicitement de n et est donnée par

1 n— LY
Mt(n):nl{L?Sn}|Bt|+(nt)—~_7 t>0.

Par analogie, si I’on regarde a présent la pénalisation de I'intégrale du mouvement brow-

nien par I'y = on obtient le résultat suivant.

1

nlirm sy

Théoréme I1.8. Soit x > 0 ety € R.
1. On a Uasymptotique :

n 2/47(1/4) ( 3 \"™ (In(t))" !
P (07 21) 7., ﬁ(n(_/&@) ((,ﬁ)/lhoow) (1L.9)

ot la fonction ho ne dépend pas de n et s’écrit :

400 “+o00
hoo(z,y) = / / W (py(2, y; 0, —w) — pi(, y; 0,w)) dt dw.
0 0

A des facteurs \/2 de renormalisation prés, cette fonction est bien sir la méme que
celle du corollaire 1.2 lorsque o = 2.
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I1.3. L’intégrale du mouvement brownien

2. Pour tout u>0 et Ay € Fy, on a :

Py (Mn{TVzd)
lim 0 =Q, )(Au)
t—4o00 IP;( )(Ton 2 t) Y

x?y

o QV désigne la loi de X conditionné & ne pas toucher 0, et ne dépend donc pas
de n.

3. En particulier ng 2) (To = +o0) = 1.

Par conséquent, la pénalisation par le n®™¢ temps de passage conduit au méme proces-
sus pénalisé que la pénalisation par le premier temps de passage, ce qui est bien sir trés
différent de (I1.8) pour le mouvement brownien (ou plus généralement pour les diffusions
linéaires). Ce phénomeéne vient du fait que les temps d’atteinte successifs de X n’ont pas
la méme asymptotique, a cause des termes logarithmiques dans (I1.9).

La preuve du point 1. repose sur un calcul d’asymptotique grace a la loi explicite
T<n>,Tén)) obtenue par Lachal [Lac97|, tandis que le point 2. repose sur
0
'utilisation de la propriété de Markov pour le couple (X, B).

du couple (B

Notons que 'on peut également adopter un autre point de vue. Si 'on considére
comme analogue du temps local LY le nombre de zéros de X dans l'intervalle [0, ], alors
on peut regarder des pénalisations directement par Ny = #{s < ¢, X; = 0}. On obtient
alors un résultat plus en accord avec le cas Markovien, dans le cas ou I'on choisit un
poids exponentiel.

Théoréme I1.9. Soit A > 0.
1. On a Uasymptotique

_ hx(z,y)
AN AT, Y
E(x,y) |:€ } oo H/\itek (HlO)
ol \
3 e~ 1
9)\ = gAI'CCOS <2> — 5
et la fonction hy est définie sur R? par :
h)x(xa y) = G_AE(.t,y) |:|BT0|20)\:| .
2. 11 existe une mesure Q) définie sur (Q, Fuo) telle que
E(sy) [V 1]
> ' z “I _ oW - (M)
Vu = O’ VAU € ]:u7 tlg»noo ]E(J:,y) [ef)\Nz] Q (AU) E($,y) |:Mu 1Au]

o la martingale MM est donnée par
MM = e MWepy (X, By),  u>0.

Ce résultat peut bien slr étre vu comme une généralisation du cas précédent lorsque
n = 1. En effet, si ’on fait tendre formellement X\ vers 400, on obtient

hoo(x,y)

P(T{V > t) = P(N; = 0) i
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ol O = % et la définition de ho coincide avec celle donnée dans le corollaire 1.2 pour
x>0etyeR.

La preuve de ce résultat repose sur la décomposition
“+o00
E(w,y) |:67)‘Nt} = _]P(:c,y) (T() > t) + (6)\ — 1) Z CiAn]P)(%y) (To(n) > t)
n=1

qui raméne le probléme & étudier les temps de passage successifs de X. Notons que bien
que X soit récurrent nul, on retrouve, en un sens, le méme type de phénomeéne que dans le
théoréme I1.3, c’est-a-dire que la vitesse de décroissance dans I’équivalent (I1.10) dépend
fortement du poids choisi (i.e. ) dépend de A).

11.3.2 Pénalisation par le dernier temps de passage au niveau zéro

Nous présentons dans cette section la pénalisation de 'intégrale du mouvement brow-
nien par le poids <Ft = go(g(()t)),t > 0) ol ¢ est une fonction décroissante a support
compact sur [0, 4o00[ et

g(()t) =sup{s <t, Xy =0}.

Ce type de pénalisation correspond ainsi & celle du théoréme I1.2 en choisissant pour F
une fonction déterministe. Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme I1.10.

i) Il existe une mesure Q“&’y) telle que

Eo |1 ®) -
Vu>0, YA, € Fyy  lim — [ A“(p((io ) = QF, () = W
e E(z.y) {‘P(go )} ’ (w,9) [M(]

ot la martingale M¥? est définie par

My = ¢(g5”) (hoo(Xt, Be)1(x,20} + hoo(—Xt, —Be)1{x,<0})

+oo
+/ \z\?’/Q/ o(t + s)ps(Xy, Bt; 0, 2) dz ds.
R 0

i1) Soit go = sup{u > 0, X,, = 0}. Alors, Q@ W) (go < +00) =1 et conditionnellement
a go et By, :

i) les processus (Xy,u < go) et (Xuqgo, u > 0) sont indépendants,

i) le processus (Xuy4go,u > 0) a la méme loi que l'intégrale du mouvement brow-
nien partant de (0, By,) et conditionnée a rester positive si Bg, > 0, ou condi-
tionnée a rester négative si By, < 0.

La preuve du point 1. de ce théoréme repose sur des calculs explicites & partir de
[Lac94], tandis que le point 2. repose sur la formule d’élargissement progressif de fil-
tration, telle que présentée par exemple dans [MY06]. Notons que ce théoréme rappelle
cette fois fortement celui obtenu dans le cas classique du mouvement brownien. Nous
étudions également dans [5] la pénalisation de X par son suprémum : comme pour g(()t),
les résultats sont dans ce cas sans surprise par rapport au cas brownien.
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Chapitre III

Valeurs extrémes

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats issus des publications :

[9] C. Profeta. A remark on positive sojourn times of symmetric processes. J.
Appl. Prob., Vol. 55, 69-81, 2018.

[10] C. Profeta. On the supremum of products of symmetric stable processes.
Electron. Commun. Probab., Vol. 23, paper no. 97, 2018.

[13] C. Profeta and T. Simon. Cramér’s estimate for stable processes with power
drift. Electron. J. Probab., Vol. 24, paper no. 17, 2019.

Nous allons nous intéresser & présent aux valeurs extrémes d’un processus. Si X est
un processus réel défini sur un intervalle I, nous aimerions estimer la quantité

P <sup Xt > ZL‘) , xr — +00. (IIL.1)
tel

Ce type d’étude est par exemple lié au probléme de ruine pour une compagnie d’assu-

rance. Le modé¢le initial, dit de Cramér—Lundberg, propose une décomposition de X sous

la forme :

Ny
thzgi_Ctv t207
i=1

ol c¢ est une constante strictement positive, N est un processus de Poisson et les va-
riables aléatoires (§;,i € N*) sont i.i.d. et positives. Le premier terme représente les
arrivées (ponctuelles) de sinistres, tandis que le deuxiéme représente la prime pergue
par 'assureur. Celui-ci doit donc s’assurer que la différence X soit toujours inférieure
au montant de ses réserves x. De trés nombreuses généralisations ont été proposées, par
exemple lorsque 1’on modélise les arrivées de sinistres par un processus de Lévy [KKMO04],
ou bien que l'on ajoute le paiement de dividendes ou de taxes [Kypl4, Chapitre 10].

Plan du chapitre

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier 'asymptotique (III.1) pour deux familles
de processus.

1. Nous commencerons par considérer le cas ot I = [0, +oo[ et X s’écrit comme la
différence d’un processus de Lévy a-stable et d’une fonction puissance t — t7 avec
~va > 1. La difficulté vient ici du fait que lorsque v # 1, le processus X n’est plus
un processus de Lévy, et 'on ne peut donc plus utiliser les résultats de la théorie
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des fluctuations. Nous présenterons également des résultats similaires lorsque 1’'on
remplace le processus de Lévy stable par son intégrale fractionnaire.

2. Dans un second temps, nous étudierons 'asymptotique (II1.1) lorsque I = [0, 1] et
X est un produit de processus symétriques stables. Nous regarderons également la
queue basse, & savoir I’asymptotique

P(supths), e — 0,
tel

qui s’avére beaucoup plus difficile & obtenir.

3. Enfin, nous nous autoriserons une petite digression sur les temps de séjours de pro-
duits de processus stables, en proposant d’abord un résultat de convergence général
avant de nous focaliser sur le cas d’un produit de deux mouvements browniens.

IT11.1 Estimées de Cramér

II1.1.1 Processus de Lévy stables

Nous commengons par étudier le cas d’un processus de Lévy a-stable L perturbé par
une dérive puissance. On suppose ici que le paramétre d’autosimilarité « €]0,2] et que
le paramétre de positivité p €]0, 1]. Notons donc que contrairement au chapitre I, nous
autorisons ici les subordinateurs. Pour v > 1/, on considére la variable aléatoire finie
p.s.

Mg,y = sup{L; —t7}
>0

et 'on s’intéresse dans cette partie au comportement asymptotique
P(Mq,py > ), T — +00.

Essentiellement deux cas ont déja été traités dans la littérature. Tout d’abord, le premier
cas facile & obtenir est celui ot v =1 et p = 1 < 1. En effet, le processus (L; — ¢, t > 0)
est alors un processus de Lévy spectralement négatif, et I'on a ’égalité classique

PMgyi/a1>2) = €7 (I11.2)

Plus généralement, Bertoin & Doney [BD94| ont étudié ce type d’asymptotique lorsque
L admet des moments exponentiels unilatéraux. Leur preuve repose sur 'utilisation des
subordinateurs d’échelle, et est en fait une adaptation de I’approche utilisée par Feller
|[Fel71] pour traiter le cas des marches aléatoires.

Le second cas résolu est le cas brownien, a savoir @« = 2 et 2y > 1. En effet, Hiisler
& Piterbarg [HP99| ont étudié 'asymptotique (III.1) pour des processus gaussiens sa-
tisfaisant une certaine propriété de scaling et des dérives puissances générales. Dans le
cas du mouvement brownien avec dérive parabolique, leur résultat fournit par exemple
I’estimée :

1 4
P (M9 > @) Sl 5P (—3\/3 x3/2> : (111.3)

Cette estimée a été raffinée par [GT11], ot un développement asymptotique & I'infini
complet est obtenu. En fait, dans ce cas, la loi de My /55 a été calculée explicitement
par Groeneboom |[Gro89] et fait intervenir la fonction d’Airy. Nous généralisons ici ces
deux résultats dans le théoréme suivant.
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Théoréme III.1.

1. St L admet des sauts positifs, on a l’asymptotique

sin(map) r(

r——+00 T

1
P(Ma,py > @) a—1/NTA+1/y) 277
2. Si L n’a pas de sauts positifs, on a 'asymptotique

a—1

]P)<Moz,1/o¢,'y > .%') ~

a 1—ya yoa—1
— — a—1 — (a—1) (a—1)

Remarquons que la dichotomie entre les cas avec et sans sauts positifs (ou encore de
maniére équivalente ici avec ou sans existence de moments exponentiels) est classique.
En particulier, dans le cas avec sauts positifs, on obtient en laissant tendre formellement

Y — +00:
sin(ma
P{ sup L >x | ~ sin(rap) INa) 279,
tel0,1] z—+00 T
et I’on retrouve ainsi une estimée standard, voir par exemple Bertoin [Ber96].

Le point 1. de ce théoréme s’obtient a ’aide de la formule de compensation pour les
processus de Lévy, en remarquant que

PMg,py > x) = P(T) < +00)
ou T, est le premier instant ou L dépasse la courbe t — t7 + x :
T, = inf{t >0, Ly > 7 + x}.

Dans ce cas, on peut également montrer que la loi renormalisée de 1’overshoot K, =

Ly, — T,) — x converge vers une distribution de Pareto de paramétre o — % :

(B

x

A nouveau, ce type de comportement asymptotique est en fait trés différent du cas des
processus de Lévy admettant des moments exponentiels finis. En effet, si I’'on considére

par exemple un subordinateur stable tempéré, c’est-a-dire dont la mesure de Lévy admet
pour densité

T, < +oo> —— Pareto (v — 1/7).
T—+00

1% e—cx

v(z) = T — a)zett 150} avec ¢ €0, 1],

et une dérive linéaire (y = 1), alors d’aprés la remarque 2 de [BD94|, I'overshoot K,
converge sans renormalisation dans ce cas vers une variable aléatoire finie.

Le point 2. de ce théoréme est lui plus compliqué a obtenir, et repose essentiellement
sur la propriété de Markov ainsi que I’absence de sauts négatifs, au travers de la relation,
pour v > —1:

/ tl/ ]P)(Lt > t’Y + :1:) dt = E 1{TI<+OO} Tx1+y (]_ —+ sp;}y(T;/a*'YLi‘F))l%’l/ _ 1>i|
0

1+v

ol Yany(t) = %, et dans le membre de droite, T, et Lq sont indépendants.

En choisissant astucieusement la valeur de v, on peut ainsi obtenir une estimée de la
probabilité P(T, < +oo) (dans le membre de droite) uniquement a partir de la loi
marginale de L (dans le membre de gauche).
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Remarque II1.2. Les estimées que nous obtenons lorsque v = 2 rappellent en un sens
celles obtenues par Bertoin [Ber99] dans l’étude de l’équation de Burger avec une donnée
initiale stable. Plus précisément, si [’'on pose

M[x} = sup {Lt — t’y} and M([j,]pﬁ = SUP{Lt - t?’}’
t t>x

le résultat principal de [Ber99] énonce que

P (Mt[i]pﬂ > M([;:Z]/)Q) = gl=2 T — +00

st L admet des sauts positifs, et

i (B (M2, 00> ME, L)) e

T—-+00

avec une constante ko €]0,+00[ explicite si L n’a pas de sauts positifs. Moralement,
lorsque x est grand, [’événement

(M2 >Ml )

a, P,

revient & regarder si le processus translaté Ly — L, — (t — x)? a dépassé le niveau x° pour
un certain t > x. Il n’est donc pas surprenant que les asymptotiques de

OZ,p,Q - ‘Q:PQ

P(Mo,2=MiL,) et P(Mayz>a?)

soient comparables.

I11.1.2 Cas particuliers
Lévy stable sans sauts négatifs et dérive linéaire

Danslecasota>1,p=1-— é et v =1, la transformée de Laplace de M, 1_1/q,1
peut s’obtenir a I'aide de la formule de Zolotarev [Zol86] :

1

_)‘Ma, —-1/a, _ —_— .
Ble Mo = e

Il s’ensuit que M, 1_1/4,1 suit la loi de Mittag-Leffler de parametre o — 1, et l'on a
P (Ma,l—l/a,l > 96) = afl(_-ra_l)

ou la fonction de Mittag-Leffler £, _1 est définie par

400 n
Bt = 2 5y (o~ 1)

On dispose dans ce cas d'un développement asymptotique complet :

(_1)n—1x—(a—1)n

Tl —(a=1Dn) T — +o00.

P(Ma,l—l/a,l > ac) ~ Z

n>1
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Convergence du temps d’atteinte

Dans le cas sans saut positif, c’est-a-dire a > 1l et p = é, on peut également démontrer
une convergence en loi du temps d’atteinte renormalisé vers une loi normale. En effet,

loi) 1~
observons tout d’abord que par scaling, T (tof x7 T, o

= (loi) , R 1-L
T, = 1nf{t20,Ltf(t + 1)z cw}.

Définissons ensuite pour simplifier les notations

sT+1

n(s) = — et s, =argmin(n) = (ay—1)"/7.
sl/a

La fonction n apparait naturellement au travers de la relation
1

P(L; > (87 +1)z' ") = P(Ly > 2" s(t)).

Posons finalement :

ay—1 ~
A = 22D <3* - Ta;) .

Théoréme II1.3. Supposons que L n’a pas de sauts positifs. Alors, conditionnellement
a lévéenement {T,, < 400}, l'écart A, converge lorsque x — 400 vers une loi normale :

= |, T (n(sy)) =
IP(A dz|T. ) 2d ) o2 = :
z € z’ z < +00 m 27r026 202 dz ol o ' (52)

Comme il est classique, le terme en z? provient du développement limité (s, + z) =
n(s«) + %n”(s*) + 0(2?). Ce résultat, tout comme le théoréme I11.1, est fortement li¢ au
fait que la fonction 7 admet un unique minimum global au point s,. C’est donc en ce
point que L va le plus probablement dépasser la frontiére lorsque x — +o0.

IT1.1.3 Processus de Riemann-Liouville

On se propose & présent de généraliser les résultats précédents au cas du processus
de Riemann-Liouville, lequel est défini pour 5 > 0 par

t t
X0 = [ oan, = 5 [0 than 020
0 0

Ce processus n’est bien stir plus Markovien, mais il est autosimilaire d’indice 8+ 1/a, a
trajectoires p.s. continues, et sa loi marginale est donnée par

loi
X{ﬂ) (:) (1 + aﬁ)_l/aLl-
Définissons alors pour ya > 1
M((f}w = sup{Xt(ﬁ) — t5+7}.
>0

L’analogue du théoréme III.1 dans ce cas est le suivant.

Théoréme I11.4.

1. Si L admet des sauts positifs, il existe deux constantes 0 < k1 < ko < 400 telles
que

l—vya B 1—ya
ki i <PMP) >2) <keaP, 2 — +o0.
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2. S8t L na pas de sauts positifs, on a l’estimée logarithmique

ya—1

T ~ —C x (a=1)(v+8)
)> T—400 By

B)
I (PMY), >
. _a Y+B8—1—ap 1—ya
0l Co By = (a — 1) ('y + 6) a—1 (aﬁ + 1) (—1)(v+B) (f}/a — 1) (a=1)(v+58) ,
Comme pour le processus de Lévy simple, les preuves de ces deux résultats sont trés dif-
férentes. Le cas avec sauts positifs repose sur la construction d’une somme télescopique

de temps d’arrét, croissante en probabilités. Nous arrivons alors & majorer les écarts
entre les temps d’arréts successifs, et ainsi obtenir une estimée de la somme.

Dans le cas sans sauts positifs, I’approche précédente ne fonctionne plus du fait de ’exis-
tence de moments positifs de tout ordre, et nous utilisons plutét une démarche relative-
ment similaire & celle du théoréme III.1. Pour contourner ’absence de Markovianité du
processus X (® | nous utilisons alors un lemme d’association, valable pour tout processus
de Lévy L, qui énonce que si F' et G sont deux fonctionnelles bornées définies sur I’espace
de Skorokhod D(R™,R), toutes deux croissantes ou décroissantes, alors

E [F(Lm u > O)G(Lm u > 0)] > E [F(qu > 0)] E [G(Lu,u > 0)] :

Précisons également que dans le cas = 1, le couple (X (1),L) est Markovien et nous
arrivons alors a obtenir des estimées plus précises, & savoir :

l1—ya ya—1 (1)
%1x2(a71)(1‘+7) < exp (Ca71,W ;Lv(a—l)<1+v)) P (M

a1 /ay > a:) < Ka, T — 4o00.

Au vu du cas brownien que nous allons développer ci-dessous, il est probable que la
bonne asymptotique soit donnée par la borne inférieure dans I'estimée ci-dessus.
Le cas brownien

Dans le cas du mouvement brownien, i.e. a = 2, le processus X (%) est encore gaussien,
et 'on peut donc utiliser les résultats de Hiisler & Piterbarg [HP99).

Proposition III.5. Supposons v > 1/2.
a) Si €] —1/2,1/2[, il existe une constante kg, > 0 telle que

(8)
P (M2,1/2,7

28(1—27) 271
> [,[,‘) ~ K x @B+1)(v+8) ex (—C T 78 ) .
=) o By p 2,87

b) Si 8> 1/2, il existe une constante kg~ > 0 telle que

(3) g 20D T
Nous voyons dans ce cas ['apparition de termes puissances devant les exponentielles,

ce qui n’était pas le cas pour 8 = 0. La constante Ag, peut étre calculée explicitement,

tandis que kg, dépend elle de la constante dite de Pickands, laquelle est définie par

Hogn = lim % E [exp (Or;%(ﬁBH@) - tQH)ﬂ
ol By est un mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H = § + % Cette
constante, introduite dans [Pic69], apparait fréquemment en théorie des valeurs extrémes,
et est encore aujourd’hui un sujet de recherche actif. En particulier, seules deux valeurs
sont & ce jour explicitement connues, a savoir Hy = 1 et Ho = % Notons également que
le résultat de [HP99| ne permet pas de traiter le cas g = %, pour lequel il est possible
qu’un terme logarithmique apparaisse également en facteur de I’exponentielle.
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III1.2. Produits de processus stables

Queues basses et persistance

Ce type de comparaison entre un Lévy stable et une fonction puissance a aussi été
étudié dans le cadre des problémes de persistance. Par exemple, lorsque o €]0, 1] et
p €]0,1[, Aurzada & Kramm [AK16] ont démontré que ’ajout d’un terme puissance dont
I’exposant est plus petit que 'inverse du paramétre d’autosimilarité n’a pas d’influence
sur la valeur de 'exposant de persistance. En d’autres termes, pour 0 < v < é, on a
I’asymptotique :

P (sup{Lu +tu'} < 1) = ¢rtoll),
[0,4] t——+o0
Dans le méme esprit, nous démontrons dans [13] que l'ajout d’un terme puissance suffi-
samment grand n’a pas d’influence sur 'asymptotique de la queue basse :

Théoréme II1.6. Supposons que ya > 1 et p €]0,1[. Pour tout u >0, on a

t &)
P ( sup {/ Ludu+,ut1+7} < 5> = 5(a+1)<a<§fp)+1>,
o<t<1 LJo

La clé ici est de faire passer le paramétre € dans la dérive grace au scaling, puis d’'utiliser
le fait que p > 0 pour obtenir des bornes dont on connait les asymptotiques. Ce résultat
reste trés certainement vrai pour g < 0, mais notre approche ne permet pas de traiter
ce cas.

II1.2 Produits de processus stables

On s’intéresse a présent & des produits de processus stables définis sur 'intervalle
[0, 1]. Ce type de processus s’avére assez compliqué & étudier, et la plupart des questions
classiques (temps de passage, temps de séjour, ...) restent ouvertes, méme dans le cas d'un
simple produit de deux mouvements browniens. Nous proposons ici quelques résultats
généraux sur ces processus.

I11.2.1 Asymptotiques du suprémum

Soient (L(i), 1 <i < n) des processus de Lévy a-stables symétriques et indépendants
avec a € (0,2]. Nous commengons par étudier les valeurs extrémes du suprémum du

produit des (L®).

Théoréme II1.7 (Queue haute).
1. Sta=2:

n
P ( sup HLff) > a;) = g n exp (—%aﬁ) , T — +o0.

0§u§1i:1

2. Sia€]0,2] :
n
< In(z))" !
P( sup HL(UZ)Z:C x&, T — +00.
0<u<1; 3 xe
La preuve de ce résultat est assez élémentaire, et repose sur le fait que les asymp-
totiques de |Li| et sup L, sont du méme ordre de grandeur. En effet, dans le cas

0<u<l
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brownien, ces deux quantités ont la méme loi tandis que lorsque o < 2, d’aprés Bertoin
[Ber96], il existe une constante k > 0 telle que :

2k k
P(|Li| >2z) ~ — et ]P’( sup L, > a:) ~ o —. (IIL.4)

z——+o00 T 0<u<1 x——+o0 ¢

Il est par contre beaucoup plus difficile d’estimer la queue basse du suprémum, du fait
des changements de signe. Ce type de probléme a été étudié pour les processus gaussiens
par Li & Shao [LS04], mais trés peu de constantes sont explicitement connues. Dans
notre cadre, du fait du scaling, la question est équivalente a un probléme de persistance :

(sup HL ) IP’( sup ﬁL(ﬁgl), e — 0.

0<u<l; 0<u<eg—a/n im1

Différents résultats existent dans la littérature sur le comportement du mouvement brow-
nien, ou méme de processus a-stables dans R”, mais les domaines considérés sont gé-
néralement des cones (|[BnB04|, [MHO02|), des paraboles (|LS02], [BnB05]), ou des en-
sembles convexes dépendants d’une coordonnée (|Li03], [MHO7]). Ici, notre ensemble
{(z1,...,2,) € R", T}, @i < 1} n’étant pas convexe, nous allons devoir procéder dif-
féremment. Le résultat principal de cette section est le suivant, dans lequel on peut
observer que I'exposant de persistance ne dépend pas de la dimension.

Théoréme II1.8. [ existe deux constantes 0 < k1 < ko < 400 telles que

1. Sia=2:

515§1P’< sup I_IL(Z 5) < koelln(e)|", e—0.

0<u<1

2. Sia€)0,2] :

Ky /2 §P< sup HL(Z) <€> <K“25a/2|1n( )| e —0.

0<u<1

La principale difficulté ici est d’obtenir les bornes supérieures. L’idée la plus simple

est d’essayer de minorer le produit sup [[_ Lq(f ) par [[L Lg) ol oy est instant ol
i=1 =1 1
0<u<1

I'un des processus de Lévy, disons L(Y) | atteint son maximum sur [0, 1]. Cette approche
souléve alors deux difficultés :

i) La premiére évidemment est que le produit des autres processus [[;-, L((,Zl) peut étre
négatif. Ce probléme peut néanmoins étre facilement contourné grace a I'inégalité de
Slepian, en utilisant le fait qu’un processus de Lévy symétrique stable peut s’écrire
comme un mouvement brownien changé de temps par un subordinateur stable.

i1) La deuxiéme difficulté est plus subtile et provient de la loi de I’Arcsinus généralisée
pour les processus stables. Il y a en effet une grande probabilité pour que op soit
proche de 0 et que donc, bien que L((,—l) soit grand, le produit restant [[, L((fl) soit

lui aussi assez proche de 0.

L’idée générale de la preuve est dans un premier temps d’arréter le produit des (L(i)) a
son dernier changement de signe. Cela nous conduit donc a étudier la variable aléatoire :

91:SHP{0<U§17 Lyl SO},
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oul L est un processus de Lévy a-stable symétrique. Dans le cas du mouvement brownien,
g1 est en fait son dernier zéro sur l'intervalle [0, 1] et cette variable suit la loi de I’ Arcsinus.
Lorsque o < 2, on peut montrer que ’asymptotique au voisinage de zéro est du méme
ordre de grandeur pour tout « :

COC

P(g1 € dr)/dr o

ol ¢q > 0. En notant L*¥) le pont stable de longueur ¢, allant de x & y, on montre
alors un lemme d’indépendance entre g; et L changé de temps et renormalisé.

Lemme II1.9. On pose, par convention Lo_ = 0. Conditionnellement a [’événement
{Lgf}“ = a}, le processus
1

(L”gl_ 0<uc< 1>
1/a
91

est indépendant de g1 et a la méme lot que le pont stable (LELO_’l’a),O <u< 1).

On déduit alors du scaling que le probléme se raméne & étudier le produit

n
g sup L T]LE
u€[0,1] i—9

oll tous les termes sont indépendants. Le résultat s’obtient alors en minorant le supré-

mum par sa valeur au point u* = argmax Lf&l’a). Dans le cas du mouvement brownien,
1/2<s<1

les n+1 termes sont alors tous du méme ordre de grandeur ¢, ce qui explique ’apparition

de la compensation | In(g)|™. Lorsque a < 2, 'asymptotique est seulement donnée par g;

et le pont, d’ot 'apparition d’un seul logarithme.

Notons qu’il existe de nombreux résultats similaires au lemme I11.9 dans la littérature,
que l'on peut trouver par exemple dans Bertoin [Ber96, chapitre VIII|. En particulier,
on obtient le méme type de résultat lorsque l’on remplace g; par le dernier zéro de L sur
I'intervalle [0, 1] (dans le cas ot o > 1), ou encore lorsque I’on remplace g; par le dernier
instant ot L est égal & son minimum sur lintervalle [0,1]. Nous référons également a
[CUBL11] pour des constructions de ponts Markoviens dans le méme esprit, mais dans un
cadre plus général.

I11.2.2 Petite digression sur les temps de séjour

Nous nous autorisons ici une petite digression sur les produits de processus en nous
intéressant a leur temps de séjour. Pour X M, ..., X™ des processus i.i.d et symétriques,

on pose :
1

A, = du.

o Hrm, x0=0)

La variable aléatoire A,, peut donc étre interprétée comme le temps passé par un pro-
cessus n-dimensionnel (dont les composantes sont indépendantes) dans les orthants sy-
métriques.

Lorsque n = 1, la variable A; a été trés largement étudiée pour de nombreuses fa-
milles de processus. Le résultat le plus célébre est trés certainement le cas des processus
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de Lévy symétriques dont la loi n’a pas d’atome pour lesquels A; suit la loi de I’Arcsinus,
voir par exemple Getoor & Sharpe [GS94|. Lorsque n = 2, la variable Ay correspond au
temps passé par le processus X (M) +iX ) dans les premiers et troisiémes quadrants du
plan complexe. Dans le cas du mouvement brownien plan, des tentatives pour calculer
la loi de As ont été proposées, notamment par Ernst & Shepp [ES17| qui ont essayé de
calculer sa double transformée de Laplace, sans toutefois réussir a finir les calculs.

Plus généralement, 1’étude des temps de séjours du mouvement brownien plan dans
un cone a regu une attention considérable. En particulier, Mountford [Mou90| a prouvé
que si Cg est un cone convexe d’angle 6 dont le sommet est & I'origine du plan, il existe
deux constantes k1 et ko telles que

1
m ¢/ <P ( /0 L0, p@)ecy M = t) < R t/%, t€0,1], (I1L.5)

avec £ = %(277 — 0). Les premiers moments de cette variable aléatoire ont été calculés
par Bingham & Doney [BDS8S8| lorsque 6 = 7, puis par Desbois [Des07| dans le cas
général. Des résultats analogues a (II1.5) pour le mouvement brownien n-dimensionnel
ont été obtenus par Meyre & Werner [MW95| ainsi que Nakayama [Nak97], lesquels ont
montré que 'exposant £ était 1ié & la premiére valeur propre de 'opérateur de Laplace
—A/2. Notons également, en plus de ces bornes, que 'on dispose d’une estimation de
I’asymptotique du temps de séjour d’'un mouvement brownien n-dimensionnel (B(i), 1<
i < n) dans 'orthant positif grace a la loi forte de I’Arcsinus :

1 tﬁl . dﬁ LN 1
In(t) Jy 13 {BY>0} 4 g0 20
1=

La preuve de ce résultat est assez classique, et repose sur le théoréme ergodique, aprés
avoir effectué un changement de temps exponentiel afin d’obtenir un processus station-
naire.

Cas général

Avant de regarder un peu plus en détails le cas des processus a-stables, nous com-
mengons par étudier en toute généralité la limite de la suite de variables A, lorsque la
dimension n tend vers l'infini.

Théoréme II1.10. Soient (X(i),i > 1) des processus i.i.d. symétriques.

1. La suite (An,n > 1) satisfait a la loi forte des grands nombres :

1< 1
k‘; " k—+oco 2

2. Supposons de plus que pour presque tout u €)0, 1], la variable aléatoire Xél) n’a pas
d’atome en 0 et que

1
pour presque tout 0 < u < s <1, 0<P (Xl(Ll) >0, Xs(l) > 0> < 3 (I11.6)

Alors, pour tout p > 0, on a la convergence en norme LP :
P 1
" nstoo 2

38



III1.2. Produits de processus stables

3. Supposons finalement que

1 1
1
duds < 4o0.
/o /o P(x{ <0 x{V >0)

Alors on a la convergence presque sire :

ps. 1

n n—-+oo 5
Ce théoréme peut se comprendre intuitivement de la maniére suivante : si les pro-
cessus considérés oscillent un tant soit peu (condition (II1.6)), alors plus le nombre de
processus augmente, puis le produit va potentiellement changer de signe et donc passer
un temps de plus en plus équilibré de chaque c6té de I'axe des abscisses. Ce résultat est
évidemment & comparer avec la loi de I’Arcsinus pour les processus de Lévy, qui explique
elle que bien que L; soit centré, il y a grande probabilité que L passe plus de temps d’un

coté de 'axe des abscisses que de 'autre.

Notons qu’une hypotheése telle que (I11.6) est nécessaire ici pour obtenir la convergence
dans LP. En effet, si I’on considére par exemple la famille de processus symétriques

xV=tx;,,  t>o0,

ot les variables (X @) e N*) sont i.i.d. symétriques et admettent une densité, alors pour
tout n € N*,

(loi) 1
T2
et la convergence dans LP ne peut donc avoir lieu. Bien str dans ce cas, on a IP’(XS) >
0, x> 0) = 1 et la condition (IIL.6) n’est donc pas satisfaite.

Ap (00 + d1)

La preuve de ce théoréme est assez élémentaire : en définissant

Fo(u,s) =P (H XM >0, [[xP > o)
=1 =1

on observe par récurrence que
1 1
Foia(uys) = 7+ 7 (4F1(u, 5) = 1)t
de sorte que 'hypotheése (II1.6) permet d’affirmer que pour presque tout 0 < u < s < 1:
1
Fulws) T 1
On conclut alors a la convergence dans LP grace a I'inégalité d’Holder, et & la convergence
presque stire grace a I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et au lemme de Borel-Cantelli.

Cas des processus de Lévy a-stables

Plagons nous a présent dans le cas ot les processus considérés sont des processus de
Lévy a-stables symétriques (L(Z),i € N*). D’aprés le théoréeme I11.10, on a alors

p 1 ?
B o (2> |

On peut dans ce cas montrer que la suite des moments (E[AL],n > 1) est en fait mono-
tone, le sens de monotonie dépendant de la convexité de la fonction x — xP.
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Proposition II1.11. Fizons p €]0,1] UN*. La suite

décroissante st p > 1

croissante st 0 < p < 1.

(E[AP], n > 1) est {

On déduit de ce résultat que si 1 est une fonction complétement monotone, alors
la suite (E[¢(A,)],n € N*) est décroissante. Il est probable que cette propriété reste
d’ailleurs vraie pour toute fonction convexe, mais nous n’avons pas réussi obtenir cette
généralisation. L’idée de la preuve est de montrer que pour p € N*, la fonction F : RT —

[0, 1] définie par
L P
Flz)=E [(/0 Yzt L5f>>0}d”> ]

ol Z est un processus de Lévy a-stable indépendant des (L(i)) est croissante. Il suffit
ensuite de remarquer que par convergence dominée

E[AP,,] = F(0) < lim F(z) = E[AZ)].

T—-+00

Le cas oit p n’est pas entier s’obtient alors de la maniére suivante : en sommant les cas
précédents, on a tout d’abord pour A > 0 :

E [e)\An+1i| <E [6)‘“4”] — |:€—/\.An+1] <E |:e—)\./4n:|

o
ol 'on a utilisé I'identité en loi A, (Lof) 1— A, pour n > 1. Il suffit alors d’intégrer en A,

avec 0 <p<1:

/0 A (1-E [ ) aa < /0

ce qui fournit exactement l'inégalité recherchée.

+oo

APl (1 _E [e—MnHD X

Cas du mouvement brownien plan

Si 'on considére finalement le cas d’'un produit de deux mouvements browniens, alors la
proposition III.11 permet d’obtenir des bornes sur les moments de As.

Proposition II1.12. Pour tout entier p > 1, on a les inégalités :

- - —1
18 1/21/2 1 1% 2
EA < — = 3F A4+ =Y ——E[AF
[AQ]_2p+17r23 2_p+3/2 3/2" ] +TerZ:O(p—k:)z Al
et
- - —1
1 8 1/21/2 1 15 2
E[A2] > = 3F ' =N = R[4}
TR PR E VAL P e e

ot 3Fy désigne la fonction hypergéométrique généralisée.

Notons que les deux bornes sont égales lorsque p = 1 et p = 2. Dans la borne
supérieure, le terme E[Alf] est explicite puisque Ay suit la loi de I’Arcsinus. La borne
inférieure s’obtient elle par itérations successives, et est numériquement bien meilleure
comme le montre la simulation ci-dessous.
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FIGURE III.1 — Simulation par Monté-Carlo de E[A}] pour 0 < p < 500.

L’idée de la preuve est de construire une relation de récurrence a partir de la fonction :

“+oo t p
Mp(z) = /0 e *’E [</0 1{(w+Bu)Wu>0}du> ] dt

ot B et W sont deux mouvements browniens indépendants. En appliquant la propriété
de Markov a linstant T, = inf{t > 0, x + B, = 0} et la formule du binéme, on peut
décomposer M, sous la forme :

+oo
My(z) = E[AY] / eTV2PP(T, > t)dt

0
T, p=k
e_Tx/Q </O l{Wu>0}du> Mk;(WTx)]

+§(Z>E

=Ry 1(z)+E [e_T””/QMp(WTx)}

ot R,_1 dépend des fonctions (My, k& < p — 1). On démontre ensuite a 'aide de la
transformée de Kontorovich-Lebedev que l'on a la relation

o0 T
R A

iﬂ_2

ou Ky désigne la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce. Le résultat s’obtient
finalement & partir de la proposition III.11 en observant que les fonctions M}, (présentes
dans R,_1) sont paires et croissantes sur [0, +0o| de sorte que pour € R :

FFIEIR[AL] = My (0) < My(x) < My (+00) = 2FTEIE[AF).
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Chapitre IV

Quelques résultats non
asymptotiques

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats issus des publications :

[3] C. Profeta. On last passage times of linear diffusions to curved boundaries.
Markov Processes Relat. Fields 19, 735-762, 2013.

[4] C. Profeta. On Dufresne’s translated perpetuity and some Black-Scholes an-
nuities. Analitika, Vol. 7 (1) : 7-19, 2014.

[8] C. Profeta and T. Simon. On the harmonic measure of stable processes. Sémi-
naire de Probabilités XLVIII, Lecture Notes in Math. 2168, 325-345, 2016.

Plan du chapitre

Nous regroupons dans ce chapitre différents calculs autour des premiers et derniers
temps de passage.

1. La premiére section concerne 1’étude des temps d’entrée et de sortie d’un intervalle
pour les processus de Lévy stables. Nous calculons la mesure harmonique d’un
intervalle et de son complémentaire, ainsi que la densité de la fonction de Green
associée. Un certain nombre de résultats (dont certains partiels) étaient disséminés
dans la littérature et nous avons proposé avec T. Simon une méthode permettant
de traiter tous les cas de figure.

2. La deuxiéme section propose quelques résultats sur les derniers temps de passage de
diffusions. Nous regardons plusieurs méthodes qui permettent d’obtenir des lois ex-
plicites pour certains processus classiques type mouvement brownien ou processus
de Bessel avec dérive.

3. Enfin, la derniére section établit une identité en loi entre une perpétuité translatée
de Dufresne et les temps d’atteinte d’un processus de Bessel de dimension 3 avec
dérive. Ce travail a été rédigé a I’époque pour un journal équatorien naissant, qui
cherchait & publier des articles de recherche originaux, mais qui restaient d’un
niveau abordable.

IV.1 Temps d’entrée et de sortie d’un intervalle pour un
processus de Lévy stable

Considérons donc, pour la derniére fois, un processus de Lévy a-stable L de para-
meétre d’autosimilarité a €]0, 2] et de paramétre de positivité p €]0,1[. Nous supposons
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dans cette section que L peut sauter dans les deux sens, le cas ot L n’a que des sauts uni-
latéraux étant plus simple a traiter. Définissons le temps de sortie de l'intervalle [—1,1],
resp. d’entrée dans Uintervalle | — 1, 1[, par

T = inf{t > 0, ‘Lt’ > 1} et Tl* = inf{t > 0, ’Lt‘ < 1},
ainsi que les mesures harmoniques
H,(dy) = P, (Lp, €dy, Ty < +o0) et H(dy) = Py (Lyy € dy, Ty < 400).

Notre premier résultat est le calcul de la densité de ces deux mesures harmoniques.

IV.1.1 Mesures harmoniques

Commencons par fixer quelques notations. Nous notons L=-Lle processus dual de
L, et nous noterons de méme toutes les quantités associées & L par un chapeau, ce qui
revient a remplacer p par p =1 — p. On pose alors :

Cap = Sm(zap) ot ha,(t) = (t— 1)Lt 4+ 1)1,

Nous avons démontré dans [8] le théoréme suivant.

Théoréme IV.1.
a) Pour tout x €] — 1,1[, la mesure Hy(dy) a pour densité

h(z,y) = cap(L+2)P(1=2)[L+y) Py —1)"*(@y—2)""  siy>1,

et par dualité h(z,y) = h(—z,—y) siy < —1.

b) Pour tout x € [—1,1]¢, la mesure H}(dy) a pour densité

h*(2,y) = cap(L+y) (1 —y)

X ((g; +1)°P(z — 1) (z —y) ' — (o — 1)+/1x¢a,p(t) dt> siz>1,

et par dualité h*(z,y) = h*(—x, —y) si x < —1.

Dans le cas symétrique, ce résultat n’est pas nouveau et remonte a [BGR61|, qui
traite plus généralement des processus stables invariants par translation dans ’espace
Euclidien, & 'aide de la transformée de Kelvin et du principe d’unicité pour les potentiels.
Concernant le cas général tel que présenté ci-dessus, le point a) avait été prouvé dans
[Rog72] a l'aide d’équations intégrales couplées, tandis que le point b) a été obtenu plus
récemment dans [KPW14| a Iaide de la représentation de Lamperti et de la factorisation
de Wiener-Hopf. Dans ce travail, nous montrons en fait que I'idée originelle de [BGR61]
peut également s’appliquer dans le cas asymétrique grace a différentes identités sur les
fonctions hypergéométriques o F}.

En effet, en appliquant la propriété de Markov, on peut montrer que, pour a # 1, H,
est solution de I’équation :

/[_1 ” u(t,y)H;(dt) = u(x,y), rel-1,1 yel-1,1
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ou
u(t, y) = (Ca,pl{y>t} + Coa,ﬁl{y<t}) |t - y‘a—l.

On prouve alors, via un changement de variable, que cette équation abélienne peut se
ramener a une équation hypergéométrique :

/1 At () =1, =€l —1,1]
-1

dont I'unique solution g est donnée par p(dt) = (1 —t)~P(1 4+ t)~*Pdt. La clé ici est
d’utiliser la représentation intégrale de la fonction 9 F; (dite formule d’Euler) :

ab'z _ F(C) lxbfl _xcfbfl — 22) %
zFl[c’]‘Hb)r(c—b)/o SRS

ainsi que les transformations de Pfaff et de Gauss. Le cas a = 1 s’obtient ensuite par un
argument de continuité dans I’espace de Skorokhod, et la démarche pour H* est similaire.

IV.1.2 Noyaux de Green

Le théoréme précédent va nous permettre d’étudier les mesures potentielles tuées :

T
/0 1 {Liedy} dt

dont nous noterons les densités (également appelées fonctions de Green) g(z, y) et g*(z, y).
Ces fonctions présentent un intérét majeur, car elles permettent d’inverser le générateur
stable infinitésimal respectivement sur | —1,1[ et [—1, 1] (voir [BBK 09, Formule (1.42)]
pour le cas symétrique). Le lien avec les mesures harmoniques du théoréme IV.1 apparait
au travers d'une formule générale due a Ikeda-Watanabe [IW62] :

Ty
Go(dy) = E, [ /O 1(10cdy) dt] ot Gidy) = E,

hx,y) = / (o )vly —u)du,  vesp. B (x,y) — / g (@, W)y — u) du,
1-1,1] [—1,1]¢

ol v désigne la mesure de Lévy de L, ici :

v(y) = Dla+ Dyl (capliys} + Capliy<o})

et x €] —1,1[ et y € [-1,1]¢, resp. x € [-1,1]° et y €] — 1,1[. Dans le cas symétrique,
les expressions des fonctions de Green pour | — 1, 1], ou plus généralement pour la boule
unité dans le cas invariant par rotation, sont des résultats classiques remontant & Riesz
[Rie38a, Rie38b|. Dans le cas général, les expressions des densités g(z,y) et g*(x,y) sont
données dans le théoréme suivant.

1—xy
=Y

Théoréme IV.2. Posons z = ’

pour tout T # .

a) Pour tout x €] —1,1[, on a

= 1 y— 2 T St T
e = ey (T3) ] estr sveinal

et par dualité g(x,y) = g(y,x) siy €] — 1,z].

b) Pour tout x > 1, on a
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- sty €|z, oo -

21—a

g (v, y) = T(ap)T(ap) <(y—$)a1/j Va,p(t)dt
C(a—1), /jwa,p(t)dt/ly (1) dt>,

- siy €]l z), g*(z,y) = §"(y, v),
- etenfinsiy<—1:

Cap 21—04

cap T(ap)T(ap) (““ —uT / o p(t)alt

x [yl
(a—1)s /1 ol wa,,,(t)dt).

g (z,y) =

Le point a) de ce théoréme a été obtenu dans [BGR61]| dans le cas symétrique, puis
dans [KW14| dans le cas général. Pour le point b), seul le cas v < 1 et x,y > 1 avait été
obtenu dans [KPW14, théoréme 4]. Notons qu’ici, la condition x > 1 n’est pas restrictive
puisque par dualité, on a ¢*(z,y) = §*(—z, —y) pour tout x < —1l et y € [—1,1]°. A
nouveau les méthodes utilisées dans [KW14, KPW14| pour obtenir ces résultats étaient
assez compliquées (transformée de Lamperti et analyse du processus réfléchi) alors que
notre approche, similaire au théoréme IV.1, permet d’obtenir assez rapidement tous les
cas de figure.

L’idée est ici de s’appuyer sur le théoréme précédent. Par exemple, en utilisant un
changement de variable et le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient pour a < 1,

+oo +oo
o, y)dy = / By (Ly € dy)dt — / B, (Lysr, € dy, Ty < +o0) dt
0 0

~I(1-a) <<y A u(@y)Hx(dw) y

et le résultat découle du théoréme IV.1. La connaissance explicite des fonctions de Green a
de nombreuses conséquences assez classiques. Par exemple, on peut tout d’abord observer
que lorsque = — y, le noyau de Green admet un prolongement par continuité le long de

la diagonale :
(49) 1 (* y2>
a\y,y) = =
(a = Dl{ap)T(ap) \ 2

de sorte que I'on en déduit la formule, lorsque a > 1

a—1 2
<) - 38 o (128 et

ou oy = inf{t > 0, Ly = y}. Nous pouvons également obtenir ainsi toutes les fonc-
tions harmoniques positives sur I'intervalle | — 1, 1], c’est-a-dire les solutions positives de
I’équation

Lo pu =0
sur | — 1,1[, ot L, , désigne le générateur infinitésimal de L.

Corollaire IV.3. Les fonctions harmoniques positives sur | — 1, 1[ et qui s’annulent sur
[—1,1]¢ sont toutes de la forme

= A1 —2)*(1+2)*7 + p(1+2)P (1 — )t

avec A\, p > 0.
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IV.2 Derniers temps de passage pour une diffusion linéaire

Les derniers temps de passage apparaissent de maniére naturelle dans les problémes
de pénalisations, comme nous pouvons le voir dans le théoréme I1.2; ou encore dans les
travaux de Najnudel & Nikeghbali [NN10, NN13|. Ils ont également trouvé des appli-
cations en finance ces derniéres années [NP13, PRY10|. Nous proposons ici différentes
méthodes pour obtenir quelques lois explicites dans le cadre des diffusions linéaires.

Nous reprenons les notations de la section II.1 et considérons une diffusion linéaire
(X¢,t > 0) a valeur dans 'intervalle I = (I, +o0[ oit +00 est une barriére naturelle et
[ € RU{—o0}. On note toujours s sa fonction d’échelle, que 'on suppose désormais de
classe C2, m sa mesure de vitesse, que I’on suppose absolument continue, et ¢(t;x,y) sa
densité de transition par rapport & m, que I'on suppose de classe C*??2 sur ]0, +-oo[x I x I.

Choisissons a présent une fonction continue f : [0, +oo[— [I, +00[ et posons ((f) :=
inf{t > 0, f(t) = I} €]0,+0o0]. Le dernier temps d’atteinte de f par X avant 'instant
C(f) est défini par :

Gy =sup{0 <t < ((f), Xo = f(1)}

et I'on suppose que f est telle que Gy < +o00 p.s.

0 (f) ¢
FIGURE IV.1 — Schéma d’une trajectoire de X lorsque [ = 0 et {(f) < 4o0.

On définit finalement la fonction H
H: (t,y) — Py(Ttop, = +00)
ou Ty désigne le premier temps d’atteinte de f par X
Ty :=inf{t > 0, X; = f(t)}

et 0 désigne 'opérateur de translation.

IV.2.1 Une formule générale

Nous commencons par donner une expression générale pour la densité de la variable
aléatoire Gy. A T'aide de la propriété de Markov, on peut tout d’abord observer que
400
Po (G <) = H(t,y)q(t; z, y)m(dy).
@)
En dérivant cette relation par rapport a ¢ et utilisant le fait que H est solution de
I’équation aux dérivées partielles :

GH + aa—]j =0 sur le domaine Dy = {(t,y) €]0,¢(f)[x]l,+oo[, y > f(t)}, (IV.1)
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ou G désigne le générateur infinitésimal de X, on aboutit alors au résultat suivant.

Théoréme IV .4.
Supposons que H est de classe CY? sur 5f et est telle que pour tout x €]l,+oo[ ett >0 :

OH(t,y)

t; =0.
y*>+OO S/(y)ay q( 7x7 y)

Alors, la densité de G sous Py est donnée pour t €]0,((f)] par :

_ gz, f(t) OH(t,y)
S(f@) 9y

Ce théoréme permet de retrouver un certain nombre de résultats connus, tels que le
célebre résultat de Pitman & Yor [PY81] sur le dernier temps de passage d’une diffusion
4 un niveau fixe, mais également d’obtenir de nouvelles lois explicites.

Px(Gf < dt) ‘y:f(t) dt. (IV.Q)

Processus de Bessel et droite décroissante

Par exemple, considérons un processus de Bessel R d’indice v > —1 ainsi que la droite

décroissante f(t) = a — bt avec a,b > 0. En notant IF’;V) la loi de R lorsque Ry =y, on a

pour y > a d’aprés Alili & Patie [AP10] :

b —v 400 Kl/ 9 5
]P’?(JV)(Tf < 400) = exp (( 2 _ y2)> Yy Mp(b) (RL c dz)

2a a” v Jo K,,(ﬂaz) 7z 2a

ou K, désigne la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce. La dérivée de H au
point y = a — bt s’écrit alors

OH(t,y) _ e - Ky )
Ty‘y:a_bt =b —l—/o V22 X, (\/i(a - bt)z) P, R2(aibt) edz ),

V2

a
d’ott 'on déduit I'expression pour 0 < t < 3 :

PO (G, € dt)

R O R _:U2+(a—bt)2 z(a—0t)\ 0H(t,y)
= Qt(a bt)" ™z exp ( 57 I, " 2y ly—=a—bt dt.

IV.2.2 Vers une équation intégrale

Une propriété importante de la formule (IV.2) est liée a la dépendance en x dans le
membre de droite, qui n’apparait qu’au travers de la densité de transition. En supposant
que Gy n’a pas d’atomes, on obtient en intégrant cette relation :

W
/0 B(t)q(t: 2, F(1))dt = 1 (IV.3)

ce qui permet, dans certains cas, de caractériser de maniére unique la fonction ®, et donc
la loi de Gy. Ce type d’approche par équation intégrale a été utilisé a de nombreuses
reprises pour 1'étude directe de T, voir par exemple [BNR87| ou [Leh02].
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Processus de Bessel avec dérive et fonction racine

Pour illustrer cette démarche, choisissons & nouveau un processus de Bessel R d’indice
v > —1, mais cette fois avec une dérive ¢ > 0 au sens de Watanabe [Wat75]. On note P

la loi de ce processus lorsque Ry = z et I'on rappelle que son générateur infinitesimal est

donné par :
1 82 2v+1 IV+1 0
i — V.4
g 28x2+< 2z +CL, (cz) Oz (1v-4)

ou [, désigne la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce. Considérons alors comme
barriére la fonction f(t) = vat? + bt avec b > 0 et \/a > c. Partant de (IV.3) dans la-
quelle ¢(f) = 400, on montre alors que cette équation peut se ramener a une transformeée
de Laplace, ce qui permet de prouver que la densité du dernier temps de passage G ;=77
est donnée, pour tout x > 0, par

]P)(ch) dt) = | 1 — —
x (G\/me ) (‘Of<n<+at ct a2+t 1y(cx) t

ou la fonction ¢ a pour transformée de Laplace :

.1,2
b)) b1 exp (‘m)l <x\/at2—|—bt> W

b b

—+00 exp (E) M,)\ I//2 (g)

7)\t )

e Mo p(t)dt = (IV.5)
/ ! exp (§) M_y.2 (5)

avec M) , la fonction de Whittaker.

Lien avec l’inversion du temps

Le résultat d’inversion du temps de Watanabe [Wat75] permet par ailleurs d’obtenir
également la loi du temps d’atteinte de f(t) = v/a + bt pour un processus de Bessel avec
dérive. En effet, si 'on pose

(fit =tRy, t > 0)

alors le process R est un processus de Bessel d’indice v, avec dérive x partant de c. Ce
phénomeéne d’inversion du temps fournit ainsi 'identité en loi

. = (loi) 1
inf{t >0, R = Va+ bt} =
{ ! sup{u > 0, R, = Vau? + bu}

d’ott 'on déduit

2
Pe)(T € dt) m(1+2)) 01 =P (—‘Zt)l ( Vv +bt) dt
' = n — - zva .
¢ va+b. Pr a cva bt L,(C:U) v
En laissant tendre x vers 0, on peut retrouver ainsi les résultats classiques sur le temps
d’atteinte d’une barriére racine par un processus de Bessel standard, voir par exemple
Yor [Yor84].

IV.2.3 La méthode des images

Enfin, nous discutons également dans [3] d’'une méthode martingale pour calculer la
densité de certains derniers temps de passage dans I'esprit de la méthode des images de
Lerche [Ler86]. Au lieu de se fixer une fonction barriére f, I'idée ici est de partir d’une
solution de I’équation (IV.1), c’est-a-dire en un sens de la densité du dernier temps de
passage, et de définir la fonction f associée implicitement. Les principaux exemples de
solution de (IV.1) sont généralement construits a partir de la densité de transition de la
diffusion. Voici un exemple d’application de la méthode dans le cas le plus simple.
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Dernier temps de passage a partir de la densité de transition
Il est classique que la densité de transition ¢(t;z,y) d’une diffusion linéaire est solu-
tion de I’équation aux dérivées partielles :
9q

ot 94

pour t > 0 et z,y appartenant & 'intérieur de I. Supposons donc que X est a valeurs
dans I = (0,4o00[, et soient a €]0,1[ et ¢ > 0 deux parameétres tels que aq((;0,0) <
ing q(¢ — t;0,0). On peut alors définir une fonction f implicitement par la relation

t<

q(¢ —t; f(1),0) = aq(¢;0,0)

et 'on a ¢ =inf{t >0, f(t) =0} = {(f). Le théoréme IV.4 fournit alors dans ce cas le
résultat suivant.

Proposition IV.5. La densité de G est donnée pour t €]0, ([ par

q(t;x, f(1)) aq((—t;y,o)‘ »
GO0 (fE) oy =fod

Par exemple, si I’on considére un processus de Bessel d’indice v > —1, on obtient la

barriére
v+1
M) =, -2(¢C—=1t)In <a <1 - z> ) 0<t<¢,

et la densité du dernier temps d’atteinte de la barriere f*) s’écrit :

Px(Gf edt)=—

2v+2
) d e, fO W) 0<t<C

1
(v) N ()
PO(Gpr € di) = 5= (FV0)
Par inversion du temps, on peut également obtenir la loi du premier temps de passage
contre une frontiére similaire, résultat pour lequel nous référons par exemple 4 Deaconu

& Herrmann [DH13, prop. 2.3].

IV.3 Temps d’atteinte et perpétuités

Nous concluons cette synthése par un résultat plus anecdotique sur la perpétuité
translatée de Dufresne. Le résultat originel de Dufresne [Duf90] établit que pour pu > 0,

/+oo o—2(Brtut) gy (lg) i
0 F,u,

ou I';, désigne une variable aléatoire suivant la loi Gamma de parametre p. De nom-
breuses généralisations de cette identité ont par la suite été proposées, notamment par
Yor [Yor01]. Différents liens ont également été établis entre ces perpétuités et les temps
d’atteinte de certaines diffusions, et nous référons & Salminen & Yor [SY05| pour une
étude générale sur le sujet. En particulier, la perpétuité de Dufresne a par exemple méme
loi que le premier temps d’atteinte de 0 d’un processus de Bessel d’indice —p partant de
1. Nous présentons ci-dessous un résultat dans le méme esprit.

Considérons les mouvements browniens géométriques :

t t
E =exp <Bt + 2) et M; = exp <Bt — 2>

ol B est un mouvement brownien standard. Nous avons obtenu les lois de perpetuités
associées & ces deux processus.
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Théoréme. Soit b >0 et a®> —b > 0. Soit (R§3’ aQ_b), t > 0) un processus de Bessel de
dimension 8 avec dérive v/a? —b. On pose, pour z > 0,

(3,v/aZ=b) _ > (3,v/a2—b) _ _ z du
T, inf {t >0, R, z} et n(z) ; P 2aut b

Alors, si Eg = Mg =x >0, on a les identités en loi suivantes :

" & (loi)  (3,v/a?=b) (3,v/a%—0)
/0 (€2 + 206 + b)QdS = T)iio0) avec R = n(z),
et N 2
- . (10i) (3,/a7) =
/0 (M2 + 2aM, + b)2d8 = Tn(+<>0) avec R =n(b/z).

Observons que 'on retrouve le résultat de Salminen & Yor [SY04]| sur la perpétuité
translatée de Dufresne en laissant tendre b — 0. Le résultat originel de Dufresne (lorsque
p = 1/2) s’obtient alors en laissant également tendre a — 0. On peut par ailleurs remar-
PUNIR THIPN A s 198 s . (loi) 1
quer que l'on peut passer d’une égalité a 'autre grace a 'identité en loi M "= <
La clé de ce résultat vient du fait que 1’on sache résoudre explicitement 1’équation
différentielle ordinaire (2 + 2ax + b)?f"(x) = Af(x). La preuve directe pour le cas de
& repose alors sur la transformée de Lamperti, qui donne 'existence d’un processus de
Bessel R de dimension 3 tel que

t
&= Ra, avec Ay = (&) = / (E5)%ds.
0

On a alors l'identité

+oo 52 +oo 1
/ 2 ds = / du
0 (582 + 2&55 + b)2 0 (R12L + 2(1Ru —+ b)2

et 'on construit une martingale qui permet d’obtenir explicitement la transformée de
Laplace :

" 1 1 inh AT A
E. [GXP (—A / p d)} ey S @V + B)
0 (R2 + 2aR, +b) T sinh (n(+oo)\/m)

On remarque alors que cette transformée coincide avec celle du premier temps de passage
d’un processus de Bessel avec dérive. On peut également prouver directement le résultat
pour M, cette fois en utilisant le théoréme de Dambis, Dubins et Schwarz qui nous donne
I’existence d’un mouvement brownien W partant de x tel que :

t
My = Wipp, avec (M), :/ (M)?ds.
0
Le résultat s’obtient alors a l'aide de la formule de retournement du temps, du troisiéme
théoréeme de Ray-Knight, ainsi que d’une décomposition des processus de Bessel de di-
mension 3 & leur dernier temps de passage.
Nous avons également dans ce méme travail étudié la loi du couple d’annuités :

</Ot (& — 1), ds, /Ot (& —1)_ ds>

répondant ainsi & une question soulevée dans [PRY10, chapitre 4]. La démarche est ici
on ne peut plus classique et repose simplement sur la formule de Feynman-Kac.
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